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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  

  98سؤالات آزمون سراسري   
  

   

 MBAسؤالات رشته ي 
 

 1 فرض كنيدـz اي از معادلهريشهz z z z z z     6 4 2 5   كدام است؟ zباشد، مقدار 31

1 (cos isin 
4 4  2 (cos isin 

5 5  3( cos isin 
6 6  4 (cos isin 

7 7  

 2 مكان هندسي تمامـzهايي از صفحه مختلط كهRe(z ) Im(z )
z z

  
1   ، كدام است؟1

  ) يك دايره به استثناي يك نقطه روي آن2  ) يك دايره به مركز مبدأ مختصات1
  اي روي آن خط) يك خط به استثناي نقطه3  مبدأ مختصات ) يك خط گذرنده از4

 3 بازه همگراييـn
n

n

n (x )





1397
3

2
  كدام است؟ 

1 (( , )1 5  2 ([ , )1 5  3 (( , ]1 42  4 ([ , ]1 42  

 4 فرض كنيدـR1 وR2 به ترتيب، شعاع همگرايي دو سري توانيn
n

n

n! ( x )



 5 3

2
و 

n
n

n
n

n ( x )



 5 3

2
  باشند، در اين صورت كدام مورد صحيح است؟ 

1 (R R 1 2 1  2 (R R1 2  3 (R R1 2  4 (R R2 1  

 5 2شخصي بالاي يك ديواره در ارتفاع ـ متري سطح آب ايستاده است و طنابي را مانند شكل با سرعتm
s

كشد و اين طناب به قايقي درون آب مي 4

  مانده است، سرعت نزديك شدن قايق به پاي ديوار چند متر بر ثانيه است؟تر از طناب بين شخص و قايق باقيم 25كه هنوز متصل است. هنگامي

1 (2
3  

3 (16
7  

2 (2
7  

4 (16
5  

  

 6ايم به نحوي كه طرف ديگر نردبان روي زمين قرار دارد. حال اگر سمتي از نردبـان كـه روي زمـين    متر را به ديواري تكيه داده 15نردباني به طول  ـ
كند، در اين صورت زماني كه فاصله پـاي نردبـان تـا    زمين حركت مي به سمت v1از ديوار دور كنيم، طرف ديگر نردبان با سرعت vقرار دارد را با سرعت

|vمتر است 12ديوار  |
v1

  ؟كدام است 

1 (3
2  

3 (4
3  

2 (2
3  

4 (3
4  

  

 7 فرض كنيدـxA e dx 
21


x(e، در اين صورت مقدار A)dx 

21 1


  كدام است؟ 

1 (  2 (e  3 ((e )A1  4 (eA  

 8 منحنيـy sinx را بر[ , ]2 حول محورxدهيم. حجم جسم حاصل كدام است؟ها دوران مي  

1 ( 2 1
4  2 (2

4  3 (  2

4  4 (( ) 1
4  
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 9 فرض كنيدـy xx yدر اين صورت ،dy
dx

  كدام است؟ 

1 (y(xLnx y)
x(yLny x)




  2 (y(yLny y)
x(xLnx x)




  3 (y(xLny y)
x(yLnx x)




  4 (y(yLny x)
x(xLnx y)




  

 01 هايكدام گزينه در مورد سريـ
n

n(cos )
n






1

1 و 1
n

n(cos )
n




 2

1

1   ، به ترتيب، صحيح است؟1

  واگرا ) واگرا ـ4  ) همگرا ـ واگرا3  همگرا ) همگرا ـ2  همگرا ) واگرا ـ1

 11 هايانتگرالـ
x

dxI
x e

  3
1

3
)و  x)dxJ

x Lnx
 


  21
1

1
  به ترتيب ................... و .................. هستند. 

  واگرا) واگرا ـ 4  ) همگرا ـ واگرا3  ـ همگرا)  همگرا 2  همگرا ) واگرا ـ1

 21 فرض كنيمـf (x)
x



1

2 )، مقدار3 )f ( )13 1
)كدام است؟ (منظور از 2 )f (x )13

  ام از 13مشتقf (x) در نقطهx ست.)ا  

1 (!13
2  2 (!


13
2  3 (!13  4 (!13  

 13 اگرـy تابعي برحسبx يهباشد كه در رابطx xx x cotg y  2 2 1   كند،صدقy ( )   كدام است؟ 1
1 (log2  2 (log 2  3 (1  4 (1  

 41 فرض كنيد سريـn
n

n
a (x )






1
]داراي بـازه همگرايـي   3 , ]6  باشـد وn

n n

a
lim | |

a




موجـود باشـد. در ايـن صـورت بـازه همگرايـي سـري         1

n n
n

n
a (x )






1
3   كدام است؟ 1

1 ([ , ]1 3  2 (( , )1 3  3 (( , ) 2  4 ([ , ] 2  

 51 مقدارـdx
( x )

1
2 21

  ام است؟كد 

1 (( )
1 18  2 (( ) 

1 28  3 (( )
1 38  4 (

1
8  

 61 فرض كنيدـsin z x xy xy  2 )معادله صفحه مماس بر اين رويه در نقطه .22 , , )1 2 كدام است؟  

1 (x y 1  2 (x y 1  3 (z y 
  2  4 (z y 

  2  

 71 اگرـ
(x ,y) ( , )

x ylim A
x y




2 3
2 2 

و 
(x ,y) ( , )

sin(x y )lim B
x y






2 2
2 2 

  صحيح است؟BوAد، كدام گزينه در مور

1 (A وجود ندارد وB 1  2 (A   وB 3  وجود ندارد (A 1 وB   4 (A  وB 1  

 81 فرض كنيدـ
x y (x,y ) ( , )

f (x,y) x y
(x,y) ( , )




  
 

2
2 2  

  

، مقدار مشتق جهتي
( , )

D f ( , )3 1
2 2

  كدام است؟  

1 (3
4  2 (3

8  3 (  4 (3
8  

 91 اگرـ
x

I sin y dydx  
4 2 3


  كدام است؟ I، مقدار

1 (cos4
2  2 (cos8

3  3 (cos1 8
3  4 (cos1 4

2  

 20 مقدارـy
C

I ( y cos x)dx ( x e )dy   
25 8كه در آن ،C مرز دايرهx y 2 2   باشد، كدام است؟جهت مثبت ميبا  2

1 (6  2 (1  3 (( )2 3  4 (( )3 2  
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 21 اگرـF(x,y ,z)    وxF وyF وzF همگي موجود و پيوسته و ناصفر باشند، مقدارz x y. .
x y z
  
  

  كدام است؟ 

1 (1  2 (1  3 (  4.ممكن است موجود نباشد (  

 22 فـــرض كنيـــد ــــC مـــرز دايـــره(x ) (y )   2 21 2 1  باشـــد كـــه در جهـــت مثلثـــاتي در نظـــر گرفتـــه شـــده اســـت. اگـــر
x x x y

C
(ke y e x)dx (e ke y)dy     مقدار ،k برابر با كدام مورد است؟  

1 (1  2 (  3 (1  4 (2  

 23 فرض كنيدـF(x,y ,z) (yz ,xz ,xy)  وC  با رئوسمرز مربع( , , )  ،( , , )2  ،( , , )2  و( , , )2 2   است كه در جهت مثلثاتي در نظر گرفته
  كدام است؟ Cبر منحني  Fشده است. انتگرال ميدان برداري 

1 (  2 (1  3 (8
3  4 (4  

 24خم ـ(t) ( cost , sint , cos t)  2 2 2 tرا براي 2 [ , ]   در نظر بگيريد. انحناي خم در نقطه( , , )2 2 كدام است؟  

1 (17  2 (17
4  3 (2 17  4 (17

2  

 25اگر ـS كره واحد باشد و
s
( xz ky )d    22   كدام است؟ kدر اين صورت مقدار  4

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 26مقدار انتگرال تابع ـf (x ,y ,z) xyz بر منحني
x y
z
x,y

  



 

2 2 4
3


  ام است؟كد 

1 (  2 (6  3 (9  4 (12  

 27اگر ـF (xy ,x y ,(x y )z) 2 2 2 2 وS سطح استوانه توپرx y 2 2 zو 1  1  باشـد وN
      باشـد مقـدار    قـائم يكـه رو بـه خـارج اسـتوانه

s
F .Nd كدام است؟  

1 (  2 (  3 (2  4 (4  

 28فرض كنيد  ـC منحنيr cos  21 باشد كه   2مقدار ،
C

ydx xdy
x y



 2   كدام است؟ 2

1 ( 2  2 (  3 (1  4 (2  

 29مقدار انتگرال زير كدام است؟ ـ  
x x y dzdydx

x y z
  

   
2 2 23 3 4

2 2 21 
  

1 (Ln 22  2 (Ln2 23  3 (( Ln )
1 22  4 (( Ln )


2 1 23  

 30فرض كنيد منحني  ـC داراي پارامتريR(t) ( cost , sint ,cost ) 2 2 tباشـد كـه   4  2 وz zF(x,y ,z) (z e , x,e cos z) 
22 مقـدار   .24

C
F .dR كدام است؟  

1 (29
2  2 (15  3 (31

2  4 (16  
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 MBAپاسخنامه رشته ي   
  

و  قـدر نسـبت آن    1جمله اول يك تصاعد هندسي كه جملـه اول آن   7كنيم و با مجموعصورت زير بازنويسي ميابتدا معادله داده شده را به  »4«ـ گزينه 1

z يرو هستيم كه مجموع اين جملات از رابطهباشد روبهمي
n

n
a ( q )

S
q





1 1

      آيد و داريم: دست ميبه 1

  
n

n
a ( q ) ( ( z) )S

q z
   

   
 

7
1 1 1 1

1 1 z z z z z z      2 3 4 5 61    

  z z z r , tan               7 7 71 1 1 1    

  k cos ( ) i sin ( ) 
  7 7                    k kz (cos i sin )   

 7 7 2 21 7 7   

nياز رابطهzام عدد مختلطnيتوجه داشته باشيد كه ريشه n k kz r (cos i sin ) , k , , ,..., n
n n

   
   

2 2 1 2 1 آيد. دست ميبه     

 
xصورت دكارتيرا به zعدد مختلط  »3«ـ گزينه 2 iy هاي حقيقيگيريم و بايد قسمتدر نظر ميz

z


zو موهومي 1
z


   قرار دهيم.هم را مساوي  1

                                           (x iy) (x iy)
x iy x iy

    
 
1 1   

  كنيم و داريم:ها ضرب و تقسيم ميهاي كسري را در مزدوج مخرج آنعبارت

e m
x iy x iy x y(x iy) (x iy) ( ) R (z ) x , I (z ) y

z zx y x y x y x y
 

           
   2 2 2 2 2 2 2 2

1 1            

(x y)( ) x y x y
x y

       
2 2
11  kÄIMx yx y

x y x y
    

 2 2 2 2
kÄIM  

yخط x غير از مبدأ چرا كه بايد البته بهz   باشد، به دليل وجود
z
1.     

 
nيدست آوردن بازه همگرايي بايد ابتدا شعاع همگرايي را از رابطهبراي به  »1«ـ گزينه 3

n n

a
lim | |

a R



1   دست آوريم. به 1

  
n

nn

(n )lim | | R
R Rn


     

1397
1 1397

1 2 1 1 1 222
    

|ياكنون بازه همگرايي را از رابطه x | 3   آوريم و داريم: دست ميبه 2
  x x      2 3 2 1 5  

xدو سر بازه يعني 1 وx    بايد جداگانه بررسي شوند.  5

xازايبه  صورتسري به 5
n

n



 1397


  آيد كه يك سري واگراست.درمي 

xازايو به 1 هم سري به صورتn

n
( ) n




 13971


آيد كه اين سري هم يك سري واگراست (چون حد جمله عمومي مخالف صـفر اسـت)، پـس دو    درمي 

)همگرايي بايد باز باشد يعنيي سر بازه , )1 5 .  
,طبق نكته گفته شده در كتاب رياضي عمومي بـدون دخالـت دسـت مدرسـان شـريف، در ايـن مثـال       روش تستي:    1397   باشـد و چـون   مـي

   1397  صحيح است.1د و اين يعني گزينه (باشد، پس دو سر بازه همگرايي بايد باز باشمي (  
nو  neهايي مانندهاي تواني به صورت سريع از عبارتدست آوردن بازه همگرايي سريبراي به نكته: nn كنـيم و سـري را بـه فـرم     نظـر مـي  و ... صرف 2,

nn (x c)
n



  سه حالت زير را داريم:كنيم و تبديل مي  

) اگر1 1 .باشد، دو سر بازه همگرايي بايد بسته باشد  
) اگر2  1 باز باشد، يعني يك سرش بسته و سر ديگرش باز باشد.صورت نيمباشد، بازه همگرايي قطعاً بايد به  
) اگر3   باشد.اشد، دو سر بازه همگرايي حتماً باز ميب          
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nيهمگرايي سري اول را از رابطه شعاع  »2«ـ گزينه 4
n n

a
lim | |

a R



1   آوريم. دست ميبه 1

    


n

(n ) n!
n

nn

(n )!lim | | R
n! R R








      

1

11 1 1
2 2

1 2 1 1
2



n
n

n

n! ( x )



  5 3

2
     

nيا از رابطهشعاع همگرايي سري دوم ر n
n
| a |

R


   آوريم. دست ميبه 1

    
nn n

n
n n nn nn

n n n( x ) lim lim R
R R R



 
          2

2 2 2

1 1 15 3 22 2
   

Rپس R1   باشد.مي 2
 

هـاي مسـئله برقـرار    يك رابطه بـين داده  هاي مسئله و همچنين شكل سؤالهاي وابسته به زمان بايد با توجه به دادهبراي حل مسائل كميت  »1«ـ گزينه 5
  yو تغييـرات txرا بـا  x(معمولاً طبق قضيه فيثاغورث يا تالس...) و سپس از دو طرف تساوي برقرار شده نسبت به زمان مشتق بگيريم كه تغييـرات  كنيم

  دهيم.نشان ميtyرا هم با 
  نويسيم و داريم:الزاويه داريم، قضيه فيثاغورث را ميدر اين مثال با توجه به شكل بين ناظر و ديوار و قايق روي آب كه يك مثلث قائم

    h x ( ) 2 2 225  
  x 24 625    

  x x  2 225 15   
    

     گيريم:مشتق مي tگيريم و داريم: از طرفين نسبت بهاكنون از دو طرف رابطه زير نسبت به زمان مشتق مي

  t t t t
mx h y xx yy ( )x ( ) x ( )
s

           2 2 2 25 4 22 2 2 15 2 25 4 15 3   

 
ها برقرار كنيم و سپس بـا  هاي مسئله يك رابطه بين اين دادهتوجه به دادههاي وابسته به زمان ابتدا بايد با براي حل مسائل مربوط به كميت  »4«ـ گزينه 6

  گيري از رابطه نسبت به زمان، خواسته سؤال را به دست آوريم.استفاده از اين رابطه هم يك مقدار مجهول را به دست آوريم و هم با مشتق
  را ابتدا بيابيم. يعني: x1هاي مسئله برقرار كنيم تا مقدار مجهولين دادهي فيثاغورث بدر اين مثال با توجه به شكل داده شده بايد يك رابطه

x ( ) ( )

x x x

 

     

2 2 2
1
2 2
1 1 1

12 15
144 225 81 9

  

xياكنون از دو طرف رابطه x 2 2
1 2   گيريم و داريم:نسبت به متغير زمان مشتق مي 225

x x x x  1 1 2 22 2   
xدهيم باشد، قرار مياينكه تغيير مسافت برابر سرعت ميبا توجه به  V x V  2 1   و داريم: «1

V( )V V( ) V V | | | |
V

        1 1
1

18 32 9 2 12 18 24 24 4  

 
  كنيم و داريم: جايگذاري مي باشد و يك عدد ثابت است در انتگرال خواسته شدهرا كه حاصل انتگرال مي Aمقدار  »3«ـ گزينه 7

  x xe edx A dx e e dx (Ax) e A A (e ) A         
2 21 1 1 1 1  

   

 
fحجم حاصل از دوران تابع  »2«ـ گزينه 8 (x) حول محورxها در بازه[a,b]  :برابر است با     

b
a

V f (x)dx  2  

  cos x( )dx (x sin x) ( )
     

      
2

22 1 2 1 22 2 2 2 2 4
V sin x dx


  22


   

 

2x

1x
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   كنيم.  گيريم و سپس از مشتق تابع ضمني استفاده ميمي Lnي داده شدهابتدا از دو طرف رابطه  »3«ـ گزينه 9
  y Ln x x Ln y y Ln x x Ln y    y xx y   

  x

y x Ln yy( ) Ln y y(y x Ln y) y (x Ln y y)x xy ( ) ( )
y Ln x x x (y Ln x x) x (y Ln x x)Ln x x ( )

y y


         

  

1

1   

 

ارزيبا استفاده از هم  »1«ـ گزينه 01
u

ucos u



2
1 2

كنـيم و بـا اسـتفاده از سـري    هـاي زيـر بازنويسـي مـي    ها را به صورتي عمومي سريابتدا جملهP 

   كنيم.  ها را بررسي مييي يا واگرايي سريهمگرا

  P

n n n n

( )
nn( cos ) n( ) n( )

n nn

   


   
           

2
1

2
1 1 1 1

1
1 1 11 2 22

Ho¬H»   

  P

n n n

( )
nnn ( cos ) ( )

n n n

  
 

  
           

2
2 3 1

2 4 3
1 1 1

1
1 11 2 2 2

Ho«μÀ   

 
xدر Iانتگرال  »4«ـ گزينه 11   توانيم ازناسرگي دارد، پس در مخرج كسر ميxe

xازاينظر كنيم، چون مقدار آن بهصرف 3   باشد و داريممي 1برابر :    

  
x

dx dx dxI
x (e ) xx e

  
    3

1 1 1
3 33

Ho¬H»   

xدر Jانتگرال  نظر كنيم و در نهايت با استفاده از هم ارزي داريم: از جملات توان كمتر صرف توانيمناسرگي دارد، پس مي    

  ( x)dx x dxJ dx
xx Ln x x

  
 

    2 21 1 1
1 1

1 1
  Ho¬H»   

 

axام توابع هموگرافيك به فرم كليnمشتق مرتبه  »2«ـ گزينه 21 bf (x)
cx d





                برابر است با:  

n(n)
(x) n

( c) n!(ad bc)f
(cx d)




  




1

1  

  بنابراين داريم: 
x( ) ( ) ( !) ( ) ( !) ( ) ( !)f (x) f

x ( x )
     

    
 

112 1213 2
14 14

1 2 13 2 2 13 2 13
2 3 22 3 2

   

axامُ تابع هموگرافيك به فرم كلي nاگر فرمول مشتق مرتبه  bf (x)
cx d





را ندانيم، بايد چند مرتبـه از آن مشـتق بگيـريم تـا بتـوانيم از روي آن مشـتق        

  ام را حدس بزنيم. nمرتبه

  ( )
(x)

f (x) f
x ( x )


  

 

1
2

1 2
2 3 2 3

   

  ( )
(x)

( x ) ( ) ( ) ( )( !)( )f
( x ) ( x ) ( x )
   

  
  

2
4 3 3

2 2 3 2 2 8 2 2 2
2 3 2 3 2 3

   

  ( )
(x)

( x ) ( ) ( ) ( ) ( !) ( )f
( x ) ( x ) ( x )

     
  

  

2 23
6 4 4

3 2 3 2 8 48 2 3 2
2 3 2 3 2 3

       

  باشد، پس بايد علامت مشتق مرتبه سيزدهم منفي باشد. هاي مرتبه فرد منفي ميكنيد كه علامت مشتقملاحظه مي
بينيم كه در مخرج هر كسر توان عبارت از مرتبه مشتق مربوطه يك درجه بالاتر است، يعني در مشتق مرتبـه اول، مخـرج   هاي گرفته شده مياز روي مشتق

دارد. در  14زدهم مخرج كسـر تـوان  دارد و به همين صورت الي آخر، پس در مشتق مرتبه سي 3دارد و در مشتق مرتبه دوم، مخرج كسر توان 2كسر توان
)گيرد، يعني در مشتق مرتبه اولصورت كسرها متناسب با مرتبه مشتق، آن عدد فاكتوريل مي )، در مشتق مرتبه دوم1(! )و در مشتق مرتبه سـوم  2(! !)3 

)پس در مشتق مرتبه سيزدهم در صورت كسر ؛را داريم  xكه همان ضريب cي عددگيري، در صورت كسر قرينهرا حتماً داريم. در هر مرتبه از مشتق 13(!
)رسـد، يعنـي در مشـتق مرتبـه اول    واحد كمتر از مرتبه مشتق مـي  باشد به توان عددي يكدر مخرج كسر تابع هموگرافيك مي )2     و در مشـتق مرتبـه

)دوم ) )و در مشتق مرتبه سوم 12 ) )را داريم، پس در مشتق مرتبه سيزدهم 22 )   اً داريم. را در صورت كسر حتم 122
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)گيري در صورت كسر عددبينيم كه در هر مرتبه از مشتقدر انتها مي )2 را داريم (توجه داشته باشيد كه اين عدد همان حاصل عملياتad bc  از روي
)در صورت كسر نيزتابع هموگرافيك است)، پس در مشتق مرتبه سيزدهم،  )2  .بايد قرار بگيرد  

)  شود با: پس مشتق مرتبه سيزدهم برابر مي ) ( ) ( !)( )f (x)
( x )

 




1213
14

2 13 2
2 3

   

xاكنون  
1
)  دهيم و داريم: را قرار مي 2 ) ( ) ( !) ( !)f ( )  

  
1313

14
1 2 13 13
2 22

   

 
  دهيم:پاسخ مي سؤال را به دو روش   »3«ـ گزينه 13

x  روش اول:   cot y cot y      1 1 2 1   اگر  
xxدهيمقرار مي  A :و داريم   A A cot y  2 2 1   

AA  گيريم و داريم: مشتق مي xاكنون از دو طرف تساوي نسبت به متغير  (A cot y y ( cot y) A)     22 2 1    
A همان مشتقxx است كه برابرxx ( Ln x)1 باشد و داريم: مي  A ,A

cot y
( y ( )) y y 


            1 1 2 2 1 2 2 1


       

Vyبا استفاده از مشتق توابع به فرم روش دوم: u :داريم  

  V V uy u y u (V Ln u V)
u


       
  x cot y cot y      1 1 2 1   اگر  

x  گيريم:مشتق مي xاز دو طرف نسبت به متغير xx x cot y  2 2 1    

  x
cot y

( ) ( y )


    1 2 2


  x x xx ( Ln x x) (x (Ln x )cot y y ( cot y) x )
x

     2 212 2 2 1 1   
  y y     2 2 1   

 

nدر سري  »4«ـ گزينه 41
n

n
a (x )






1
xمركز بازه همگرايي 3  ]باشد و با توجه به اين كه بازه همگرايي آنمي 3 , ]6    است، پس شعاع همگرايـي ايـن

Rباشد، پسمي 3سري برابر  nاين يعني است و 3
n n

a
lim | |

a R



 1 1 1

        باشد. مي 3

xاكنون شعاع همگرايي سري جديد كه مركز بازه همگرايي آن 1 آوريم و داريم: دست ميباشد را بهمي  

  
n

n n
nn nn n

a a
lim | | lim | |

a R Ra


 

 
  

1
1 131 1

3
   

nبا توجه به اين كه از سري قبل
n n

a
lim | |

a



1 1

دهيم و داريم: دست آورديم، در اين سري جديد آن را قرار ميا بهر 3
n

nn
lim | | R

R




   

13 1 1 133
   

xسري جديد، مركز آن  1 و شعاع همگرايي آنR 1 آيد:دست ميصورت زير بهباشد و بازه همگرايي اين سري بهمي  
| x | R | x | x x            1 1 1 1 1 1 2  

همگرايـي سـري قبلـي و در نتيجـه بـازه       اضافه شده است كه تأثير آن بر روي شـعاع  n3ي عمومي سري جديد فقط عاملتوجه داشته باشيد كه در جمله
  م:كند. يعني داريباشد و تغييري در باز يا بسته بودن بازه همگرايي ايجاد نميهمگرايي سري قبلي مي

Rn
n [ , ]

a (x ) x x         6
63 6 3 3 3


  
n n n

n na (x ) a ( (x )) (x ) x x              3 1 3 1 3 3 1 3 3 6 2 kÄIM سري جديد  
  باشد.توجه داشته باشيد كه توضيحي كه براي دليل باز يا بسته بودن بازه همگرايي بيان كرديم خود روش تستي براي پاسخ به اين سؤال مي

 

aبع زير انتگرال عاملبا توجه به اينكه در تا »2«ـ گزينه 51 u2 uرا داريم از تغيير متغير 2 a tan  كنيم و داريم: استفاده مي    

  x 
     1 4        x tan dx ( tan )d ,      21   

  ( ) ( ) 
     

1 1 1 1 22 4 2 8 4 8
coscos d d ( sin )

   
        2 44 4 1 2 1 1 22 2 2  

tan d d
( tan ) tan

  
  

    
2

4 42 2 2
1 1
1 1 
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x)معادله صفحه مماس در نقطه  »1«ـ گزينه 61 , y , z )    :برابر است با  
  x y zf (x x ) f (y y ) f (z z )           

  f : x xy xy sin z   2 22    

  
( , , ) ( , , ) ( , , )

x y zf x y y , f x xy , f cos z
  


  

          
1 1 12 2 2 22 2 2 2 2 2   

x)  : بنابراين معادله صفحه مماس برابر است با ) (y ) x y x y x y               2 1 2 2 2 2 2 2 2 1       
 

xباشند، برايمخرج است و مخرج هر دو كسر هم همگن مي يهدر هر دو تابع كسري داده شده مبدأ مختصات تنها ريش  »4«ـ گزينه 71 y
x y

2 2

2 با توجه  2

   است.  صفراين حد موجود و برابر  بنابراين ،بيشتر است )2هاي مخرج (يعني توان ) از تك تك4به اينكه مجموع توان صورت (يعني 

ارزيبراي حد دوم هم در نزديكي مبدأ از هم
u
sin u u




  خواهيم داشت:  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

sin(x y ) x ylim lim
x y x y   


 

 


 

2 2 2 2
2 2 2 2 1    

 
  كنيم.كند، براي محاسبه مشتق جهتي از تعريف مشتق جهتي استفاده ميميدر مبدأ تغيير  fچون ضابطه   »2«ـ گزينه 18

fمشتق جهتي تابع (x, y) يكه در جهت بردارu (u ,u )
 1 x)در نقطه دلخواه 2 , y )  :برابر است با  

h h h h

( h )( h)

f ( h , h) f ( , ) h h hf (x hu , y hu ) f (x , y )
lim lim lim lim

h h h (h )(h)
   

   


 

      


   

   

2

2 2 3
1 2

2

3 1
4 2

3 1 3 1 3
32 2 4 4 8
8  

 
با توجه به اينكه انتگرال داده شده به اين فرم قابل حل نيست و همچنين تابع زير  »3«ـ گزينه 91

  ي اين منظور بهتر است ابتدا است، بايد ترتيب انتگرال را عوض كنيم، برا yانتگرال فقط تابعي از
   ريم: گيري را رسم كنيم. يعني داانتگرال يناحيه

  x y x y
x y

       
     

22
4 2


 

   

  y
I sin y dx dy I y sin y dy     

22 23 2 3
  

    

yبا تغيير متغير u3 :داريم  cosI sin u du (cos u) (cos ) 
       

8 81 1 1 1 88 13 3 3 3
y dy du , u  23 8   

 
  گيريم: گرين كمك مي يهبسته است، از قضي يي سادههيك ناحي Cكه مسيربا توجه به اين  »1«ـ گزينه 20

  
D D D

Q PI ( )dA ( )dA dA
x y

 
    

   8 5 3   

I  است پس داريم:  2يعني داخل يك دايره به شعاع Cيهانتگرال نهايي، مساحت درون ناحي ( ( ))   3 2 6      
 

,F(xگيري ضمني توابع چند متغيره به فرممشتق يهكافي است از قاعد »2«ـ گزينه 21 y, z) C  :كمك بگيريم، در اين حالت داريم  

  

x

z

y yx z

x z x y

z

y

Fz
x F

F FF Fx z x y ( ) ( )( )
y F x y z F F F

Fy
z F


   

                


  
 

1    

 

  گرين داريم:  يك مرز بسته است. پس با كمك قضيه Cمنحني  »3«ـ گزينه 22

  x x x
D D D

Q PI ( )dA (e ke )dA ( k) e dx dy
x y

 
      

   1     

يك عامل همواره مثبت است، پس امكان ندارد مقدار اين انتگرال دوگانه صفر شود و براي آنكه تساوي فوق  xeيبا توجه به اينكه تابع زير انتگرال يعن
kباشد بايد ضريب انتگرال صفر شود (يعنيبرقرار  1 و اين يعني (k 1 .باشد  
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انتگرال روي مرز داده شده است. اما اگر كمي  سازي منحني و محاسبهال، پارامتريحل اين سؤيك راه »1«ـ گزينه 23
zهاست كه مربع داده شده يك مربع روي صفح دقت كنيد، واضح   رو سروكار داريم: است. يعني در واقع با مربع روبه  

  

Pكهبا توجه به اين yz وQ xz وR xy باشند، شرط پايستار بودن ميدانميF كنيم.را بررسي مي      

  
i j k

Curl F ( , , )
x y z

yz xz xy

  
 
  

  


     

curlFكهبا توجه به اين 

 رو هستيم و چون مسير بسته است، حاصل انتگرال صفر خواهد بود. با يك ميدان پايستار روبه باشدمي  

 

r(t)حناي منحنيان »4«گزينه  ـ24


|ياز رابطه  r (t) r (t) |
| r (t) |

 
 

 3

 
 آيد. منحنيدست ميبهr(t)


tبه ازاي    از نقطه( , , )2 2 گذرد و داريم: مي  

tr (t) ( sin t , cos t , sin t) ( , , )    2 2 4 2 2
    

tr (t) ( cos t , sin t , cos t) ( , , )       2 2 8 2 2 8
   

i j k
r (t) r (t) i ( ) j ( ) k( ) ( , , )        

 
2 16 4 16 4

2 8

  
    

   


        

| r (t) r (t) |
 
    256 16 272   

| r (t) |


     4 2  

k 
     

272 4 68 2 68 68 2 17 17
8 8 8 4 4 2 

  
  كنيم:سؤال را به دو روش حل مي  »3«ـ گزينه 25

 ديورژانس استفاده كنيم، اما يك مشكل وجود دارد! فرم تابع زير انتگرال به صورت يهتوانيم از قضيميرو هستيم، پس : با يك فضاي سه بعدي بسته روبهروش اول
F.n
  آن يهاي كه معادلتوانيم به سادگي اين فرم را بسازيم. براي چنين رويهولي مي ؛نيستx y z  2 2 2   : به صورت زير است nاست، بردار نرمال يكه 1

  (x, y, z)n (x, y, z)
x y z

  
 2 2 2

2
2

( x) i ( y) j ( z)kn
( x) ( y) ( z)

 


 2 2 2
2 2 2
2 2 2

  
  

Fحالا با فرض (P,Q,R)
و تشكيلF.n

   :داريم  F.n (P,Q,R).(x, y, z) Px Qy Rz   
    

Px  يعني: حالا اين عبارت بايد مساوي تابع زير انتگرال باشد.  Qy Rz xz ky    22   
Pترين انتخاب، براي ايجاد يك ديورژانس با حاصل عددي،راحت z 2،Q ky وR    :است. حالا داريم  

  F ( z ,ky, ) 2


   
  

v v v
I (div F)dv ( k )dv k dv      


    

I  است. پس داريم:  1اي به شعاعگرال نهايي حجم كرهانت k ( ) k      34 1 4 33     

z)كه براي نيمكرهحل كنيم، با توجه به اين fاگر بخواهيم حاصل انتگرال را در همين حالت اسكالر برايروش دوم:  ) , x y z a   2 2 2 2 مقدار 

d برابرa dA
a x y 2 2 2

باشد، حاصلمي 
s
fd كنيم و داريم: برابر مي دو آوريم و سپس آن رادست ميرا به  ( xz ky )d    22 4   

شود و فقط بايد حاصل قسمت دوم را محاسبه كنيم و از باشد و با توجه به متقارن بودن كره حاصل آن صفر ميفرد مي xقسمت اول انتگرال نسبت به
xدايره xoyكنيم، چون تصوير كره بر صفحهمختصات قطبي استفاده مي y 2 2   باشد و داريم: مي 1

kدر مختصات قطبي    y dydx
x y

   
 

 2
2 2
1 4

1
  

  u du k cosk ( ) sin d (u u )du ( )d
u

   
         

1 1
2 22 2 21 1 2

2 2 2 
r u , r u , u

rdr du
r sink rdrd

r

      
 





 

2 22 22 1 1 1 1
221


 

   

  k k( ) ( ) k 
        24 4 4 32 3 3

k ( u u ) ( ( sin ) )    
1 3

22 2
1

2 1 12 22 3 2 2


            
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zيهبراي منحني داده شده كه يك ربع دايره در صفح  »4«ـ گزينه 26    ت، فرم پارامتري به صورت زير است: اس 3

  t 
  2        C(t) ( cos t , sin t , ) 2 2 3

   

  حال با جايگذاري فرم پارامتري در انتگرال داريم: 
c

I fds    

  ds ( sin t) ( cos t) dt (sin t cos t) dt dt      2 2 2 2 22 2 4 2   

  I ( cos t)( sin t)( )( dt) sin t cos t dt (sin t) ( )
 

       2 22 22 2 3 2 12 2 12 12 1 12 
   

 
xهايبا توجه به اينكه در معرفي سطح انتگرال از نامساوي  »2«ـ گزينه 27 y 2 2 zو 1  1  استفاده شده است، نيازي به اضافه كردن سطوح بالا و

  استفاده كنيم و داريم: ديورژانس  يهتوانيم از قضيپايين استوانه نيست، چون يك سطح بسته را داريم و مي
  

s v v
F.n d (div F)dv (y x x y )dv        2 2 2 2    

  اي كمك بگيريم: اي بودن ناحيه، كافيست از مختصات استوانهبا توجه به استوانه

  
v

rI (x y )dv (r ) rdz dr d d r dr dz ( )( ) ( )
     

 
               

42 1 1 2 1 1 12 2 2 32 2 2 2 2 14   

 
مبدأ را دور نزند، آنگاه  Cييستار نيست. اما براي چنين تابعي اگر خم بستهتابع زير انتگرال يك تابع برداري مهم با كرل صفر است كه پا  »1«گزينه ـ28

حاصل انتگرال
c
F.dr
  برابر صفر است؛ اما اگر مبدأ را در جهت مثلثاتيn بار دور بزند، حاصل برابرn2  خواهد بود. در اين سؤال با چند مقداردهي واضح

اند، پس مقدار انتگرال برابرقرينه شده QوPهايكه مؤلفهزند و با توجه به ايناست كه مسير، يك دور در جهت مثلثاتي مبدأ را دور مي 2 اهد بود. خو       
   زند. هاي مختلف شعاع مقدار مثبتي دارد، پس اين منحني قطعاً مبدأ را دور ميازايتوجه داشته باشيد كه چون به

  
rنمودار منحني cos  21 با توجه به مقادير مختلفصورت بسته آمده براي منحني به دستهاي بهو شعاع

  گيرد.دهد كه منحني فوق مبدأ مختصات را دربرميباشد و اين نمودار نشان ميمقابل مي
  

 
xبراي حل اين انتگرال كافيست به تابع زير انتگرال و همچنين حدود آن توجه كنيم؛ با توجه به عامل  »3«ـ گزينه 29 y z 2 2 در تابع زير انتگرال و  2

z   همچنين حدود انتگرال بايد از مختصات كروي استفاده كنيم.  x y z x y x y z            2 2 2 2 2 2 2 21 4 1 4 4     

zيو بالاي صفحه 2گيري فضاي زير يك كره به شعاعي انتگرالدر واقع ناحيه 1 
yه اين را هم فراموش نكنيم كهاست. البت x   23وx  3 

1يي اين است كه فقط ناحيهدهندهنشان
اول مدنظر است. يعني 8

   2 .  
  داريم:  و حالا براي تعيين حدود

ها داريمzروي محور   و در محل برخوردz 1 وy z 2 2 yداريم 4    و داريم:  3

  yArctg ( ) Arctg ( )
z

 
       

3
1 3 3   

  z cos
cos

        


11 1 2   

  اكنون داريم: 
cos

sinI d d d sin ( )d d
cos

   



 
        

    
222 3 2 31 2

12
   

   

sin( sin d d ) (( cos ) Ln | cos |)
cos

   
        

  33 32 22 2  
  

  ( cos Ln (cos ) ( ))  
   2 22 3 3   

  ( ( ) Ln ( ) ) ( Ln ) ( Ln )  
      

1 1 12 2 1 1 22 2 2 2 2 2   
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xديد كهتوان دقت شود، ميCاگر به معادلات پارامتري خم »4«ـ گزينه 30 y 2 2 zاست. همچنين 4 x 
1 مرز بخشي از  C. در واقع خم42

Sيهصفح : z x 
1 xاست كه درون 42 y 2 2 Fقرار دارد. با استفاده از قضية استوكس براي ميدان برداري 4

توان انتگرال روي مرز را به انتگرال ، مي

Curlتبديل كرد. ابتدا Sروي سطح F
 آوريم: دست ميرا به         

  z

z z

i j k

Curl F ( , z e , )
x y z

z e x e cos z

  
  

  


22 2

2 4

4

  


     

ndحالا يرا براي رويهg : x z  
1 42  كنيم. دقت كنيدتعيين ميP k

 و لذا| g.P | 1
 :پس داريم ،    

( , , )gnd dA dA
| g.P |

   


    


1 12
1     

رج به سمت بالا باشد و اين كنيم، پس بايد جهت قائم رو به خابراي تعيين مثبت يا منفي بودن، با توجه به اينكه روي مرز و در جهت مثلثاتي حركت مي
kيعني ضريب نهايي
 :مثبت باشد، پس بايد علامت منفي را انتخاب كنيم  

  zCurl F.nd ( , z e , ).( , , )
        

12 4 1 42nd ( , , ) ( , , )       
1 11 12 2   

  
S D D

I Curl F.n ds dydx dydx
 

    4 4      

xياست و توسط استوانه xoyبر صفحة Sتصوير Dناحية y 2 2 شود، پس براي مقدار انتگرال نهايي، مقدار مساحت درون يك دايره به مشخص مي 4
I  را داريم. يعني: 2شعاع ( ( ) )   24 2 16       
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سؤالات رشته ي عمران   
  

 1اگر ـi
z e




2
Aباشد، حاصل عبارت 5 z z z z   2 3 i)كدام است؟ 4 ) 1   

1 (1   2 (i   3 (1   4 (i   

 2حاصل ـx| xe | dx

1
  كدام است؟ 1

1 (   2 (
e
2   3 (

e


22   4 (
e


22  

 3مساحت محصور به دو منحني ـxf (x) e وxe xg(x) e  در فاصله[ , ]1 كدام است؟  
1 (ee 1  2 (ee 1  3 (ee e 2 1   4 (ee e 2 1  

 4مقدار ـ
n

sin(n ) sinnlim
cos(n ) cosn

 
 

2
  دام است؟ك 2

1 (  2 (tan1  3 (cot1  4موجود نيست (.  

 5هاي زير كدام گزينه صحيح است؟در ارتباط با همگرايي و واگرايي سري ـ  
n

n n
A , B

n n

 

 
 

  3
1 1

1 2
1398  

1 (A همگرا وB2  واگرا (A واگرا وB هر دو واگرا4  ) هر دو همگرا3  همگرا (  

 6گونيك از موارد زير معادلات صفحه مماس و خط قائم بر بيضيكدام ـx y z
  

2 2 2
14 9 ,در نقطه 16 ,( )2 3 4 513   هستند؟ 3

x) صفحه مماس1 y z  
2 3 4 5 1 1

3 3 9
 و خط قائمx zy 

  
3 2 3 3 4 51

2 3 4 5
   

x) صفحه مماس2 y z  
2 3 4 5 1 1

3 3 9
 و خط قائمx z(y ) 

  
3 2 3 3 4 59 1

2 3 4 5
  

x) صفحه مماس3 y z  
3 2 5 23 9 xو خط قائم 6 (y ) z  

 
3 2 3 9 1 6 8 5

23 5
  

x) صفحه مماس4 y z  
3 1 5 17

3 9 6 xو خط قائم 9 z(y ) 
  

3 2 3 6 8 59 1
3 5

  

 7اگر ـx yu Ln
x y





4 4
uباشد حاصل  ux y

x y
 


 

  كدام است؟ 

1 (3   2 (u3   3 (Lnu3   4 (ue3   

 8حاصل انتگرال ـ
x y z a

I | x | dxdydz
  

 
2 2 2 2

  كدام است؟  

a) 2  ) صفر1 4

2   3 (a 4  4 (a 42   

 9مقدار ـy (x x)e dxdy
  

21 1 2
 

  كدام است؟ 

1 (e 1
2   2 (e 1  3 (e

e
1  4 (e

e
1

2  

 01رويه  ـs قسمتي از كرهx y (z )   2 2 23 zباشد كه در بالاي صفحهمي 4   قرار دارد. انتگرال
s
( F).nds

  كدام است؟n
  بردار عمود

Fطرف بيرون سطح كروي بوده وو به sبر 
 صورتبه z z zF(x,y,z) (xe , y sinxyz ,e sin z )

x
  

2 22 21 باشد.مي  

) 2  ) صفر1
2   3 (  4 (2   
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پاسخنامه رشته ي عمران   
     

مساوي آن يعني zبه جاي ،Aرابطهتوان در مي نامناسبو يك روش استاندارد دارد. در روش  نامناسبروش  يكسؤال   »1«ـ گزينه 1
i

e
2
و بـا اسـتفاده    5

ieاز فرمول cos isin     بر است.محاسبات را انجام داد و به جواب رسيد كه اين روش زمان  
فاده تصاعد هندسـي اسـت  مجموع جملات ايم، از فرمول حل كردهشبيه اين سؤال هاي زيادي نمونه )1رياضي ( كه در متن كتابطورمانه :روش استاندارد

  داريم:  Aتبه عبار 1با اضافه و كم كردن عدد  كنيم ومي
  A ( z z z z )     2 3 41 1  

tي اولواضح است عبارت داخل پرانتز يك تصاعد هندسي با جمله 1 qو قدر نسبت 1 z دانيم حاصـل جمـع  باشد، كه ميميn  ن برابـر  ي اول آجملـه
n

n
t ( q )S

q





1 1
nاست. در اين عبارت 1      و لذا داريم:  5

i i

i i

( z ) z (e ) e (cos isin )
z z e ie e




 
       

     
   

2
5 5 5 25

2 2
5 5

1 1 1 1 1 1 2 2
21 1 11 1 5

  عبارت داخل پرانتز  

A  حاصل كل عبارت برابر است با:  بنابراين    1 1  
ي اول يـك تصـاعد   كه عبارت داده شده مجموع چهارجملهبا توجه به اين كردن عدد يك سؤال را حل كرد.توان از همان ابتدا هم بدون اضافه و كم البته مي

از  qو قـدر نسـبت   t1ي اولكـه مجمـوع جمـلات يـك تصـاعد هندسـي بـا جملـه        باشد و بـا توجـه بـه ايـن    مي zو قدر نسبت zي اولهندسي با جمله

يرابطه
n

n
t ( q )S

q





1 1
  آيد، داريم:دست ميبه 1

i ii

i i

e e eA

e e

 


 
 

    

 

2 2
25 5

2 2
5 5

1 1
1 1

i i i
z e

i

z ( z ) z z e (e )A A
z z

e

  




  
   

 


2
5

2 2
4 5 55 5

2
5

1
1 1

1
   

توجه داشته باشيد كه 
ie cos isin



    2
1
2 2   باشد.مي 1

  
گيري در نواحي مثبت و منفي اسـت. بـه   شويم، اولين كار شكستن بازه انتگرالرو ميوقتي با يك عبارت شامل قدر مطلق درون انتگرال روبه  »3«گزينه  ـ2

xازاي  1  عبارتxxe  و به ازايمنفيx 1 ت، لذا داريم: عبارت مثبت اس  
  x x xI | xe | dx xe dx xe dx

 
     

1 1
1 1




  
  كنيم: هر دو انتگرال را حل مي يجدولجزء جزءبهحالا به روش 

  

         x xI [xe e ]   
1

2 1


  

x

x

x

x e

e

e

1



  x xI [ xe e ] e ،
e

       1
1

1
21 2 1

       

x

x

x

x e

e

e



1



  

Iبنابراين I I
e

   1 2
    .خواهد بود 22

  
bيعنيفرمول مساحت طبق ابتدا  »3«ـ گزينه 3

a
S (y y )dx  2   : داريم 1

  x x xe x x e x x e xS (e e )dx (e .e e )dx (e )e dx       
1 1 1 1
  

   

xeبراي حل اين انتگرال از تغيير متغير u يم و لذا گيركمك ميxe dx du باشد.مي  
xازاياز طرفي به     داريمu e 1 و به ازايx 1  داريمu e e 1  داريم:در نهايت و  

  e u u e e eS (e )du [e u] (e e) (e ) e e           1
11 1 1 2 1  

  








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n)ارزياگر از هم  »2«ـ گزينه 4 ) n 2  صحيح  ارزيگونه استفاده از همم ايندانيو مي شودصفر مي در صورت كسر جمع جبري ،استفاده كنيم
   گيريم:  از فرمول جمع به ضرب كمك مي ؛نيست

  
(n ) n (n ) nsin(n ) sin n sin( )cos( ) sin( )cos(n )

(n ) n (n ) ncos(n ) cosn cos( )cos( ) cos( )cos(n )

        
         


2 22 2 2 1 12 2
2 22 2 2 1 12 2

  

  بنابراين داريم: 

  
n

sin( )cos(n ) sin( )lim tan ( )
cos( )cos(n ) cos( )


 


2 1 1 2 1 12 1 1 2 1  

  

نهايتارزي در بيواگراست، چون با استفاده از هم Aسؤال بسيار راحتي است. به وضوح سري  »4«ـ گزينه 5
n n

1 1
1398  سري

n n






1

آيد به دست مي 1

ي جمله حد به اين دليل كههم كار راحت است، چون كه سري اصلاً شرط لازم براي همگرايي را ندارد،  Bهمواره واگراست. اما در مورد سريكه اين سري 

دقت كنيد(عمومي مخالف صفر است. 
n

n
lim

n
3

2 ي، چون رشد جملهn2 بيشتر از بسيارn3 .بنابراين سري )در مخرج كسر استB .هم واگراست  

  
  كنيم كه همان گراديان رويه است. ابتدا بردار نرمال صفحه را مشخص مي  »3«ـ گزينه 6

  
,,( )x y z , ,, , ,,f ( ) f ( ) ( )   

2 3 4 513 32 2 3 4 5 3 2 512 9 8 3 3 3 9 6
 

  

  شود: صورت زير نوشته ميي مماس بههبنابراين صفح

  (x ) (y ) (z ) x y z x y z               
3 2 3 2 5 4 5 3 2 5 2 2 1 3 2 51 23 3 9 6 3 3 9 6 3 9 9 3 9 6

  

   اي است كه اين معادله صفحه را دارد.چون تنها گزينه ) را انتخاب كرد.3توان گزينه (همين جا كار تمام است و مي
  معادله خط قائم را هم حساب كنيم، داريم: براي تمرين اما اگر بخواهيم 

  
x zy x (y ) z    

    

2 3 4 5
1 3 2 3 9 1 6 8 53 3

2 23 5 3 5
93 6

  

  
ي اين سؤال عيناً بـراي رشـته   البته هاي زيادي در متن كتاب حل شده است و، نمونهباشداويلر مياز سؤالات نسبتاً پر تكرار از مبحث فرمول   »1«ـ گزينه 7

MBA  كنيم.ي كتاب را يادآوري ميابتدا نكته مطرح شده بود. 88در سال    

F(u)اگرنكته:  f(x, y) آنگاه حاصلu ux y
x y
 


 

F(u)nبرابر با 
F (u)

  داريم:  حالاست.  fيي همگندرجهnاست كه 

  ux y x yu Ln e
x y x y
 

  
 

4 4 4 4
  

uF(u)حالا با فرض e وx yf (x, y)
x y





4 4
است و 3برابر با  fيي همگنكنيد درجهملاحظه مي 

u

u
F(u) e
F (u) e

 


و لذا حاصل عبارت خواسـته شـده    1

برابر با 3 1   است.  3

uتوانيدالبته اگر نكته را ندانيد هم كار سخت نيست؛ مي
x



uو 
y



  و به جواب برسيد. محاسبات را انجام داده را جداگانه و به روش عادي  
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  كنيم و داريم:براي حل انتگرال از مختصات كروي استفاده ميباشد، مي aگيري بر روي كره به شعاعكه ناحيه انتگرالبا توجه به اين  »2«ـ گزينه 8
a

I | sin cos | sin dpdpd
 

        
2 2
  

  

 a( ) ( sin d )( | cos | d )
 

     
4 22

4   
a

sin cos sin d d d
 

         
2 3
  

I  

  داريم:داريم و مطلق را برميرمقدار سينوس مثبت است و قد در بازه صفر تا

a ( sin ) ( | cos | d )
     

4 21 28 2  
a cos( )( ( )d )( | cos | d )

  
    

4 21 2
4 2 

I  

  ، انتگرال را بشكنيم و داريم:2در بازه صفر با cosهايريشه طبقاكنون بايد 

a ((sin ) (sin ) (sin ) )



 


     

34
222
3

2 2
8 

a ( cos d ( cos )d cos d )
 

 


           
34 222 3
2 2

8 
I  

a a a( ( ) ( )) ( )  
       

4 4 4
1 1 1 1 48 8 2I  

  

را عوض كنيم و با توجه به ناحيه dyوdxهايتوان انتگرال گرفت، بايد جاي الماننمي xكه از تابع زير انتگرال نسبت بهبا توجه به اين  »4«ـ گزينه 9
  گيري داريم:انتگرال

x x x x x xI e dydx e (y) dx
      

2 21 1 12 2 1
  

  

x x ux x u x x
( x )dx du

e ( x)dx e du (e ) (e )
   
 

         
22 21 22 2 1 1

2 2
1 1 11 12 2 2  

e e( ) ( )
e e e

 
     

1 1 1 1 112 2 2  

  

zهكه محل تلاقي صفحبا توجه به اين  »4«ـ گزينه 01   و كرهx y (z )   2 2 23 xصورتيك دايره به 4 y 2 2 پارامتري  باشد و معادلهمي1
xاين دايره به صورت cos tوy sin tكنيم، اين نتگرال خط را به انتگرال سطح تبديل ميخلاف روال معمول كه اباشد، در اين سؤال بهتر است بريم

  بار انتگرال سطح را به انتگرال خط تبديل كنيم و داريم:

z F(x , y,z) (x , y, )
x


    

1  

c(t) (cos t ,sin t) c (t) ( sin t ,cos t) , t      2
 

  

S c c
I F.n ds F.dr F(c(t)). c (t)dt     

      

I (cos t , sin t).( sin t ,cos t)dt ( cos t sin t sin t cos t)dt dt (t)
cos t   

  
             

22 2 21 1 2  
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سؤالات رشته ي مكانيك   
 

 1حاصل ـn
x

( n )!lim
n n!

1 2 1
  ، كدام است؟2

1 (4  2 (e2  3 (2  4 (
e
2   

 2معادله خط مماس بر منحني ـx yy x  )در نقطه 2 , )1   كدام است؟ 1
1 (x y  2  2 (x y 2 1   3 (x y 3 2   4 (x y 2 3   

 3هاي قطبيزاويه بين خطوط مماس بر منحني ـr ( sin )  2 rو 1 ( sin )  3   محل تقاطع، برحسب راديان كدام است؟ در 1

1 (   2 (
4  3 (

2   4 (2
3   

 4ضريب ـx9 در بسط مكلورن تابعsinx
x 41

|به ازاي  x |  ، كدام است؟1

1 (
! !

 
1 11 5 9   2 (

! !
 

1 11 5 9   3 (
! !

 
1 11 5 9   4 (

! !
 

1 11 5 9   

 5شعاع  ـ(R)  و بازه همگرايي(D) سري توانيn

n
x sinh( n)




 2


  ، كدام است؟

1 (D [ e ,e ] ، R e    2 2 2  2 (D ( e ,e ) ، R e    2 2 2  
3 (D [ e ,e ] ، R e  2 2 2   4 (D ( e ,e ) ، R e  2 2 2   

 6كدام مورد براي تابع ـ
xy(x y ) (x ,y) ( , )

F(x,y) x y
(x,y) ( , )

 


  
 

2 2
2 2

2
 

  

 درست است؟ 

1 (F ( , )
y x


 
 

2
2    2 (F F( , ) ( , )

y x x y
 


   

2 2
      

3 (F F( , ) ( , )
y x x y
 

  
   

2 2
2      4 (F ( , )

x y

 

2
  وF ( , )

y x

 

2
  د.نوجود ندار  

 7كدام عبارت براي ـ
n

x Lnx dx,(n N)
x

 
   ، درست است؟1

n) به ازاي1  n) به ازاي2  است. همگرا 2  n) به ازاي3  همگرا است. 3  n) به ازاي4  .همگرا است 4    همگرا است. 5

 8اگر ـ (a,b) مركز ثقل ناحيه محدود به منحنيy cosx در ناحيه اول صفحه مختصات باشد، حاصلa b كدام است؟  

1 (
14  2 (


3 14   3 (


3 18   4 (


5 18   

 9اگر  ـD ناحيه درون قرصx y e  2 2 2 باشد، حاصل 1
D

Ln( x y )dxdy  2  ، كدام است؟21

1 ((e ) 2 1  2 ((e ) 2 1   3 (e 2 1   4 (e 2 1   

 01از سطح پوسته ارشار گذ ـy x  zهايمحدود به بازه 1  1 وz  1   توسط ميـدان نيـرويˆ ˆ ˆF(x,y ,z) xi yj tan zk   1    بـه سـمت
  كدام است؟، yzصفحه 

1 (1  2 (2  3 (1
2

  4 (2
2
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پاسخنامه رشته ي مكانيك   
 

 صورت زير است:كه به مكنيارزي استرلينگ استفاده مياز هم nدر زير راديكال با فرجه !nوجود با توجه به  »4«ـ گزينه 1

a nn
nn

an(an b)! ( ) n!
e 

  »   

bارزي دوم با فرضكه البته هم a 1   شود. پس داريم:ارزي اول  نتيجه مياز هم «

n
n n n

nn( )( n )! ee elim lim limnn n! n en e
e e

  


   

2
2

2
2 2

42
1 2 1 1 4 2

2 2 2 2
  

به جايتوجه: سؤال با كمي تغيير (فقط 
n
1

پشت راديكال 2
n
براي رشته مكانيك طرح شده بود و ضمناً نمونه بسيار شـبيه آن در   85قرار داشت) در سال  1

  متن كتاب وجود داشت. 
  

x  رو هستيم.گيري ضمني روبهبا يك سؤال از بحث مشتق  »1«ـ گزينه 2
y xy
x y

  
SMIY jk– ƒo  IM ¾M SLvº ”MIU ¢Tz¶tIμ¶ ‰i KÃ{
SMIY jk– ƒo  IM ¾M SLvº ”MIU ¢Tz¶

  

   است: مقابلضمني به شكل گيري فرمول مشتق
x y

( , )
x y

y Lny yx m( , )
xy x Lnx




 

      


1 11
1

11 1 11
¾‰£º njKÃ{ tIμ¶ شيب خط مماس   

x)  است: مقابلشكل بنابراين معادله خط مماس به , y ) ( , )
m

y y m(x x ) y ( ) (x ) y x 
 




           1 1
1 1 1 1 2   

  ) نكته زير را داريم:1توجه مهم: حل فوق روش تشريحي و استاندارد براي سؤال بود. اما در متن كتاب رياضي عمومي (
fهرگاه در تابع (x, y)  با تبديلx  بهy  وy  بهxضابطه ،f (x, y) تغيير نكند (مانند همين سؤال كهx yf (x, y) y x  2     است). آنگـاه مقـدار مشـتق

aنيست (در اين سؤالشيب خط است و نياز به محاسبه  1همواره برابر با  (a,a)ضمني تابع در نقطه  1  .(است  
  

  كنيم. ابتدا محل تلاقي دو منحني را پيدا مياست.  89در سال  MBAسؤال عيناً مربوط به رشته   »3«ـ گزينه 3

  ( sin ) ( sin ) sin sin ,cos            
1 242 1 3 1 5 1 5 5  

f ( ) ( sin )tg
f ( ) cos

  
     

  
1

1
1

112 1 6 65
2 224 24

5

  

f ( ) tg tg( sin )tg tg
f ( ) (cos ) tg tg .

       
            

        


2 1 2
2

2 1 2

1 6 613 1 4 65 2 3
3 3 1 224 24 6 615 2 3

  

  
  

  هاي كارشناسي ارشد است. براي پاسخ به اين سؤال بايد دو بسط زير را بلد باشد:از سؤالات پرتكرار در آزمون  »4«ـ گزينه 4
x x x xsin x x

! ! ! !

x x x x
x x


      


           

3 5 7 9

2 4 8
4

3 5 7 9
1 11 11 1



 
  

  بنابراين داريم:
  

sin x x x x x(x )( x x )
! ! ! !x

          


3 5 7 9 4 8
4 13 5 7 91

    

  آيد:از ضرب سه عبارت نشان داده شده پديد مي x9جمله

x9 x جملات شامل xx x ( x ) ( )x x
! ! ! !

          
5 9

8 4 9 91 11 15 9 5 9  ضريب
! !

  
1 11 5 9   
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  است. )1رياضي عمومي ( عيناً سؤال متن كتاب  »2«ـ گزينه 5

eيبتدا با توجه به رابطها esinh
 

    كنيم:سري را بازنويسي مي 2
n n

n n

n n

e esinh( n)x ( ) x
 

 


 

2 2
2 2 

  

ي عمومي به صورتحالا توجه كنيد كه جمله
n n

n
e ea




2 2

nاست. هرگاه 2  داريم:
n n ne e e2 2 2

2 2، داريم:ي شعاع همگرايي بنابراين با محاسبه  

n
n

n

elim e R
R e
   

2 2
2

1 1
2  

|ي همگرايي به صورتناحيه x | R پس ؛استx
e e

  2 2
1   كنيم:جداگانه بررسي  بايد نقاط ابتدا و انتهاي بازه را البته و 1

xبه ازاي 
e

 2
  داريم: 1

n n n
n

n
n n n

e e e( ) ( )
e e

  

  


  

2 2 2

2 2
1 1

1 1 1
2 2 2

  

xست چون جمله عمومي آن همگرا به صفر نيست. به ازاين سري واگرااي
e

  2
  شويم:رو ميهنيز با وضعيت مشابهي روب 1

  
n n n n n

n
n

n n n

e e e ( ) ( )( ) ( )
e e

  

  

  
   

2 2 2

2 2
1 1

1 1 1
2 2 2

  

)پس سري واگرست. بنابراين بازه همگرايي برابر با ،كندباز هم جمله عمومي به صفر ميل نمي , )
e e

 2 2
1   است. 1

  

Fابتدا  »1«ـ گزينه 6
x



در مبدأ تغيير Fچون ضابطه(آوريم كه براي محاسبه آن در مبدأ بايد از تعريف مشتق جزئي استفاده كنيم، دست ميرا به xFيعني 

x  ، پس داريم:)كندمي
h h

F(h , ) F( , ) hF ( , ) lim lim
h h 

      
 

     

F(xجز مبدأ، فقط كافي است از ضابطه بالايي در ساير نقاط به xFبراي محاسبه , y) نسبت بهx.مشتق بگيريم  

x
( x y y )(x y ) x( x y xy ) x y x y x y y x y x y x y x y yF

(x y ) (x y ) (x y )
          

  
  

2 3 2 2 3 3 4 2 3 2 3 5 4 2 3 4 2 3 5

2 2 2 2 2 2 2 2 2
6 2 2 2 2 6 6 2 2 4 4 2 8 2  

  آيد:مي صورت زير دربه xFپس ضابطه

x

x y x y y (x , y) ( , )
F (x y )

(x , y) ( , )

  


  
 

4 2 3 5

2 2 2
2 8 2  

  

  

در مبدأ با استفاده از تعريف مشتق  yتوانيم مشتق جزئي آن را نسبت بهدر نظر بگيريم، ميyو xعنوان يك تابع بر حسبدست آمده را بهبه xFاكنون اگر

x  جزئي محاسبه كنيم: x
xy

h h h

h
F ( ,h) F ( , )F hh, ,( ) F ( ) lim lim lim

y x h h h  

     
  




 
     

 

5
2 54

5

2
2 2  

Fپس ( , )
y x


 
 

2
2 صحيح است.1باشد و اين يعني گزينه (مي (  

Fتوجه به وجود داشتن مقدار توانند صحيح باشند و با) با هم برابر هستند و نمي3) و (2هاي (توجه داشته باشيد كه گزينه
y x

 

2
باشد، گزينه مي2كه برابر

  باشد.) نيز صحيح نمي4(

  
Paهاي به فرمانتگرال  »4«ـ گزينه 7

dx(a )
x


  برايP 1 رايهمگراست و بP 1   باشـد. وقتـي  واگـرا مـيx     در صـورت كسـر ازLnx  در

n  كنيم و داريم:نظر ميصرف xمقابل N
n n

x n ndx dx n n

x x

  


          1 1 12 2

1 1 1 2 4 52 2
kÄIM  
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yها و نمودار تابعxثقل ناحيه مسطحي كه به محور مركز  »3«ـ گزينه 8 f (x) در بازه[a ,b]  محدود
  آيد:دست مياست از روابط زير به

b b
a ay x

xy dx y dxM M
X , y

S S S S
   

  21
2  

  د.باشميمساحت ناحيه محدود داده شده  Sكه

S  برابر است با:Sدر اين مثال مساحت cos xdx (sin x)


   22 1


  

x،توجه داشته باشيد كه با توجه به اينكه ناحيه اول در صورت سؤال ذكر شده 
  2 باشد.مي  

x cos x dx
x




  
 2

11 2
  

  ايم:دست آوردهجزء جدولي بهبهش جزءصورت كسر را با استفاده از رو
x cos x

sin x (xsin x cos x)
cos x




   


21 12


  

  داريم:yبراي محاسبه
cos xdx cos xy ( )dx (x sin x) ( )


   

      



22

22

1
1 1 2 1 1 12 21 2 2 4 2 4 2 8




  

a)پس ,b)برابر است با( , ) 
12 aو 8 b :برابر است با  a b   

     
31 12 8 8  

  

xباشد و در تابع زير انتگـرال نيـز عامـل   گيري بر روي دايره ميبا توجه به اينكه ناحيه انتگرال  »2«ـ گزينه 9 y2 داريـم، از مختصـات قطبـي اسـتفاده      2
  كنيم و داريم: مي

  r e ,      2 1 2   
e r u

rdr du
Ln( r ) rdr d Ln(u)d

   


     
2 22 1 212

2
11 2  

  

r u , r e u e      2 21 1 : اگر  
Lnuduبا توجه به اينكه uLnu u  باشد، داريم:مي  

e(uLnu u) ( ) ((e Lne e ) ( ))( ) ( e e )( ) (e )             
2 2 2 2 2 2 2 2

1
1 1 11 2 2 1 2 12 2 2   

  

gرويه  »1«ـ گزينه 01 : y x  1  م:گيريم و داريرا در نظر مي  
g ( , , ) | g |       1 1 1 1 2
 

  
  برابر است با: nكه برداري

g ( , , )n
| g |
 

   


1 1
2


   

  

xباشد، پس در بازهميyzبه سمت صفحهFبا توجه به اينكه نيروي 1:داريم        n ( , , )  
1 1 1
2

   

  گيريم) باشد، علامت مثبت آن را در نظر ميمنفي ميn(چون مؤلفه اول

F.nاكنون
 آوريم و داريم:دست ميرا به  yF.n x (y x)    

1 1
2 2 2

   

yبا توجه به اينكه روي سطح پوسته x 1 باشد، داريم:مي  
S S

F.n ds ds 
1
2

   

sرا روي صفحهxzكه بردار نرمال آنP j
 كنيم و داريم:باشد تصوير ميمي  | g |ds dA dA dxdz

| g.P |


     
  

1 12 1 12 2 11 2 2 


  
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سؤالات رشته هاي رياضي و آمار   
  

 1قدارم ـ( sin icos ) i ( sin icos )   
    5 51 15 5 5 i)كدام است؟ 5 ) 2 1   

1 (  2 (i  3 (i  4 (1 

 2مقدار ـn
n
lim (n )(n ) ( n)

n
 

1 1 2 2 كدام است؟  

1 (  2 (
e
4  3 (1 4 (

e
1  

 3فرض كنيد دنباله ـn(a nيكنوا و سري (
n

a





1
kهمگرا باشد. كدام گزينه درباره سري  k

k
k(a a )






 1
1

  درست است؟ 

  ) همگرا است.1
  دار نيست.ئي آن يكنوا است، ولي لزوماً كران) دنباله مجموع جز2
  دار است، ولي لزوماً همگرا نيست.) دنباله مجموع جزئي آن كران3
  شود.َ، لذا همگرايي نتيجه نميكندمين) لزوماً جمله عمومي آن به صفر ميل 4

 4كدام گزينه درباره تابع ـf : ;f (x) sin( (x [x]))     ) درست است؟[   نماد جزء صحيح است.) [
  ) پيوسته نيست.2  دار است.داراي تابع اوليه كران) 1
  پذير است.) مشتق4  پذير نيست.) پيوسته است، ولي مشتق3

 5اگر ـx
x

axlim (e )
bxx






 


2

2
1 1

1
آنگاه مقدار ،a b كدام است؟  

1 (1  2 (  3 (1 4 (2 

 6مقدار ـ
xxe dx

(x )
1

21
  كدام است؟ 

1 (e
13  2 (e

12 3 (e
13 4 (e

12 

 7اگر ـa,b اعداد مثبت باشند، آنگاه طول منحني تابعxy acosh( )
a

 بر بازه[ b ,b]  كدام است؟  

1 (ba cosh( )
a

2  2 (bbsinh( )
a

2 3 (ba sinh( )
a

2 4 (bbcosh( )
a

2 

 8فرض كنيد ـf : 2         تابعي با مشـتقات جزئـي مرتبـه اول پيوسـته باشـد و داشـته باشـيمf ( , ) 1 ،xf ( , ) 1 1 وyf ( , ) 1 2  مقـدار ،
t

t

f ( t ,e )lim
f (sin t ,cos t)

4
2 2

  كدام است؟  

1 (  2 (1 3 (2 4 (3 

 9فرض كنيد ـ D (x,y) | x y x ,y x y     2 2 2 2 22 2 مقدار .
x y

xy

D
xye dxdy




3 3

  كدام است؟ 

1 (e
12  2 (e3

4  3 (e
4  4 (e

2  

 01فرض كنيد  ـC  همنحني فصل مشترك اسـتوانx y 2 2 zو صـفحه  1 y  در جهـت راسـتگرد باشـد. مقـدار     1
C

( zdx xdy xdz)  4 2 2   

  كدام است؟
1 (4  2 ( 2 2  3 ( 4 4 (2 2 
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پاسخنامه رشته هاي رياضي و آمار   
 

ieهايصورتاستفاده از فرمول اويلر كه به با  »1«ـ گزينه 1 cos isin     وie cos isin      باشد، داريم:مي  
i i

A [( i (cos isin )) ] i[( i (cos isin )) ] ( ie ) i ( ie )
 

   
         5 5 5 55 51 1 1 15 5 5 5  

i
i

i i i i
e

i i
i (i e )A ( ) i ( ie ) i ( ie ) A (i e ) i ( ie )

e
e




   


 


            

55 15 5 5 5 55 5 5 5

5

1 1 1 1  

  گيريم و داريم:فاكتور مي iاول ازاكنون در پرانتز 
i i

A i ( e ) i ( i e )
i

 

    5 55 511 1  

iبا توجه به اينكه
i
 

  شود و داريم:پرانتز دوم ميعبارت داخل پرانتز اول عيناً برابر با داخل عبارت باشد، مي 1
i i

A i ( ie ) i ( ie )
 

    5 55 51 1  

Aدو عبارت قرينه يكديگرند و لذا  باشد.مي  
 

ابتداباشد، براي حل اين سؤال مي 1390سال  MBAاين سؤال دقيقاً سؤال كنكور  »2«ـ گزينه 2
n
 Lnكنيم و سـپس از ايـن دنبالـه   را وارد راديكال مي 1

  ضرب به جمع تبديل شوند و داريم: هايگيريم، تا عاملمي

nn
nn n

(n )(n )...(n n) n n n nf (n) lim lim ...
n n nn 

     
   

1 2 1 2   

n
n

nf (n) lim ( )( )...( )
n n n

   
1 21 1 1  

n

n n i

n iLn f (n) lim (Ln( ) Ln( ) Ln( )) lim Ln( )
n n n n n n  

        
1

1 1 2 11 1 1 1  

Lnبا استفاده از حد مجموع ريماني و همچنين با استفاده از رابطه  udu u Ln u u   :داريم  
n

n i

ilim f ( ) f (x)dx
n n 

 
1

1

1


  

Ln f (n) Ln( x)dx (( x) Ln( x) ( x)) ( Ln ) ( ) Ln
 

            
1 11 1 1 1 2 2 2 1 2 2 1  

Ln  پس در كل داريم:
n

Ln f (n) Ln f (n) e e lim f (n)
e




      4 1 44 1  

 

n(aكهبا توجه به اين  »1«ـ گزينه 3 nباشد ويكنوا مي (
n

a





1
nهمگرا است، پس شرط لازم همگرايي سري يعني 

n
lim (a )


  ار اسـت. اگـر مقـدار    برقر

Lكه Lهمگرايي سري را عدد R باشد قرار دهيم، داريم:مي  k k n n
n nk

k(a a ) k(a lim a ) ka lim (ka )


  
 

     1 1 1 1 1
1

ÂQ¼§v ± U ½k –I¤ ¢LŠ  

nبا توجه به اينكه n
n n
lim {a } lim {a }
 

 ka  داريم: باشد،مي 1 ka 1 1   

  پس سري قطعاً همگراست. باشد. مي نيز يك عدد عضو kaكه مقدار

  
xابتدا پيوستگي تابع را در نقطه دلخواه  »3«ـ گزينه 4 a كنيم و داريم:بررسي مي  

a z f (a) sin (a [a]) sin ( )         اگر  

f (a ) sin ( (a [a ]))

a z
f (a ) sin (a [a ]) sin

  

  

    

  

     
 1






  اگر  

fپس تابع (x) .در تمام نقاط صحيح پيوسته است  
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xكهبا توجه به اين [x]  1 باشد به ازاي اعداد غيرصحيحميx [x]  1باشد، اگر مقدارميx [x] راA :بناميم، داريم  
a z f (a) sin A     اگر  

fپس (x) كنيم و داريم:پذيري تابع از تعريف مشتق استفاده ميدر كل يك تابع پيوسته است. اكنون براي بررسي مشتق و به ازاي عدد غيرصحيح نيز پيوسته است  

x a

f (x) f (a)a z F (a) lim
x a

  


  اگر  

u
sin u u

x a x ax a

sin (x [x]) sin (x [a ]) sin (x a) (x a)F (x) lim lim lim f (a)
x a x a x a x a








 

               
   




  

fاكنون  (a) آوريم.را به دست مي  

x a

sin (x [x])f (x) lim
x a

  


  

xظاگر a :داريم[x] a 1 :و داريم  
sin ( a) sin a

x a x a x ax a

sin ( (x a )) sin ( (x a) ) sin (x a) (x a)f (x) lim lim lim
x a x a x a x a

 

  

                 
   

1  

fبا توجه به اينكه (a) f (a)  پسf (x) در كل باشد.پذير نميمشتق  
 

دهيم و سـپس بـا   مي كننده را در مخرج كسر قرارنهايترا پيش رو داريم كه براي رفع ابهام از اين حالت عكس عامل بي  حالت مبهم  »2«ـ گزينه 5
  داريم: xeاستفاده از بسط مك لورن تابع

x

x x

ax ( x) axe x
bx bxlim lim

x x



 

  
   

 

22

2 2

1 2 11 21 2 1
 

  

x x x

axx x bx x bx x bx ax x(b a) x ( b ) bxbxlim lim lim
x x ( bx) x ( bx)  


  


                  

 

2 2 2 3 2 3
2 2 2

11 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 21
1 1

  

  در صورت كسر مساوي صفر شوند و داريم: x2و xبايد توان صورت از مخرج كسر بيشتر شود و اين يعني ضرايب ،براي آنكه حد به دست آمده صفر شود
bb b , b a a a              12 2 1 2 1 2 1     

  اعداد به دست آمده داريم:توجه به با 
x x

x xlim lim
xx ( x) 

 


3

2
2 2

11 
  

aپس مقدار b باشد. برابر صفر مي  

  
xنكتهتفاده از با اس  »4«ـ گزينه 6 x(f (x) f (x))e dx f (x)e  ) ايـم، بـا در نظـر گـرفتن    ه) بيان كرد1كه در كتاب رياضيf (x)

x



1

و بـا توجـه بـه     1

fكهاين (x)
(x )
 
 2
1
1

x  باشد داريم:  مي  x e( )e dx ( e )
x x(x )

   
 

1 1
2

1 1 1 11 1 21 
   

  
  بوده است.   1388سيستم سال  ـ ين مثال، سؤال كنكور رشته صنايعا  »3«ـ گزينه 7

yراي تابعب f (x) طول قوس منحني در بازه[a, b] :برابر است با   b
y dx  21


  طول قوس 

  پس داريم:
b b b b b

bb b b b
x x x x x(a( )sin h ( )) dx sin h( ) dx cos h ( ) dx cosh ( )dx [a sin h ( )]

a a a a a a    
         2 2 211   طول قوس 1

b b b b b ba (sin h ( ) sin h ( )) a(sin h ( ) sin h ( ) ) a ( sin h ( ) ) a sin h ( )
a a a a a a


     2 2  
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tحد داده شده به ازاي »4«ـ گزينه 8   حالت مبهم


هـاي  اي توابـع، مشـتق  را دارد كه با استفاده از قاعده هوپيتال و بـا اسـتفاده از مشـتق زنجيـره     

  و داريم: آوريمصورت و مخرج را به دست مي
t

x yHop

t x y

f ( , ) e f ( , )f ( , ) ( )lim
f ( , ) ( cos t) f ( , ) ( sin t)f ( , ) ( ) ( ) ( )( )

 
    

 

4 1 11 4 1 2 6 31 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2

  
    

   

 

xصـورت توانيم آن را بـه توجه به تابع زير انتگرال كه مي مشابه اين سؤال در متن كتاب حل شده است. با  »1«ـ گزينه 9 y x y
xy y x


 
3 3 2 2

بنويسـيم و    

yuتغيير متغيرهاي گيري بايد ازهمچنين با توجه به ناحيه انتگرال
x

 xvو 2
y

   استفاده كنيم و داريم: 2

xy

y
x xJ x x y x y x y
y y



   


3 2
2 2 2 2 2 2

2 3

2 1
4 1 3

1 2 
yu u
x
xv v
y

     
    


2

2

1 2

1 2
    

uvپس
x yJ 

2 2

  باشد و داريم:مي 3
( ) ( )
u v u vI (xy)(x y )e dudv x y e dudv
 

  
1 1 1 1

2 2 3 31 1
3 3   

xاكنون بايد y3   آوريم و داريم:به دست  vو uرا نيز برحسب 3

  u v u vI e e dudv (( e du)( e dv))
u v u v

      
1 1 1 1

2 2 2 2
3 3 3 31 1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 3

yu
x yx x yx u v y xv

y

       
 


6 62 3 3
3 3 3 3

2

1 1  

  انتگرال دوم نيز همان مقدار را دارد. ها،ها و برابر بودن بازهآوريم و با توجه به مشابه بودن انتگرالدست ميها را بهرالتگاكنون يكي از ان

t tuu
du dt

u

e du te dt
uu



 
  

2

11

12
1 1  

    جدولي داريم:روش جزء با  استفاده از جزءبه
t

t t t u u
t

t e
e e ee (te e ) ( e e ) ( e e ) ( ) I ( )

u
e

            
1 1

2 2
1

1 1 11 2 2 3 2 12


  

 
كه فصل مشترك استوانه و صفحه  Cحنينبا توجه به اينكه م ) حل شده است.2هاي زيادي شبيه اين سؤال در كتاب رياضي (نمونه  »3«ـ گزينه 01

g  دهيم:كنيم و قرار ميباشد، يك ناحيه بسته است. از قضيه استوكس استفاده ميمي :z y g ( , , )


       1 11  
Pبگيريم، داريم، xoyاگر صفحه تصوير را بر روي صفحه k

 ت مثلثاتي اسـت بـردار قـائم    هت حركت راستگرد و يعني در جهكه جو (باتوجه به اين

g  :داريم خارج بايد مثبت باشد) رو به ( , , )nds dA dA
| g.k |


   

 


1 1
1   

curLFاكنون بايد
 :را به دست آوريم  

  
i j k

curLF i ( ) j( ) k( ) ( , , )
x y z
z x x

  
       

  


2 4 2 2 2

4 2 2

  

  
   

    پس داريم:
C S S S

,,, ,F.dr curLF.nds ( ).( )dA ( )dA ( ) ( ( ) )                22 2 11 4 4 4 1 4
     ½oÄHjSeIv¶   
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  97سؤالات آزمون سراسري 
  

   

 MBAسؤالات رشته ي 
 

 1 فرض كنيدـ( i)( i)( i)
z

( i)( i)

  


 
1 2 1 3 1 4

2 3 2   كدام است؟ zzصورت مقدارباشد، در اين  4

1 (86
25  2 (96

25  3 (85
26  4 (95

26  

 2 اگرـzوw دو عدد مختلط باشند كهz w

zw





  ست؟ا، كدام مورد همواره صحيح 11

1 (| w | | z |  2 (| w | | z | 1 1IÄ  3 (| w | | z | 1 1IÄ  4 (| w | | z | 1 1IÄ  

 3 مقدارـ
x

x

x

sint dt
lim

x


2

3
2

6
  ، كدام است؟

1 (
1
6  2 (

1
3  3 (1

3  4 (1
2  

 4 اي به شعاعدر كرهـcm6 كنيم، ماكزيمم حجم اين مخروط چقدر است؟مخروطي را محاط مي  
1 (( )258

3                              2 (( )256
3  

3 (( )128
3                              4 (( )127

3  

 5 ناحيه بيناگر ـy sinx وy cosx برايx


  4  را حول محورy دهيم، حجم ناحيه حاصل از دوران كدام است؟ها دوران  

1 (( )
 2

2
  2 (( )

  2
2

  3 (( )
 1

2
  4 (( )

 1
2

  

 6 مركز جرم يك صفحه مستطيلي را كه ناحيهـy  3 وx  2 گيرد، در صورتي كه چگالي سطح جـنس صـفحه در مكـان   را فرا مي(x,y) 
  باشد، كدام است؟ y3برابر

1 (( , )11 2  2 (( , )31 2  3 (( , )1 2  4 (( , )51 2  

 7 فرض كنيدـf :[ , ] [ , ]1 1  تابعي پيوسته باشد. در اين صورت در مورد معادلهx
x f (t)dt 

2
3 2


  توان گفت؟چه مي 

]) دقيقاً يك ريشه در بازه1 , ]1 .دارد  
]) دقيقاً سه ريشه در بازه3 , ]1 .دارد  

]) دقيقاً دو ريشه در بازه2 , ]1 .دارد  
]اي در بازه) هيچ ريشه4 , ]1 دارد.ن  

 8 بازه همگراييـ
n

n

( x )

(n )








 9

3 6
1

  كدام است؟ 

1 (( , )5 7
3 3  2 ([ , )5 7

3 3  3 (( , ]5 7
3 3  4 ([ , ]5 7

3 3  

 9 مقدارـ
n

n
n

n 





1
1

2
3

  ، برابر كدام عدد است؟

1 (3  2 (4  3 (6  4 (9  
 01 اگرـf (x)

x



1

3 )باشد، مقدار 5 )f ( )1 1 كدام است؟  

1 (( )!
1
1

3 1
5



    2 (( )!
1
1

3 1
2



    3 (( )!
1
1 1

3 1
5



    4 (( )!
1
1 1

3 1
2



    

 11 مقدارـ
n

n
sinh( ) sinh( ) sinh( )

n n nlim
n

cosh( ) cosh( ) cosh( )
n n n



  

  

1 2

1 2



  ، برابر كدام گزينه است؟

1 (e
e 1  2 (e

e 1  3 (e
e



1
1  4 (e

e



1
1  






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 21مقدار ـ
x

e dx



2

  ، برابر كدام گزينه است؟2

1 (2  2 (2  3 (2  4 (2  

 31اگر ـn n{a } اي نامنفي ودنبالهn
n

a






  ؟نباشدهاي زير ممكن است همگرا يك از دنبالههمگرا باشد، كدام 

1 (n
n

a



 2


  2 (n n

n
a a




 2


  3 (n n

n
a a







  4 (n
n

a






  

 41هاي ناسرهانتگرال ـx x
I dx

x x

  


 
3 2
6 41

2 3
2 6




و 
x

cosx
J dx

e sin x

 


 
2

21
1

1
  ترتيب، چگونه هستند؟، به

  اگرا ـ واگرا) و4  واگرا) همگرا ـ 3  ) همگرا ـ همگرا2  ) واگرا ـ همگرا1

 51اگر ـ
n

n

n
I




 

1396

2
و 

n

n n
J

n n





 


 


2
3 2

1 1
3




  ترتيب چگونه هستند؟، بهJو I، در اين صورت

  ) همگرا ـ همگرا4  همگرا ) واگرا ـ3  واگرا) واگرا ـ 2  ) همگرا ـ واگرا1
 61صفحه مماس بر رويهمعادله  ـze xy zx  23 2 )در نقطه 4 , , )1 1  كدام است؟  

1 (x y z   3 6 3 3   2 (x y z  2 2 3   3 (x y z  2 3   4 (x y z  3 6 2 9   
 71مشتق جهتي تابع  ـf (x,y ,z) x xy z x  3 2 )در نقطه 22 , , )1 1 )و در راستاي 1 , , )

1 1 1   كدام است؟ 13

1 (1 3
3
   2 (11 3

3  3 (4 3  4 (13 3
3  

 81مقدار انتگرال ـ
tg y

secxdxdy



  1
1 4


  كدام است؟ ،

1 (2 1   2 (2 1  3 (2 2  4 (2 2  

 91اگر ـD مثلث با رئوس( , )  ،( , )2  و( , )2 باشد، مقدار انتگرال
y x

y x
D

e dxdy


كدام است؟ ،  

1 ((e )
e


1 1
4   2 ((e )

e


1 1
2  3 (e

e


1  4 ((e )
e


12  

 02حجم محصور بين دو رويه ـz (x y ) 2 zو 23 x y  2   كدام است؟ 24

1 (2   2 (
7
2   3 (3   4 (( )3 1   

 12مقدار ـy
x

x e dydx 
3

2
1 1 3


   كدام است؟

1 ((e )
1 12   2 ((e )

1 13  3 ((e )
1 16  4 ((e )

1 112  

 22اگر ـC اي با مركزدايره( , )2 باشد كه در جهت مثلثاتي در نظر گرفته شده است در اين صورت مقدار 1و شعاع  2
C

y x
dx dy

x y x y




  2 2 2   ؟كدام است 2

1 ( 2   2 (   3 (   4 (2  
 23هاي زير با كدام گزينه برابر است؟مجموع انتگرال ـ  

x x x

x
xydydx xydydx xydydx




      

2
2

1 2 2 4
2 1 1 2

2
 

  

1 (r sin drd


  
2 34

1 2


   2 (r sin drd


  
324

1 22
   3 (r sin drd


  

2 34
1 2


  4 (r sin drd


  

324
1 22

  

 42ــ ــر صـــفحه  Dفـــرض كنيـــد ــ ــور زيـ zناحيـــه محصـ  ــالاي رويـــه 4 zو بـ x y 2 ختصـــات كـــروي باشـــد. اگـــر در م 2

D

sin d
x y z dxdydz a

cos

  
  

 2 2 2 4 4
  كدام است؟ aباشد، آنگاه 

1 (72   2 (62   3 (72
3   4 ( 63 2   
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 25فرض كنيد ـR ناحيه محصور بينz  ،z x y 2 2،x y 2 2 xو  1 y 2 2 باشد، مقدار 4
R

(x y )dxdydz 2   كدام است؟ 2

1 (2   2 (62
3   3 (21   4 (64

3  

 62فرض كنيد ـF(x,y ,z) ( xy x , yx , ) 2 2 22 3 2 tمنحني Cو 1
r(t) (t ,sin ( ),t)


 7 5

tكه 2  1 باشد، مقدار انتگرال تابعF   بـر منحنـيC 

يعني
C

F.dR
  كدام است؟  

1 (   2 (1   3 (2   4 (3   
 72فرض كنيد ـC منحنيr(t) (t sin( t),t sin( t ),t sin( t ))      3 2 2 tاست كه 3  1مقدار ،

C
x dx yzdy y dz  2 23   كدام است؟ 2

1 (   2 (1   3 (2   4 (3   
 82اگر منحني بسته ـC مرز قطاعي از دايرهx y 2 2 yباشد كه توسط 1 x وx y       در ربع اول و چهارم مانند شـكل جـدا شـده و داراي

جهت مثلثاتي است. در اين صورت
C

(x sin(x ) y )dx (y cos y y)dy   2 3 3 2 2 كدام است؟  

1 (( )2
3 2
4

   2 (( )
3 24  

3 (( )2
3 1
4

  4 (( )
3 14  

 92فرض كنيد ـD هايناحيه محصور بين رويهz  ،x y 2 2 zو 4 x y 2 nمرز اين ناحيه است. اگر Sباشد و 2
    بردار يكـه برونسـو بـرN 

F(x,yباشد و ,z) (kyz ,kxy z ,k(y z))   و بدانيم
S

F.nd  
، در اين صورتk كدام است؟  

1 (1
8   2 (

1
8  3 (

1
4  4 (1

4  

 03فرض كنيد ـS بخشي از رويهx y z  2 2 22 2 zباشد كه بالاي رويه 9 x y 2 مرز اين ناحيه باشد كه با جهت مثلثاتي در  Cارد وقرار د 22
مقدار ،نگاه كنيم Cگاه از بالا به منحنينظر گرفته شده است، هر

C
zdx xdy ydz  كدام است؟  

1 (   2 (   3 (2   4 (4   
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 MBAپاسخنامه رشته ي   
  

|همواره برابر zzبه ياد داشته باشيد كه عبارت  »3«گزينه  ـ1 z اعداد مختلط در صورت و مخرج را  است توان دوم اندازه هر يك از است. در نتيجه كافي 2|

)  قرار دهيم و داريم: )( )( )zz
( )( )
    

  
  

1 4 1 9 1 16 5 1 17 85
4 9 4 16 13 2 26




   

 

zzهايبا استفاده از تساويروش تشريحي:   »2«گزينه  ـ2
z z

 11
2 2

zو   z  :داريم  z w
z w zw

zw


    


1 11  

z  رسانيم: مي 2طرف را به توان اكنون دو  w zw  2 21   
zيبا استفاده از رابطه zz2  :داريم  

  (z w)(z w) ( zw)( zw) (z w)(z w) ( zw)( zw) zz zw wz ww zw zw zzww                  1 1 1 1 1   

  w
z w z w z w z w z ( w ) ( w ) ( w )( z )

z

                    


2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1

1
     

wبا قرار دادنروش تستي:    به تساويz 1 شوند. ) حذف مي4) و (1هاي (رسيم كه در اين صورت گزينهيم  
zهمچنين با قرار دادن  wو 2 1 ) شود. ) حذف مي3نيز گزينه  

 
مبهم صورتواضح است كه حد داده شده به  »3«گزينه  ـ3


  گيري از انتگرال داريم:ي هوپيتال و مشتقاست. در نتيجه با استفاده از قاعده 

  
x
x Hop

x x

sin t dt ( x)sin(x ) ( x )sin(x )L lim lim
x x 


  


2
3

2 2 2 2 3 2

6 5
2 3

6 




   

در مخرج، كافي است فقط از هم ارزي ساده xبا توجه به توان
u
sin u u

 .استفاده كنيم  

x x

( x)(x ) ( x )(x ) xL lim lim
x x 


   

4 2 6 5

5 5
2 3 2 2 1

6 36 6 
   

 
  كنيم:سؤال را به دو روش حل مي  »2«گزينه  ـ4

Vنويسيم:ابتدا فرمول حجم مخروط را ميروش اول:  r h
 2

پيدا كنيم  hو rاي بين. حالا بايد رابطه3
  را يك متغيره كنيم. با توجه به شكل روابط زير قابل استخراج است: Vتا به كمك آن

h x

r x r x

 

    2 2 2 2
6

36 36
   

  در نتيجه داريم:
dVV r h ( x )( x) [ x( x) ( x )]
dx


             2 2 21 1 36 6 2 6 363 3 3     

xx( x) ( x)( x) ( x)[ x x] x              2 6 6 6 6 2 6 6 3    
x V ( )( ) 

      
2562 36 4 6 23 3   

V  مخروطي با حجم ماكزيمم محاط كنيم حجم مخروط برابر است با: rاي به شعاعاگر در كره روش دوم: r  332
81   

V ( )  
          332 32 32 32 8 2566 36 6 12 681 81 27 3 3   

 
    »1«گزينه  ـ5

  كنيم:براي درك بهتر شكل ناحيه مورد نظر را رسم مي
yهايي محدود به منحنيوران ناحيهبا توجه به اينكه حجم حاصل از د f (x)1وy g(x)2  

 )y y2 aي) در محدوده1 x b  شود داريم:اي) محاسبه مي(رابطه پوسته استوانهي زير از رابطه 

b
a

V x(y y )dx x(cos x sin x)dx


       42 12 2


  

h=6+x

r

x
6

6

6

y = sin x

y = cos x

2


4


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   ول جزء به جزء داريم:با كمك جد
x cos x sin x

sin x cos x V (x(sin x cos x) ( cos x sin x))
cos x sin x


       

 

41 2 


   

  ( ( ) ( ) ( ( ))) ( ) ( )  
           2 2 1 2 1 24 2 2 2

    

yرا به دو قسمت yيي اين حجم در صورتي كه از روش قرصي استفاده كنيد، بايد بازهتوجه داشته باشيد كه براي محاسبه 
2

2 وy 
2 12 

xتقسيم كنيد و شعاع دوران در اين دو حالت به ترتيب sin y xو 1 cos y ها به مراتب از حل فوق ي انتگرال توان دوم آنخواهد بود كه محاسبه 1
  دشوارتر است.

 
  مركز جرم داريم:  با توجه به روابط  »3«گزينه  ـ6

  D Dy x

D

x (x , y)dA y (x , y)dAM M
x , y

M M(x , y) (x , y)

 
   

 

 
 

   

xهااما چون در همه گزينه 1 است، نيازي به محاسبه آن نيست و برايy :داريم  
( )(y )y dydx

y
ydydx ( y )


   



 

 

3

3

2 3 32

2 3 2

23 2 27 23 3 93 2 2





 

 

   

 
xشده را به فرم ابتدا معادله داده  »1«گزينه  ـ7

g(x) x f (t)dt  
2

3 2


  نويسيم. حال با توجه به قضيه مقدار مياني داريم:مي 

]حداقل يك ريشه در بازه   , ]1 داريم 
g( ) f (t)dt

g( )g( )
g( ) f (t)dt

         
    





1

2 2
1

1 3 2






  
 


   

gاز طرفي (x) xf (x )   23 fو هم xو چون هم 2 (x gقرار دارند (طبق فرض اوليـه مسـئله)پس   1همواره بين صفر تا  2( (x)       و ايـن يعنـي بنـابر
]قضيه رل و نتايج آن، تابع فقط يك ريشه در بازه , ]1 .دارد  

 
  ها، نيازي به محاسبه شعاع و بازه همگرايي نيست و فقط كافي است وضعيت سري را در دو سر بازه بررسي كنيم:ينهبا توجه به گز  »4«گزينه  ـ8

  
n n

n n

( ) ( )x S
(n ) (n )

 

 

 
   

 
 9 9

5 5 6 1
3 1 1 

    

با توجه به اينكه در اين سري متناوب
n
lim

(n )



9

1
1

و 
(n ) 9

1
1

  ا است.نزولي است، سري در اين نقطه همگر 

  
n

n n

( )x S
(n ) n

 

 


   


 


9 9
1

7 7 6 1
3 1

   

pـ سري با مقدارpكه اين يك  9   است، پس همگرا است. 1
)nبا كنار گذاشتن عبارتروش تستي:  x )3 9ي مخـرج و صـورت  درجهدر صورت كسر صفر است، يعني اختلاف  nي و درجه 9در مخرج  nي ، درجه5 1 

  شود به اين تست با توجه به نكته تستي پاسخ داد!ثانيه مي 3صحيح است!! در كمتر از )4ي همگرايي از دو سر بايد بسته باشد، يعني گزينه (پس بازه
 

  كنيم:به دو روش حل مي سؤال را  »2«گزينه  ـ9

nابتدا سري را به فرمروش اول: 

n
n( )





 12

3
nدار داريم، با توجه به سريپشت عبارت توان nنويسيم. چون ضريب مي 

n
(| x | ) x

x




 

 11 1 
دو بايـد از  

  :منتقل شود xبه پشت  nمشتق بگيريم تا توان طرف 
d

xn n ndx

n n n

xx nx nx
x ( x ) ( x)

  
 

  
    

  
  

2 21 1
2 2

1 1
1 1 1  

   

  n n

n n
x n( ) n( )

 
 

 
     1 1

4
2 2 29 413 3 3

9
 

   




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    يك روش ابتكاري نيز به شكل زير قابل بيان است:روش دوم: 

  n

n
A n( )





  12

3
   

  
A ( ) ( ) ( ) ( )

A ( ) ( ) ( ) A A A A A
A ( ) ( ) ( )

                   
    


2 3 4 2
2 3 4

3 4 5

2 2 2 2 42 3 1 2 2 2 1 1 1 12 1 43 3 3 3 9 42 12 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 9 3 312 3 3 33 3 3 3





   

 
axتابع هموگرافيك nبا توجه به رابطه مشتق مرتبه  »4«گزينه  ـ01 by

cx d





(n)كه برابر  n
n

ad bcy n!( c)
(cx d)





 


1

  است داريم: 1

  x( ) ( ) ( )f (x) ( )!( ) f ( ) ( )! ( )!
( x ) ( )

 
 

       
     

  

1 111 99 1
1 1 1 1 1 1

3 3 31 3 1 1 1
3 5 3 5 2

   

  توانيد به روند و فرمول كلي آن دست يابيد. به اين صورت كه:اما اگر اين رابطه را به خاطر نداشته باشيد، با چندبار مشتق گرفتن، مي

y ( x )
x

y ( )( )( x )

y ( )( ) ( x ) ! ( x )

y ( )( )( ) ( x ) ( !) ( x )





 

 

  


   

      

        

1

2

2 3 2 3

3 4 3 4

1 3 53 5
1 3 3 5
1 2 3 3 5 2 3 3 5
1 2 3 3 3 5 3 3 3 5

   

nهاي مرتبه فرد يك منفي و سپس عبارتاي است كه به ازاي مشتقگونه كنيد، روند پاسخ بههمانطور كه ملاحظه مي (n )(n!) ( x )  13 3 و در  5
1هاي مرتبه زوج همين عبارت را با علامت مثبت داريم. بنابراين براي مشتق مرتبهمشتق  :داريم  

( )y ( !) ( x ) y( ) !    
11 1 1 1
1 1

31 3 3 5 1 1
2


  

     

 
رسد با يك حد ريمان سروكار داريم. اما راهي براي استخراجبه نظر مي  »4«گزينه  ـ11

n
نداريم. پس كافي است 1

n
را در صورت و مخـرج ضـرب كنـيم و     1

  خواهيم داشت:
n

k
nn n

k

kn sinh( ) cosh xsinh xdx(sinh( ) sinh( ) sinh( )) n nn n n nL lim lim
n k cosh xdx(cosh( ) cosh( ) cosh( )) sinh xcosh( )n n n n n n


 



  
   

  

 



1
1

1

1

111 1 2

1 1 2 11




 




   

e e
cos e e (e ) eL

sinh (e )(e ) ee e e






    

     
    

1
2 2

1 2

11 1 2 1 1 12
1 1 1 11

2


   

 

xبراي حل اين انتگرال، از تغييرمتغير  »1«گزينه  ـ21 t21
dt  كنيم و داريم:استفاده مي 2 dtx t xdx dt dx t dt

x t


      

1
2 21 1

2 2 2
   

   با جايگزيني در انتگرال داريم:
( )t tI e t dt t e dt

     
1 1 12 212 2

2 
   

Iگيريم كهبا مقايسه اين انتگرال با تابع گاما نتيجه مي ( ) 
12 )و با توجه به اين كه 2 )  

1
I  است، داريم: 2    2 2  

 

ها به خصوصيسر Pترين راه است و بهترين سري براي بررسي،ادهگونه سؤالات معمولاً مثال نقض سدر اين  »4«گزينه  ـ31
n n




 2

1

است. البته چون  1

naكنيمانديس از صفر شروع شده، فرض مي
(n )


 2
1

1
nباشد. در اين صورت واضح است كه 

n
a







كه برابر 
n n



  1
1

ي است واگراست. پس گزينه 

 ) ممكن است همگرا نباشد.4(
 



  

7 
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  ارزي و آزمون مقايسه داريم:ناسره هستند. با استفاده از هم هر دو انتگرال داده شده در  »2«گزينه  ـ41
x x x dxI dx ~ dx
x x x x

   
  

   



3 2 3

6 4 6 31 1 1
2 3 1

22 6
   

  همگراست. Iپس انتگرال

x x x
cos x cos xJ ~ dx

ee sin x e e

   
  

   
2 2

21 1 1
1 1 2 2

1
   

 نيز همگراست. Jپس انتگرال
 

n  كنيم:براي بررسي سري اول از آزمون ريشه استفاده مي  »1«ـ گزينه 51 nnn nn nn

n nI lim | a | lim


 
    

1396 1396 1 122 2
  

  همگراست. Iپس سري

  نهايت داريم: ارزي در بيابتدا با كمك هم Jبراي سري
n n n

n n nJ dx ~
nn n n

  

  

 
 

 
  

2 2

3 2 3
1

1 1 1 1
3 

  


  

    ارز سري هارمونيك است، اين سري واگرا خواهد بود.نهايت همبا توجه به اينكه اين سري در بي
 

  گيريم و داريم:مماس بر يك منحني، از بردار گراديان كمك مي دست آوردن بردار نرمال صفحهبراي به  »3«ـ گزينه 16
z

z

f (x , y,z) e xy zx

f (x, y,z) ( y z, xy,e x) f ( , , ) ( , , )

    

       

2

2
3 2 4

3 2 6 2 1 1 3 6 3


 


  

. ولي براي اطمينان ) صحيح است، زيرا فقط بردار نرمال در اين گزينه موازي بردار نرمال حاصل از گراديان است3( توان فهميد كه گزينهدر همين جا مي
C  دهيم: حل را ادامه ميراه : (x ) (y ) (z ) x y z x y z              3 1 6 1 3 3 6 3 9 2 3  

 
f  كنيم:ابتدا بردار گراديان تابع در اين نقطه را محاسبه مي  »3«ـ گزينه 71 (x , y,z) ( x y z , xy, xz) f ( , , ) ( , , )     2 2 23 2 4 2 1 1 1 6 4 2

   
uD  داريم:   uلمشتق جهتي تابع در راستاي بردار نرما حال با توجه به رابطه f (p) u. f ( , , ) ( , , ).( , , )  

     
1 6 4 2 121 1 1 1 1 1 6 4 2 4 3
3 3 3

  

 
يك متغيره و بر  حل اين انتگرال به اين صورت بسيار دشوار است؛ تابع زير انتگرال  »2«ـ گزينه 81

براي فهم بهتر  آوريم.را به انتگرال مياني مي dyبنابراين با جابجا كردن متغيرها است xحسب
  كنيم:گيري را رسم ميي انتگرالناحيه

y x
tg y x y tgx


       
      

1

1
4

4

 


  

tgx sin xI sec xdydx tgx sec xdx xdx
cos xcos x

  
         4 4 4 42

1 2 1
   


  

  
 

uاز تغيير متغيرهايگيري بايد با توجه به تابع زير انتگرال و ناحيه انتگرال  »3«ـ گزينه 91 x y
v x y
  

  
به  Dكمك بگيريم. با توجه به اينكه ناحيه 

xمحورهاي مختصات و خط y    محدود شده است، در مختصات جديد داريم: 2
u y

x u v
v y


    
  

u x
y u v

v x
x y v

 
     
   2 2

  

vصورتد انتگرال جديد بهپس حدو
v u v
 

  

2
xy  خواهد بود. از طرفي با توجه به ژاكوبين داريم:   uv

xy
J J

| J |


     
1 1 1 121 1 2  

v

v

u u
v v v
v

I e dudv v(e ) dv v (e e )dv (e e ) ( v ) (e e ) (e e )


   


               
22 2 2 1 1 2 1 11 1 1 1 1 1 42 2 2 2 2 4  

  

 

1

4


x

y

x = arctgy

y = tgx
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  دست آوريم: را به xyابتدا بايد با برخورد دو رويه تصوير ناحيه بر صفحه  »1«ـ گزينه 02
z (x y ) zz z
z (x y )

z (x y ) x y

       
  

     

2 2

2 2

2 2 2 2

3 4 334
3 3 1

  

  تر است.اي راحتاست. واضح است كه استفاده از مختصات استوانه 1پس تصوير ناحيه، يك دايره به شعاع

  r
D r

v dv rdzdrd ( r r r )drd ( r r )dr ( )
    
  

                    
2

2
2 1 4 2 1 13 3 3

3
4 44 3 2 4 4 2 22 4  

 
  دست آوريم:كنيم حدود جديد را بهنتگرال با اين ترتيب ممكن نيست. پس با كمك رسم ناحيه، سعي ميحل ا  »4«ـ گزينه 21

yy y
x

I x e dydx x e dxdy    
3 3

2
1 1 13 3
  

  

yy y y ye ( x | )dy y e dy y e dy e | (e )   
       

3 3 3 31 1 14 2 2 11 1 1 1 13 14 4 12 12 12   

  
 

 كنيم. اگر به خاطر داشته باشيد براي تابعرا در صفحه مختصات رسم مي Cابتدا منحني  »2«ـ گزينه 22
y x,F ( )

x y x y



 2 2 2 2

 تساويP Q
y x
 


 

براي اين ميدان  جا پايستار نيست.برقرار است ولي در همه 

 مقدار
C

F.dr


 باشد برابر صفر  ي محصور توسط آن خم قرار نداشتهروي هر منحني بسته كه مبدا درون ناحيه
شود پس طبق قضيه گرين حاصل انتگرال شامل مبدأ نمي سؤالاست. با توجه به اينكه ناحيه داده شده در 

  موردنظر صفر است.
  

 
هاي استفاده با يك نگاه به كرانكنيم: صورت جدا بررسي و رسم ميابتدا هر ناحيه را به  »4«ـ گزينه 23

yشويم كه نواحي مورد نظر بين خطها متوجه ميدر اين انتگرالشده  xنيم دايره ،y x  و  21

yنيم دايره x  yقرار دارند. محل برخورد خط 24 x ها به ترتيب دربا اين نيم دايرهx 
2

2 

xو    كنيم.انتگرال دوگانه داده شده توجه مي 3است. اكنون به  2
  

  

xدر اولين انتگرال دو گانه داريم
D :

x y x


 


   

1

2 12
1

xDو در انتگرال دوم  :
y x

  


 
2

1 2


و در سومين انتگرال نيز 
x

D :
y x

  

   

3 2
2 2

4
ت. اس 

yاكنون به اجتماع اين سه ناحيه توجه كنيد كه به راحتي در مختصات قطبي قابل بيان است. روي خط x داريم
  . بنابراين در اين ناحيه 4


   4 يمهاي يك و دو داراست و واضح است كه بين دو دايره به شعاعr 1   توان نوشت:. در نتيجه مي2

rI (r cos ) (r sin ) rdrd sin drd
 

         
32 24 4

1 1 22 
   

 

2

4


 

2

2

y

x

y = x

2y x x y
x

y

2

1

1 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ

  آوريم:دست ميرا به ، حدود شعاع وzyابتدا با رسم تصوير ناحيه در صفحه  »1«گزينه  ـ42

  xz x y z | y |   2 2     
  z  4   

  z x y x y
z

     


2 2 2 2 24
4

   

  است. 4يك دايره به شعاع  xyپس تصوير ناحيه برصفحه

coscos
D

sin sinx y z dxdydz ( sin )d d d ( ) sin d d d
cos cos

   
 

  
                  

       
44 422 2 2 2 4 74 4 4 44 4

1 42 24 2     


   

 
xيبا توجه به دو رابطه  »3«گزينه  ـ52 y 2 2 xو 1 y 2 2  2و  1نيز فضاي بين دو دايره به شعاع  xyواضح است كه تصوير ناحيه بر صفحه   4

zاز روابط zاست. از طرفي با توجه به حدود    وz x y 2 كنيم. با توجه به اين نكات حدود انتگرال به اي استفاده بهتر است از مختصات استوانه 2

صورت    2،r 1 zو2 r  2 :خواهد بود و داريم  r
D

V dv rdzdrd ( ) r dr r
 

            

22 2 2 3 4
1 1

222 2114   

 
  

  كنيم:ر انتگرال، شرط پايستاري آن را بررسي ميبا توجه به پيچيدگي مسير و تابع زي  »4«گزينه  ـ26

  
i j k

curlF ( , , xy xy) ( , , )
x y z

xy x yx

  


      

   
  

2 2 2

4 4

2 3 2 1

   

f  دست آوريم:پس كافي است فقط تابع پتانسيل را به ( xy x )dx ( )dy dz x y x z c         2 2 2 2 32 3 1   
t ( , , ) , t ( , , )   1 1 1 1      

I f ( , , ) f ( , , ) ( c) ( c)                1 1 1 1 1 1 3   
 

  

  ن سؤال با توجه به پيچيدگي مسير و تابع زير انتگرال، بهتر است شرط پايستاري آن را بررسي كنيم:در اي  »3«گزينه  ـ27
F ( x , yz , y ) 2 23 2
   

i j k

curlF ( y y , , ) ( , , )
x y z

x yz y

  
   

  
2 2

2 2

3 2

  


       

  پس ميدان برداري پايستار است و كافي است تابع پتانسيل آن را محاسبه كنيم:
f ( x )dx yzdy ( )dz x y z c       2 3 23 2    
t ( , , ) , t ( , , )   1 1 1 1      
I F.dr f ( , , ) f ( , , ) ( c) ( c)          1 1 1 1 1 2


      

 
  كنيم:ي گرين استفاده مي، از قضيهcبا توجه به بسته بودن منحني  »1«گزينه  ـ82

c D D
Q PI Pdx Qdy (( )dA ( y )dA ( r sin )rdrd
x y






 
        

     
12 2 24

4
3 3


   

cosr sin drd d r dr ( sin ) ( r ) [( ) ( )] ( ) ( )
     

                  
141 13 2 3 44 4 2

1 2 1 1 3 1 3 2 36 6 3 2 22 2 4 4 4 2 4 4 4 4    
   

 

z

z = -y z = y

z 4 ρcos  

4



y
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97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  گيريم:ي ديورژانس كمك مي، از قضيهچون طراح گفته ناحيه بسته است  »2«گزينه  ـ92
S D D

F.nd (divF)dr ( kx k)dv      
     

  گيري صفر است. پس داريم:لي انتگراتابعي فرد است، حاصل آن در ناحيه kxمتقارن است و xبا توجه به اين كه ناحيه نسبت به

D D
I ( k)dv k dv k

v


           

r
V rdzdrd ( ) r dr r ( ) k

v
    

             
      




22 2 2 3 4 22 12 16 84 2 8 8   

 
  گيريم:ي استوكس كمك ميبسته است، از قضيه Cبا توجه به اين كه منحني  »4«گزينه  ـ03

g(xبا فرض , y , z) x y z    2 2 22 2 9  يم:دار  g ( x , y , z)nd dA dA
| z || g.k |


  


4 4 2

2


    

 آوريم:را به دست مي zحال با تقاطع دو رويه مقدار

z x y
( z ) z z z (x y ) x y

(x y ) z

               
   

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 4 9 9 1 2 1 9 4
2 9

  

zو در ارتفاع 2ي به شعاع پس منحني موردنظر يك دايره 1 است. از طرفي برايcurlF
 :داريم  

i j k

curlF ( , , )
x y z
z x y

  

   
 
  

1 1 1   

C D D
( x , y , )F.dr curlF.nd ( , , ). dA ( x y )dA         
4 4 21 1 1 2 2 12

     

  ها در اين ناحيه صفر است و داريم:تند انتگرال آنتوابعي فرد هس y2و x2متقارن و yو xنسبت به Dياز طرفي چون ناحيه
)  42اي به شعاع مساحت دايره

D
I dA (   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ

سؤالات رشته ي عمران   
  

 1مقدار ـ
n

n
lim (n )

sin( )
n


2

  ، كدام است؟1

1 (
1
6   2 (

1
  ) 4  ) صفر3  2

 2حاصل انتگرال ـLn( x x x )dx


   
1 2

5 4 5   ؟كدام است 2
1 (1  23  ) صفر (1  4.واگراست (  
 3مقدار ـxcos(x | x |)dx




دام است؟، ك  

1 (


2

2   2 (2

2   3 (2   4صفر (   

 4اگر ـ( i)
a bi

i


 



23
aباشد، حاصل 6 b2 i)كدام است؟  2 ) 1   

1 (1
35
   2 (1

35
  3 (1

37
  4 (1

37
  

 5هاي زير كدام است؟همگرايي و واگرايي سري ـ  
... ...A B         

3 4 5 2 3 42 12 3 4 3 5 7  
  همگرا Bو واگرا A) 4  واگرا Bهمگرا و A) 3   ) هر دو واگرا2   ) هر دو همگرا1
 6مشتق سويي (جهتي) تابع ـf (x,y,z) x y z  2 2 A، در نقطه22 ( , , ) 1 2 ABو در جهت 3

 كدام است؟ (مختصاتB به صورتB( , , )5 4 است(  
1 (4 213   2 (4 217  3 (12 77   4 (4 7   

 7مقدار انتگرال ـ
D

dxdy

x y yناحيه محصور به خطوط Dكه در آن 2 x ،y x 2 ،x y  xو 2 y 2   باشد، كدام است؟مي 2

1 (1   2 (ln2 2  3 (ln 2   4 (ln1 22   

 8فرض كنيد خم ـC فصل مشترك دو رويهx y
 

2 2
18 xو 4 z

 
2 2

18   كدام است؟ Cدر يك هشتم اول باشد، طول قوس خم 4

1 (( ) 1 2
2   2 (2 2   3 (2   4 (   

 9اگر ـF xyi y j  23
  وc قسمتي از سهميy x )از 22 , )  تا( , )1 حاصل باشد، 2

c
F.dr
 كدام است؟ ،   

1 (
25
6   2 (

7
6   3 (25

6   4 (7
6   

 01اگر ـF ( x z)i (xz y) j (y z)k     22 3 2
   وS به مركز ايسطح جانبي كره( , , )3 1 باشد، حاصل 3و شعاع 2

S
F.nds
 كدام است؟ ،  

1 (36   2 (72   3 (1 8   4 (18    
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97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

پاسخنامه رشته ي عمران   
  

sinارزياگر از هم   »1«گزينه  ـ1 ~
n n
1 n(به دليل اين كه وقتي 1 گاه، آن

n


1 گاه به حالت ابهام) استفاده كنيم؛ آن   خواهيم رسيد؛ كـه

  ها معمولاً بين دو كسر مخرج مشترك بگيريم:در اين حالتدانيم بايد مي
n n

n sin nn nlim (n ) lim
sin sin

n n
 


 

2
2

1

1 1   

sinلورنحالا بسط مك
n
  نويسيم:را مي 1

n n n n

n ( ) n (n ) n ( )n !n n nlim lim lim lim ( )
( )

n n n!n n n n
   

             
     

     

2
3 2

3 3 2 2

1 1 1 1 1 1
13 6 6 6

1 1 1 1 1 1 1 61 1
3 6 6 6

   


   

 
تمـام    Lnو فرم عبـارت جلـوي   Lnگيري معمولي سروكار نداريم. تركيب راديكال بانتگرالتوان فهميد با يك ابا نگاهي گذرا به انتگرال مي  »2«گزينه  ـ2

ايـم و از  ره كـرده اي كه در كتـاب بـه آن اشـا   گيرد! اما وقتي انتگرال معين است هميشه به فكر استفاده از نكات آن باشيد؛ ابتدا نكتهمي داوطلباميدها را از 
b  كنيم:ايم را يادآوري ميهاي زيادي حل كردهروي آن تست b

a a
f (x)dx f (a b x)dx      

aدر اين سؤال  5 وb 1،f (x) Ln( x x x )    2 4 5   بر است:باشد، لذا انتگرال داده شده در صورت سؤال با انتگرال زير برامي 2
I [Ln ( x) ( x) ( x) ]dx [Ln( x x x ) x ]dx

 
                    

1 12 2
5 54 4 4 5 4 4 16 8 16 4 5 4 2   

I Ln( x x x )dx


    
1 2

5 4 5 2   
LnAكنيم و سپس از خاصيتحالا دو طرف تساوي فوق و تساوي صورت سؤال را با هم جمع مي LnB LnAB  كنيم:استفاده مي  

I [Ln( x x (x ) Ln[ x x (x )]dx Ln[x x (x ) ]dx
 

               
1 12 2 2 2

5 52 4 5 2 4 5 2 4 5 2   

I Ln[x x (x x )]dx I (Ln )dx I I
 

             
1 12 2

5 52 4 5 4 4 2 1 2     

I                           نويسيم:    اي حل اين انتگرال، ابتدا آن را به صورت روبرو ميبرروش ديگر:  Ln( (x ) (x ))


    
1 2

5 2 1 2   

xحالا با كمك تغيير متغير t 2           :داريم                                                          I Ln( t t)


  
3 2
3 1  

yاگر به خاطر داشته باشيد، توابع به فرم log( bx ax)  2 bكه 1 a   .ها در يك بازه متقارن برابر صفر استباشد، تابعي فرد هستند، پس انتگرال آن 2
  براي بررسي فرد بودن تابع زير انتگرال، كافيست به صورت زير عمل كنيد: توجه:

t t t tf (t) Ln( t t) Ln[( t t) ] Ln( ) Ln( ) Ln( t t) f ( t)
t t t t t t

   
               

     

2 2 22 2 2
2 2 2

1 1 11 1 1
1 1 1

  

 
  كنيم ابتدا از شر آن خلاص شويم؛ بنابراين داريم:بينيم معمولاً سعي ميايم وقتي قدرمطلق ميگفته هميشه  »1«گزينه  ـ3

xI x cos(x x)dx x cos(x x)dx x cos( )dx x cos xdx [ ] x cos xdx I


  

 


              

2 2
22 22 2

 
  

   

a  تفاده از جدول و روش ديگر استفاده از نكته مقابل است:دو روش داريم؛ يك روش اس I2يبراي محاسبه a
f (x)dx f (a x)dx   

   
fدر اين سؤال (x) x cos x aو 2   :است، لذا داريم    

 I ( x)cos ( x)dx cos( x)dx x cos( x)dx I cos xdx x cos xdx
    

                2
2 22 2 2 2 2 2

    
   

Iتساويحالا طرفين اين تساوي را به طرفين  x cos xdx


 2 2


  كنيم و داريم:جمع مي 

I cos xdx cos xdx [ sin x] I
  

      2 2
12 2 2 22 2 2  

   

بنابراين حال انتگرال همان


2

  خواهد بود. 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ

aي سؤالبا توجه به اين كه خواسته   »4«گزينه  ـ4 b2 aو از طرفي در صورت سؤال در سمت چپباشد مي 2 bi  داريم؛ بايد سمت راست را به
aفرم ib كنيم:بنويسيم. براي اين منظور صورت و مخرج كسر سمت راست را در مزدوج مخرج ضرب مي  

( i) ( i i)( i) ( i)( i) i i i i i a , b
i ( i)( i) i

          
        

   

2 2 2

2 2
3 9 6 6 9 1 6 6 48 8 36 6 42 44 42 44 42 44
6 6 6 37 37 37 37 37 376

   

a  بنابراين داريم: b ( ) ( ) 
       


2 2 2 2

2 2 2 2
42 44 1764 1786 37 37 1 1

37 37 37 3737 37 37 37
        

aبا توجه به اين كه طراح سؤالتر: روش ساده b2 aرا خواسته است و نظر به اين كه براي عدد مختلط 2 ib اندازه به صورتr a b 2 است.  2

  است،  37برابر با i6و اندازه 1برابر با i3دازه طرف دوم حساب شود. اندازهپس توان دوم اندازه مدنظر طراح بوده است. پس كافي است ان

)  بنابراين داريم: )a b a b     
22 2 2 21 1 1

3737 37
      

 
ها را بررسي كنيم. هاي باز شده داريم، بهتر است فرم جمله عمومي آن را سريع حدس بزنيم تا با قضايايي كه بلديم به راحتي آنوقتي سري  »2«گزينه  ـ5

دهيم. در صورت كسر هم اعداد قرار مي nخرج جمله عمومي،مسپس شود، است و در هر جمله يك واحد اضافه مي 1، در مخرج شروع اعداد از Aدر سري
n)شود، بنابراين صورت كسرشروع شده و دوباره در هر جمله يك واحد اضافه مي 2از )1 هـا بـه راحتـي بـا قـرار دادن      است. اما مثبت و منفيn( )  11 

nشوند (چون جمله اول ازايجاد مي 1 شود، در توانشروع مي(n )1  قرار داديم تا علامت جمله اول مثبت شود). با اين اوصافn
n

(n )a ( )
n


  11 1 

nخواهد بود. واضح است كه سري

n

(n )A ( )
n







  1

1

نيتـز ايـن سـري واگراسـت. چـون شـرط لازم       باشد كه طبق آزمون لايـب يك سري متناوب مي 11

n  نهايت را ندارد.همگرايي، يعني صفر شدن حد جمله عمومي در بي
n n

nlim a lim ( )
n 


 

1 1   

به شكل Bي عمومي سريبا همان توضيحات فوق جمله
n

n
(n )( )b

n
 




1 1
2 خواهد بود. كه اين سري هم به صورت 1

n

n

( ) (n )B
n





 


 1 1
2 1

باشد كه مي 

n  يك سري متناوب است و با توجه به صفر نشدن حد جمله عمومي واگراست.
n n

nlim b lim
n 


 


1 1

2 1 2   

nرا به صورت Bتوجه داشته باشيد كه سري

n

nB ( )
n





 

 1

1
1 2 باشـد و حـد جملـه    توانيم بنويسيم كه در اين حالت نيز يك سري متناوب مينيز مي 1

1عمومي آن نيز برابر
  شود پس يك سري واگراست.مي 2

 

ABابتدا بايد بردار   »1«گزينه  ـ6


ABAB  را حساب كنيم:  i j k u i j k
| AB |

       
4 2 14 2
21 21 21

         

f  را به دست بياوريم: Aيدر نقطه fحالا بايد بردار گراديان ( xi yj zk) i j k
( , , )

      2 2 4 2 4 121 2 3
        

)يدر نقطه fبنابراين گراديان , , )1 2 ABو در جهت 3


)  شود:به صورت مقابل مي  )( )f .u k   
      

2 4 4 2 12 1 28 28 21 4 21
21 321 21 21 21

    

 
xسوال جالبي است. با توجه به اينكه دو خط  »4«گزينه  ـ7 y  xو 2 y 2 نباشـد (چـون    رسد استفاده از روش ژاكوبين ممكنداريم، به نظر مي  2

ي مورد نظر حتما به شكل لوزي يا بين دو منحني يكسان با مقدار عرض شيب دو خط يكسان نيست). ولي توجه داشته باشيد كه لزومي ندارد همواره ناحيه

yuاز مبدا متفاوت باشد. در اين سوال با اندكي زيركي، با انتخاب
x

 وyv
x



  داريم:  2

yu
x

y
y x x u
y x y

x


        


1
1 22 2
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yv
x

y
x y x y x v
x y x y y

x




                   


2212 2 1 22 2 2 2 22
  

uي جديدپس در ناحيه 1 vو 2 1   ي ژاكوبين داريم:است. حالا براي محاسبه 2

xy uv
xy

y
x y ( y) xxJ J

( y) | J |x x
xx


 

     
  

32
3 3

2

1
2 2 1

2 1 2   

  حالا با جايگذاري در انتگرال اوليه داريم:

D D D

x dudvdxdy dudv dudv duI dv (Lnu )(v ) Ln
y u ux y x y
x

 
            

3
2 2 2 2 2 2

1 12 2 1 1 1 1
1 1 1 1 12 22 2 2 2 2  

 
فرض كنيم تفكيك روش اول به ذهن داوطلب نرسد؛ در اين صورت بايد از روش  روش عادي:

كنيم كه براي به دست آوردن گيري را مشخص ميعادي بهره بگيريم. ابتدا ناحيه انتگرال
  خطوط را به دست آوريم.بايد محل تلاقي  yو xحدود

y x
x y

x y

y x
x , y

x y


    


    

2
2 2 3

2 2 4
2 3 3

   

  
yباشد كه توسط خطگيري مطابق شكل شامل دو مثلث ميناحيه انتگرال 1 تر بشود خط فرضي را كه محاسبه انتگرال سادهاند و براي آناز هم جدا شده
  كنيم و سپس حاصل انتگرال در اين دو ناحيه را بايد با هم جمع كنيم.احيه ميها وارد نxموازي محور

y y
y yD

dxdy dxdy dxdy
x y x y x y


     

41 232 22 2 21
3 2 2

1 1   

  ناميم.مي Jو انتگرال دوم را Iانتگرال اول را
y

yI ( ) dy ( )dy
y x y y y    

 
1 1
2 2 2
3 2 3

1 1 1 1 2
2   

( )dy ( Lny Ln( y)) ( Ln Ln ) ( Ln Ln ) Ln
y y yy

              


11
2 22
3 3

1 1 1 1 3 2 4 12 1 1 1 22 2 3 3 2   

y  آوريم:را به دست مي Jكنون حاصل انتگرالا

y
J ( ) dy ( )dy

y x y y y


    
 

2

2

4 4
3 3

1 1
1 1 1 1 2

2   

( ( ))dy ( (Lny Ln( y))) ( (Ln Ln )) ( (Ln Ln ))
y y yy

              


4
3
1

4
3 21

2 1 1 1 2 1 6 1 4 2 12 2 1 12 2 2 4 2 3 3 2   

(Ln ) Ln     
3 1 1 12 2 22 2 2 2   

Iپس حاصل J :برابر است با  I J Ln Ln Ln     
1 1 1 12 2 22 2 2 2   
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x)يدانيم معادله دو رويه بيضي است، براي بيضي به معادلهكنيم. ميرا تعيين مي Cي خمابتدا معادله »3«گزينه  ـ8 x ) (y y )
a b
 

 
2 2

2 2 1  ي معادله

xپارامتري به شكل x a cos t
y y bsin t
 

  




  است. براي اين سؤال داريم: 

x y x zx cos t x cos t,
y sin t z sin t

         
   

2 2 2 28 81 18 4 8 42 2
ÁoT¶HnIQÁ¾²jI • ¶   

tچون در يك هشتم اول هستيم 
  2 :بايد باشد. لذا طبق فرمول طول قوس داريم  

  t t tL x y z dt ( sin t) ( cos t) ( cos t)
 

        2 2 2 2 2 22 2 8 2 2
 

   

sin t cos t cos t dt (sin t cos t)dt dt
    

             2 2 2 2 22 2 28 4 4 8 8 8 2 2 22 2  
  

 
xر است از پارامتري كردن كمك بگيريم، اگـر فـرض كنـيم   با توجه به اين كه تابع قسمتي از يك نمودار است، لذا بهت »2«گزينه  ـ9 tگـاه ، آنy t 22 

xخواهد بود. چون 1 لذاt 1 ي پارامتري منحني به شكل مقابل است:شود. معادلهمي  C(t) i t j C (t) i tj    24 2 4
    

   

Fيحالا در ضابطه
 به جاي تمامxها، متغيرt و به جاي تمامyها، عبارتt22 كنيم:را جايگزين مي  F(C(t)) t t i ( t ) j t i t j    2 2 2 3 43 2 2 6 4

      
    رويم:گيري ميه راحتي سراغ انتگرالحالا ب

t tI F(C(t)).C (t)dt ( t i t j)( i tj)dt ( t t )dt [ ]                   
14 61 1 13 4 3 5 6 16 18 32 14 76 4 4 6 16 6 164 6 4 6 12 12 6  

      

 
    باشد، با استفاده از قضيه ديورژانس داريم:مي 3سطح يك كره كامل و بسته به شعاع  Sكه سطحبا توجه به اين   »3«گزينه  ـ01

) ( ( ) ) ( )      343 3 4 27 1 83 اي به شعاعحجم كره
S V V V

F.nds divFdv ( )dv dv (         2 1 2 3 3 3
    
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سؤالات رشته ي مكانيك   
 

 1اگر ـz ( i)( i )  1 1   با كدام گزينه برابر است؟ z، مقدار3

1 ((cos( ) i sin( )) 
2 2 12 12   2 ((cos( ) i sin( )) 

2 2 12 12  3 ((cos( ) i sin( )) 


7 72 2 12 12  4 ((cos( ) i sin( )) 


7 72 2 12 12  

 2سري ـ
n

I sin( ) (sin( ))
n n




 

1

2 nو سري 12

n

J ( )
n




 

211


  ، به ترتيب كدام است؟

  ) واگرا ـ واگرا4  ) واگرا ـ همگرا3  ) همگرا ـ واگرا2  ) همگرا ـ همگرا1
 3كدام است؟ عبور كند، 27به يك راهرو به عرض  8طور افقي از پيچ يك راهرو به عرض اي كه بتواند بهطول بلندترين ميله ـ  

1 (11 11   
2 (12 12   
3 (13 13   
4 (14 14   

  
 4فرض كنيد ـx

f (x) sinh(t )dt  2


xكه  Ln( )  1396 است. منحني را حول محورyدهيم. مساحت رويه دوار حاصل از دوران، ها دوران مي
  كدام است؟

1 (( ) 
12 1396 1396   2 (( )


113964 1396  3 (( ) 

11396 1396  4 (( )


113962 1396  

 5اگر ـf (x)
x x x


  3 2

1
3 3 5

)، مقدار )f ( )99   ، كدام است؟1

1 (( )!33
1 99

4
   2 (( )!34

1 99
4

   3 (( )! 34
1 99

4
   4 (( )! 33

1 99
4

   

 6؟باشدنمييك از حدود زير موجود كدام ـ  

1 (
(x,y) ( , )

sin x sin ylim
sin(x y ) 

2

2 2 
   2 (

(x,y) ( , )

sin x sin ylim
sin(x y ) 

2

4 2 
  

3 (
(x,y,z) ( , , )

sin(xy)sin zlim
sin(x y z )  2 2 2  

   4 (
(x,y) ( , )

sin x sin ylim
x y





2 2

2 2 
   

 7رويه ـ(x y )z e 
2   دارد؟ xyچند صفحه مماس موازي صفحه 2

1 (   2 (1   3 (2   4 (3   
 8حجم ناحيه محدود بالاي رويه ـz x y 2 23 xكه درون 3 y z  2 2 2   قرار دارد، كدام است؟ 9

1 (( ) 9 2 3   2 (( ) 9 3 3   3 (( ) 9 1 3   4 (( ) 9 3 1   

 9فرض كنيد ـD هايناحيه محصور بين منحنيxy  1 ،xy  9 ،y x وy x   باشد. مقدار انتگرال مقابل كدام است؟ 4
D

y
( xy )dxdy

x
   

1 (Ln
498 23   2 (Ln

58 23
   3 (Ln

518 23   4 (Ln
528 23   

 01اگر ـs كره بالايينيمx y z  2 2 2 zباشد، مقدار 1
s
(e (x y) y z)d   

2   ، كدام است؟2

1 (2
3   2 (3

2   3 (2   4 (5
3   
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پاسخنامه رشته ي مكانيك   
  

ايم وقتي ضرب و تقسيم دو عدد مختلط داريـم بهتـر اسـت وارد    رو هستيم! در كتاب گفتهبا يك سؤال نسبتاً ساده از فصل اعداد مختلط روبه  »1«ـ گزينه 1
i1و i1فضاي قطبي شويم؛ پس ابتدا هر كدام از دو عدد   نويسيم:ا در مختصات قطبي مير 3

زاويه  
 به اين دليل است كه نقطه در ربع چهارم است  4

i i
i ( ) e e :

 
 

    2 4 41 1 1 2   

زاويه  
به اين دليل است كه نقطه در ربع اول است  3

i i
i ( ) ( ) e e :

 

   2 2 3 31 3 1 3 2  

  ت قطبي در هم ضرب كنيم:حالا دو عدد را در مختصا
i i i( ) i

z ( e )( e ) e e
    

 
  4 3 3 4 122 2 2 2 2 2   

ieرا با توجه به فرم zحالا كافي است cos i sin     :تبديل كنيم  
i

z e [cos( ) i sin( )]


 
  22 2 2 2 12 12   

 
  نويسيم:ها را ميsinارزيهم Iدر سري »2«ـ گزينه 2

  )k (عددي ثابت استksin( ) sin( ) ( ) ( )
n n n n!n !n n

      
3

3 3 3
2 1 2 2 1 12 2

3 3
     

ارزياين سري هم
n3
  رويم: بهتر است با توجه به وجود توان سراغ آزمون كوشي برويم:مي Jسري همگرا است. حالا سراغ سري pاست و طبق مطالب 1

  n

nlimn n nn nn
n n n
lim | a | lim ( ) lim ( ) e e

R n n


  
       

2 11 1 11 1 1   
  تر از يك است. پس سري واگرا است.چون بزرگ
  باشد.مدرسان شريف مي 22) چاپ 1ضي عمومي (كتاب ريا 685صفحه  18مثال Jو شبيه سري 682صفحه  8، مثال Iشبيه سري

 
  مدرسان شريف است. 22) چاپ 1كتاب رياضي عمومي ( 310ي صفحه 19شكل اين سؤال عيناً مثال   »3«گزينه  ـ3

كه بتوانيم از اطلاعات داده شـده اسـتفاده كنـيم    كنيم. براي آننامگذاري مي Lو طول ميله را با Bو Aمطابق شكل زير، دو سر تير چوبي را باروش اول: 
ت) براي رسيدن به اين هدف، ها مشخص شده اسها پيدا كنيم. چون (در صورت سؤال عرض هر كدام از دالانو عرضِ هر كدام از دالان Lاي بينبايد رابطه

AHكنيم. واضح است كهها رسم ميرا بر ديواره BHو AHخطوط قائم m BHو 8 m  كنـيم تـا طـول    هاي مثلثاتي استفاده مـي . حالا از نسبت27
ها لازم است؛ بديهي است كـه بنويسيم. يك توضيح مختصر هم در مورد زاويه ياي برحسب زاويهيك ضابطهصورت تابعي ميله را به   9 18   

پس    9  يعني  9 است. پسsin sin( ) cos    9كنيم كهروع ميجا ش. حالا از اينL OA OB    است. هر كدام از اضـلاع
OA وOB يها را برحسب زاويهي آنتوانيم اندازهاند، پس ميالزاويهوتر يك مثلث قائم دست آوريم. در اين صورت داريم:هب 

AHsin OA
OA OA sin

    


8 8  
BHsin cos OB
OB OB OB cos


       


27 27 27  

  داريم:    Lيدست آمده در ضابطهبا جايگذاري نتايج به

                                              L
sin cos

 
 

8 27  

dL cos sin sin cos sinsin cos
d sin cos sin cos cos

      
          

     
 

3 3 3
3 3

2 2 2 2 3
8 27 27 8 827 8 27

  

tg tg cos cos cos cos sin
tg ( )

                    
  

3 2 2 2
2 2

8 2 1 1 9 3 2
227 3 13 13 131 1 3

  

L  جايگزين كنيم، داريم:  Lير مقادير فوق را در ضابطهاگ   4 13 9 13 13 13  

8m

27m

H

B H

A





O

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AHsin  كنيم:اي مناسب پيدا ميهاي زاويهاي بين نسبتهمانند روش قبل رابطهروش دوم: 
OA OA

  
8  

sin cos
OB OB

    
927 27  

sinي از طرفي رابطه cos  2 2 OAهمواره برقرار است. پس در واقع با فرض 1 x وOB y خواهيم عبارت، ميf (x, y) x y    را با شرط

g(x, y)
x y

  
2 2

2 2
8 27  ي لاگرانژ داريم:ماكزيمم كنيم. با استفاده از روش ساده شده 1

yx

x y

ff x y yx
g g x y

( ) y x x y
yx y y y( )

 
      

     


                 

3 3

2 3 2 3 6 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 22

1 1 4
92 8 2 27 2 3

8 27 8 27 1 8 9 27 1 4 9 9 9 9 13 4 13 13 134 4
9

  

 
yكنيم؛ مساحت سطح حاصل از دوران منحنيابتدا فرمول را يادآوري مي  »4«ـ گزينه 4 f (x) حول محورyها در بازهa x b    از رابطه زير حسـاب

b  شود:مي
a

S x f (x) dx   22 1  

xدر اين سؤال
f (x) sinh(t )dx  2


sinhياست، لذا با استفاده از قاعده مشتق از انتگرال و در ادامه با استفاده از رابطه  x ( )h x 2 21   :داريم  

Ln( )Ln( ) Ln( )
S x sinh (x ) dx x cosh(x )dx [ sinh(x )] sinh(Ln( ))         

13961396 13962 2 2 212 1 2 2 13962  
   

حالا با استفاده از فرمول
u ue esinh u


 Lnaeيو پس از آن رابطه 2 a رسيم:به جواب نهايي مي  

Ln Lne eS ( ) ( )
 

   
1396 1396 113962 2 1396   

 
  تري بنويسيم:كنيم تابع داده شده را به فرم سادهبراي حل اين سؤال، ابتدا سعي مي  »3«ـ گزينه 5

f (x)
x x x x x x (x )

  
        3 2 3 2 3

1 1 1
3 3 5 3 3 1 4 1 4

  

xيلورن كمك بگيريم، اما مشتق در نقطهسخت است و لذا بايد از بسط تيلور يا مك» ام99«ي مستقيم مشتق محاسبهواضح است   1  ،خواسته شده

tيبنابراين با تغيير متغير مناسب، مشتق در نقطه   حساب شود. با فرضx t 1 داريمg(t)
t


3
1

4
ي آن داريم:                        كه با كمي تغيير در ضابطه 

g(t) ( )
t t( ( )) ( )

 

   
3 3

1 1 1
44 1 14 4

   

nحالا طبق بسط

n
u

u






 1
1 

tuصورت سري بنويسيم (را به g(t)يتوانيم ضابطهمي   
3

  ) و داريم: 4
n

n n
n

n n

t ( )g(t) ( ) t
 


 


   

3
3

1
1 1
4 4 4 

  

n، به ازاي nt3با توجه به عامل  رنلودر بسط مك nxخواهد بود و اگر به خاطر داشته باشيد، ضريب 99برابر  tتوان 33
(n)f ( )
n!
  است. پس

برابر nt3ضريب
( n)f ( )
( n)!

3

3
خواهد بود. بنابراين به ازايn  tدر 33   :داريم  

( )
( ) ( )( ) g ( ) g ( ) f ( ) ( !)

!
 

    
33 99 99 99

33 1 34
1 11 99994 4

   

 
  كنيم:ها استفاده ميارزي در صفر براي سينوسكنند، از همبه سمت صفر ميل مي zو x،yهابا توجه به اين كه در تمام گزينه  »2« ـ گزينه6

(x,y) ( , )

x y: lim
x y 

2

4 2 
)2گزينه ( 

(x,y) ( , )

x y: lim ;
x y 

2

2 2 
  )1گزينه ( 

(x,y) ( , )

x y: lim ( )
x y






2 2

2 2 1
 

)4گزينه ( 
(x,y) ( , )

xyz: lim ( ) ;
x y z  2 2 2 

  )3گزينه ( 
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داشته تك جملات مخرج تكاي بيشتر از از جملات صورت كسر، درجههريك باشد، اگر ي مخرج كسر ميدر تمام سؤالاتي كه مبدأ مختصات تنها ريشه
  باشند، تابع حد ندارد.  تك جملات مخرجتكتر يا مساوي از جملات صورت كوچك هر يكصفر است و اگر درجه باشد، حد تابع وجود دارد و برابر با 

) حد 3) و (1هاي (شود. به غير از اين گزينه كه حدش به وضوح برابر با يك است و حالت ابهام ندارد، گزينه) مي1) برابر با (4در اين سؤال حد گزينه (
گزينه حد دارند و حدشان برابر با صفر است.  2) است. پس اين 2) است و درجه هريك از جملات مخرج (3رت كسر هر دو برابر با (ي صودارند، چون درجه

ي تر بررسي كنيم بايد توجه كنيم كه در شرايط فعلي درجه) جواب تست است! اما اگر بخواهيم دقيق2توان گفت گزينه (جا بدون بررسي ميتا اين
xيجمله y2 تر ازكوچكy2 توان اظهارنظر كرد، ولي اگر از تغيير متغيرنيست، بنابراين نميx X yو 2 Y   استفاده كنيم، داريم:  4

(x,y) ( , ) (X,Y) ( , )

yx Y Xlim ( ) lim
x y X Y 


 

2 4 4

4 2 8 8   
   

  ي هريك از جملات مخرج كسر است، حد وجود ندارد! صورت مساوي درجهتوان گفت چون درجه حالا مي
  ) يك روش ديگر هم اين است كه روي دو مسير متفاوت حاصل حد را بررسي كنيم:2البته در بررسي گزينه (

   
(x,y) ( , ) x

yx x: lim lim
x y x y 

 
 

2 2

4 2 2 2 1
  

روي مسير    
(x,y) ( , )

yx: lim , y x
x y

 


2
2

4 2 
  روي مسيرy      

  ايم، بنابراين حاصل حد وجود ندارد.چون روي دو مسير متفاوت به دو جواب متفاوت رسيده
 131هاي ديگر هم در صفحات باشد. گزينهمدرسان شريف مي 20) چاپ 2كتاب رياضي عمومي ( 131) صفحه 14حد داده شده در اين گزينه عيناً مثال (

 اند.در قالب مثال آورده شده 132و 

 
zدر هر نقطه از سطح  »2«ـ گزينه 7 f (x , y) ي مماس، بردار گراديان يعنيبردار نرمال صفحهx y zf f i f j f k   

   
افقي  است، از طرفي اگر صفحه 

Ckباشد، بردار نرمال آن به صورت
 است، بنابراين بايدx yf f   ي مماس افقي داشته باشيم:باشد تا صفحه  

(x y )
x

(x y )
y

f xe x
z

f ye y

 

 

      
    

2 2

2 2
2

1
2




   

)يبنابراين فقط در نقطه , , )1  ي مماس افقي داريم.صفحه  
 مدرسان شريف است. 20) چاپ 2اضي عمومي (كتاب ري 213ي ) صفحه6تر از اين نوع سؤال و تقريباً با همين خواسته، مثال (مثال سختتوجه: 

 
  »1«ـ گزينه 8

ي مورد نظر بين يك مخروط و كره قرار دارد، بهتر است از مختصات كروي استفاده كنيم. فقط توجه داشته باشيد كه با توجه به اينكه ناحيهروش اول: 
zچون   ي ي بالايي مورد نظر است. ابتدا با برخورد دو رويه تصوير ناحيه بر صفحهي مخروط بالايي را داريم و در نتيجه فقط ناحيهاست، فقط نيمهxy 
  آوريم:دست ميرا به

z x y x y ( x y ) (x y ) x y ( )
x y z

           
   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

33 3 3 3 4 9 29
   

به صورت پس واضح است كه حدود    2 هايود. كرانخواهد ب قرار دارد، به صورت 3اي به شعاع با توجه به آنكه درون كره   3 
  دهيم:قطع مي  yzي ماند. براي اين كار معادلات داده شده را در صفحهباقي مي هستند. فقط تعيين حدود

x xx y z y z z x y z | y |          2 2 2 2 2 2 29 9 3 3 3   

zناحيه درون دايره و بالاي نمودار yozي پس در صفحه | y | ytgينيز با توجه به رابطه آيد. براي تعيين كرانبه دست مي 3 ( )
z

   خواهيم داشت:        1

               ytg ( )
y

 
      1

63
    

    ي مورد نظر برابر است با:پس حجم ناحيه

D D
V dv sin d d d sin d d d ( ) d sin d

( )( cos ) ( )( ) ( )

 




                  


           

      
2 3 32 2 26 6

33 6

2

1 2 32 27 1 9 2 33 3 2

    



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zيدانيم حجم شكلي كه از پايين به رويهميروش دوم:  g(x, y) يو از بالا به رويهz f (x, y) ي محدود شده باشد و تصوير آن بر صفحهxoy ،
فرمول باشد، با Dي ناحيه

D
V [f (x, y) g(x, y)]dA  شود. در اين سؤال، ابتدا با تقاطع دو رويه و حذف محاسبه ميzي ، تصوير ناحيه بر صفحه

xoy آوريم:را بدست مي  

z x y x y ( x y ) (x y ) x y ( )
x y z

           
   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

33 3 3 3 4 9 29
 

zيدر اين ناحيه، ارتفاع رويه x y 2 23 zيكرهاز نيم 3 x y  2 كمتر است ( كافيست يك نقطه مانند مبدأ كه درون اين ناحيه قرار دارد  29
  مشخص شود) پس داريم: gو  fها رو براي آن محاسبه و با هم مقايسه كنيد تا متناظر با هر يك از رويه zانتخاب كنيد و مقدار 

D D
V [f (x, y) g(x, y)]dA [ x y (x y )]dA        2 2 2 29 3 

xبا توجه به وجود y2 3يك دايره به شعاع Dي در زير انتگرال و اينكه ناحيه 2
  است، بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنيم: 2

V ( r r )rdrd ( ) (r r r )dr

( )( ( r ) r ) ( )[( ( ) ( ) ) ( ( ) )]

( )[( ( ) ( )) ( ( ) )] ( )[( ( ) ( )) ( ( ))]

( )[( (


       

             

           


  

  
3 32 2 2 2 22 2

3 3 3 3
2 3 32 2 2 20

3 3
2 2

9 3 2 9 3

1 3 1 9 3 3 12 9 2 9 93 3 3 4 3 2 3
1 27 3 27 1 1 81 3 9 12 9 2 3 273 4 3 8 3 3 8 8 3
272

  

 

) ) ] ( )[ ( ) )] ( )      
9 93 9 2 9 3 9 2 38 2

  

 
yvبا استفاده از روش تغيير متغير به صورت  ها صحيح نيست.هيچكدام از گزينهـ 9

x
 وu xy كنيم. با توجه به انتگرال موردنظر را محاسبه مي

uمحدوده داده شده در سؤال داريم 1 vو 9 1   چنين داريم:. هم4

uv Axy

yJ ( xy )dxdy ( u v)dudv
y yu u y xJ v x v
x xx y y

v v xx
x y

        
  
 


 
 

  
4 9

1 1

2

1 1 1 1 1 1
2 2

1

  

در انتگرال وسطي
v
1

2
    توان آن را از انتگرال خارج كرد:ضريب ثابت است و مي 

( u v)du u vu ( ) v
 
      
 
 


93

9 2
1

1

2 2 27 1 83 3  

  با قرار دادن جواب در انتگرال دوم داريم:

  
v

dv Lnv v ( Ln ) ( Ln ) Ln Ln
v

              
44 2

1 1

52 8 52 52 52 52 523 8 4 16 1 8 2 8 2 82 6 6 6 6 3  

يك به يك نيست و در واقع فضاي بين  ) صحيح است. اما توجه داشته باشيد كه تغيير متغير انجام شده4ي (شايد به اينجاي كار برسيد و بگوييد كه گزينه
uدو منحني در ربع سوم نيز به همين ناحيه 1 vو 9 1 دست آوردن حاصل صحيح، بايد جواب به دست آمده را شود؛ بنابراين براي بهتصوير مي 4

وع توجه نداشته و فقط يكي از اين نواحي را در نظر گرفته است!! دقت شود اين سؤال تقريباً با رسد طراح محترم به اين موضبرابر كنيم. اما به نظر مي 2
را در صورت سؤال گذاشته » ربع اول«جا طراح قيد باشد ولي آنمدرسان شريف مي 20) چاپ 2كتاب رياضي عمومي ( 334ي صفحه 28كمي تغيير تست 

  ود.بود و بنابراين نيازي به دو برابر كردن نب
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كتاب  558ي رو هستيم! اگر بخواهيم از روش عادي سؤال را حل كنيم دچار دردسر خواهيم شد. در صفحهبا يك سؤال بسيار خوب روبه»  4«ـ گزينه 10
F.nرا به صورت fگونه موارد بهتر است تابع اسكالرايم در اينمدرسان شريف گفته 20) چاپ 2رياضي عمومي (

   بنويسيم تا بتوانيم سؤال را راحت با
zياست. اما با افزودن صفحه 1ي بالايي به شعاع كرهسطح داده شده بسته نيست، زيرا فقط شامل نيم استفاده از قضيه ديورژانس حل كنيم.    يك

  را به دست آوريم: Sيعني بردار قائم يكه و رو به خارج رويه nي ديورژانس در آن استفاده كنيم. اما ابتداتوانيم از قضيهه خواهيم داشت كه ميي بستناحيه
( x, y, z) (x, y, z)n (x, y, z)

( x) ( y) ( z) x y z
  

   2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
  

Fحالا با فرض (P,Q, R)
 و تشكيلF.n

  :داريم  F.n (P,Q, R).(x, y, z) Px Qy Rz   
  

z  خب، حالا با برابر قرار دادن اين عبارت، با تابع مقابل انتگرال داريم: zPx Qy Rz e x (e y)y ( )z     
2 2

1 

zPبه صورت Rو  P ،Qترين انتخاب براي و راحت e
2،zQ e y 

Rو 2 1 ت. پساسz zF (e ,e y, ) 
2 2

1
ي ديورژانس توانيم از قضيه. حالا مي

  استفاده كنيم:
حجم ناحيه  

S S V V V
I F.nd (divF)dv ( )dv dv V


          1 1



     

)است، مقدار اين انتگرال 1كره به شعاع يك نيم Vيو با توجه به اينكه ناحيه )  32 213 3
ا اين پايان كار نيست. حالا بايد مقدار انتگرال خواهد بود. ام 

zسطح اوليه بر روي سطح   يرا از اين مقدار كم كنيم. براي اين كار با تقاطع اين صفحه و نيم كره، به دايرهx y 2 2 رسيم، از طرفي براي اين مي 1
kصفحه بردار رو به خارج
 :است در نتيجه داريم  

  z z
S z z z

I F.nd (e ,e y, ).( , , )d ( )d d
   

              
2 2

2 1 1 1
  

     

Iاست، پس 1اي به شعاع توجه داشته باشيد انتگرال پاياني همان مساحت دايره  2 :بوده و مقدار نهايي برابر است با  I I I  
     1 2

52 3 3
  

  يكسان است. nمدرسان شريف است كه تكنيك حل و بردار 20) چاپ 2كتاب رياضي عمومي ( 559ه در صفح 47نمونه اين سؤال مثال توجه: 
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97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

سؤالات رشته هاي رياضي و آمار   
  

 1اگر ـf  وتابعي فرد باشد
x
lim f (x) a





x، آنگاه مقدار

x
lim (f ( xe ) f (x x ) f (x x ))






    3 5 4 2


  كدام است؟ 

1 (a   2 (a3   3 (a   4 (a3   
 2كدام سري همگرا است؟ ـ  

1 (Ln n
n






1

1
3

   2 (Ln n
n






1

1
2

  3 (
n nn




 111

1  4 (
n

n
n n e










1
  

 3اگر تابع ـf در معادلهcos(f (x)) (f (x)) f (x) x   


3
3

8 2 fصدق كند، آنگاه مقدار 1 ( ) f ( )  2  كدام است؟  

1 (
 6   2 (


6

2 6  3 (


6  4 (


2 6
6  

 4اگر ـn

n

f (x) ( n n )x



  2

1
f، آنگاه2 ( )

1
  كدام است؟ 2

1 (8   2 (9   3 (1   4 (11   
 5مساحت ناحيه محدود به منحني تابع ـLnx

y
x

 و محورxها در بازه[ , e   كدام است؟ 21[
1 (5   2 (4   3 (3   4 (2   
 6طول منحني ـx

f (x) t dt  4
1 ]بازه در 1 , ]1   كدام است؟ 3

1 (19
3   2 (25

3   3 (26
3   4 (28

3  

 7ترين فاصله بيضي به معادلهكوتاه ـx xy y  2 2   تا مبدأ مختصات كدام است؟ 12
1 (2   2 (2 6  3 (4   4 (2 2  

 8مقدار ـx

x
(x y ) dydx


  2

11 3 2 2


  است؟ كدام 
1 (2 1  2 (2 2  3 (2  4 (1 2  
 9حجم جسم محصور به استوانه ـx z 2 2 xو صفحات 9 y z   4  وx y z    است؟ كدام  

1 (72   2 (36  3 (18  4 (9  
 01اگر ـC هايمنحني فصل مشترك رويهx y a  xو  2 y z ax ay    2 2 2 2 2  گـرد، مقـدار  ت راستدر جه

C
ydx zdy xdz    كـدام

  است؟
1 (a  22 2   2 (a  22  3 (a 22  4 (a 22 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ

پاسخنامه رشته هاي رياضي و آمار   
  

مختصات متقارن است، پس حتماً أبت به مبدبا توجه به اينكه هر تابع فرد نس  »3«گزينه  ـ1
x
lim f (x) a


   است. در نتيجه با استفاده از قوانين

xها در همسايگيايارزي چندجملههم   :داريم  
x x

x x
L lim (f ( xe ) f (x x ) f (x x )) lim (f ( xe ) f (x ) f ( x )) (f ( ) f (( ) ) f ( ( ) ))

L (f ( ) f ( ) f ( ( ))) (f ( ) f ( ) f ( )) a a a a

 
    

 
     

               

           

3 5 4 2 3 2 3 21
 

   

     
 

  
  :گيريم. يعني داريمسري اول، با توجه به اينكه هر دو دنباله نزولي و مثبت هستند، از آزمون تراكم كوشي كمك ميبراي بررسي همگرايي دو  » 1«گزينه  ـ2

n

n
n

Lnn nLnLnn n n

  

  
    221 1 1

1 1 22
3 33

  

       كنيم:          در اين مرحله از آزمون مقايسه به اين صورت استفاده مي
n n

n
n ln n

n n n
( )

  

  
   


  2

1 1 1

2
2 2 2 3 2233 3 1 3

  

    كنيم:ها را نيز بررسي ميت. ساير گزينهپس سري اوليه نيز همگراس

n      )2(گزينه 

n
n n( Ln )

Lnn nLnLnn n n n

   


   
      1 2

221 1 1 1

1 1 22 2
2 22

  

Lnدر اين مرحله باتوجه به اينكه 1 2       :است با كمك آزمون مقايسه داريم        n( Ln ) n( Ln )

n n n

  
 

  
     1 2 1 2

1 1 1
2 1 1  

  پس سري اوليه نيز واگراست.

نهايت كهارزي در بياستفاده از هم)، با 3در بررسي گزينه (
n


1  كند، داريمميل مي
n nn

n
n

 

 
 111 1

1 1 ارز يك سري واگراست، پس كه واضح است سري هم

  .سري اوليه نيز واگراست

          :كنيم، شرط لازم همگرايي هر سري را بررسي مي)4(براي بررسي گزينه 
n n en

n nn n n
lim lim lim ( )

en e e




  

  
  



1
   

  پس اين سري نيز واگراست.
  

xكنيم. برايقبل از هر چيز، نقاط داده شده را در تساوي داده شده جايگذاري مي  »4«گزينه  ـ3   :داريم  
cos(f (x)) (f (x)) f (x) x cos(f ( )) (f ( )) f ( )       

 
3 3

3 3
8 82 1 2 1     

fبايد توان فهميد كه حتماًبا كمي دقت مي ( )   باشد. به طور مشابه برايx   :داريم  cos(f ( )) (f ( )) f ( )       


3
3

8 2 1 

fبايد توان فهميد كه حتماًدر اين حالت هم مي ( ) 
    گيريم:باشد. حالا از طرفين تساوي داده شده مشتق مي 2

f (x)sin(f (x)) f (x)(f (x)) f (x)

f ( )sin(f ( )) f ( )(f ( )) f ( ) f ( )sin( ) f ( )( ) f ( ) f ( )

     


                
 

2
3

2 2
3 3

24 2 1

24 24 12 1 2 1 2          
  

f ( )sin(f ( )) f ( )(f ( )) f ( )          


2
3

24 2 1  

f ( )sin( ) f ( )( ) f ( ) f ( )( ) f ( ) f ( ) f ( )                                 
     



2
3

24 6 1 2 62 1 1 2 1 2 162 2 6 6 61
  
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97) آزمون سراسري 2) و (1الات و پاسخنامه رياضي عمومي (سؤ كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

nاگر سري  »3«گزينه  ـ4

n
x

x






 1
1 

|را براي  x |1 ي آن است، ولي با توجه به وجـود  خانوادهال همرسد سري آمده در سؤدر نظر بگيريد، به نظر مي

  گيري از اين سري، سري خواسته شده را به دست آوريم. به اين صورت كه:بايد با مشتق n2و n2ضرايب
n n

n n
(n n)x n(n )x

 

 
   2

1
2 2


  

d d
xn n n ndx dx

n n n n

x x ( x) ( x)xx nx nx n(n )x
x ( x) ( x) ( x)

   
  

   

  
       

   
   

3 3 2 2 31 2 1
2 2 4

1 1 3 1 2 1 21 1 1 1   
  

xn n

n n

x ( x) x x x x x x xn(n )x n(n )x f (x) f ( )
( x) ( x) ( x) ( x) ( )

 


 

    
           

    
 

2 3 2 3 2 21
3 3 3 3 3

3 1 5
3 1 2 3 3 3 1 2 4 42 2 11 121 1 1 1 1 2 8

 
  

  
xتوجه به اينكه به ازاي با  »2«گزينه  ـ5 1مساوي صفر است (يعني بالاي محور يا  تر، تابع داده شده همواره بزرگxسـت  ا گيرد) پـس كـافي  ها قرار مي

  دست آيد. يعني داريم:  حاسبه كنيم تا مساحت موردنظر بهانتگرال تابع را در اين بازه م مستقيماً

                             e LnxS dx
x

 
2

1  

xبراي حل اين انتگرال، از تغيير متغير t   گيريم:كمك مي 2

e

dxx t x t dt
x

S Lnt ( dt) Lntdt Lntdt (tLnt t) ( xLn( x ) x ) [(eLne e) ( Ln )]

    

              
2

2

2
1

2

2 2 2 4 4 4 4 1 1 1 4
  

  
yي طول قوس منحنيبا توجه به رابطه  »3«گزينه  ـ6 f (x) كه به صورتb

a
L y dx    گيري از انتگرال داريم:ي مشتقاست و با استفاده از قاعده 21

x
y t dt y x y (x ) x L x dx x dx x ( )                    

33 34 4 2 4 4 4 2 3
1 1 1

1 1 261 1 1 1 1 27 13 3 3
 

  
    »4«گزينه  ـ7

dال مينيمم كردن تابعؤدر واقع خواسته س روش اول: x y 2 ,g(xبا شرط 2 y) x xy y    2 2 12   ي راحتـي كـار بـه جـاي تـابع      است. بـرا
fگيريم يعنيآن را در نظر مي 2فاصله، توان  (x, y) x y 2   ي لاگرانژ داريم:و با استفاده از روش ساده شده 2

yx

x y

ff x y xy x xy y x y
g g x y y x

         
 

2 22 2 4 2 4 22 2 

x y x xy y x x x x y f (x, y) d

x y x xy y x x x x y f (x, y) d

                    

                    

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
12 2 2 4 4 8 8 2 2

12 12 12 12 12 24 24 2 6
   

dال مقدار مينيمم است، پسؤبا توجه به اينكه خواسته س  2   صحيح است. 2
  نويسيم؛ي سوال را به فرم قطبي ميگيريم. ابتدا شرط داده شدهاز تبديل سوال به مختصات قطبي كمك ميروش دوم: 

 x y xy r r cos sin r ( cos sin ) r
sin cos sin

              
    

2 2 2 2 2 12 2412 1 12 1 2 2   
منظور كافيست مخرج عبارت بدست آمده براي اين در مختصات قطبي است،  rي سوال مينيمم كردن فاصله از مبدا يعني همان خواستهاين كه با توجه به 

sinرا ماكزيمم كنيم كه به ازاي  2   دهد. در نتيجه خواهيم داشت:رخ مي 1

                          r   


24 8 2 22 1  
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با توجه به شكل تابع زير انتگرال، بـه نظـر   يم. كنگيري را مشخص ميي انتگرالابتدا ناحيه  »1«گزينه  ـ8
گيري كمكي به حل آن نكند. پـس شـانس خـود را بـا تغييـر متغيـر قطبـي        رسد تغيير ترتيب انتگرالمي

از صفر تاي رسم شده، واضح است كه حدودكنيم. با توجه به ناحيهامتحان مي
ت. از طرفـي هـر   اس ـ 4

yرسم كنيم، از داخل ناحيه گذشته و از أخط شعاعي كه از مبد x  rشود. پس بـراي حـدود   خارج مي 2
  داريم:

sin siny x r sin r cos r r
cos cos

 
         

 
2 2 2

2 2   

  پس براي انتگرال در مختصات جديد داريم:
sin sinx

cos cosx
dydx rdrd sindrd d

r coscosx y

    

 
 

         


      2 22
1 44 4 4 22 2

1 1 1 2 112
2

      
  

  
كنـيم؛ ولـي بـا يـك     اي استفاده ميي مورد نظر توسط يك استوانه و دو صفحه محدود شده است، از مختصات استوانهبا توجه به اينكه ناحيه  »2«نه گزي ـ9

 y، حدود zود اي كه قصد استفاده از آن را داريم، به جاي تعيين حدبودن استوانه است. پس در مختصات استوانه yتفاوت جزئي، و آن هم در راستاي محور 
xهمان xozي آوريم. از طرفي واضح است كه تصوير ناحيه بر صفحهرا به دست مي z 2 2 است، پس 9   2 وr  3 :خواهد بود و داريم  

x z
V x z D D

x y z x z y
x z y x z

x y z x z y

V dv rdydrd rdrd rdrd
 



     
              

          
4

44 4

4 4


   

xيهمان مساحت دايرهاگر دقت كنيد، انتگرال پاياني در واقع  z 2 2 V             است، پس داريم: 9 ( )   4 9 36 
  

ك رويـه  گير است ( به خصوص در موارد تقاطع يگيري اندكي وقتسازي مسير انتگرالكه در بيشتر مواردي كه پارامتري توجه داشته باشيد   »1«گزينه  ـ10
خوريم، رقابل حل برميبا يك صفحه) و يا اينكه بعد از پارامتري كردن، با جايگذاري متغيرهاي پارامتري در تابع زير انتگرال به يك انتگرال طولاني و گاها غي

رامتري كنيد، به انتگرال حاصلضـرب  ي استوكس امتحان كنيد. در اين سوال حالت اول پيش آمده كه اگر حتي منحني را پابهتر است شانس خود را با قضيه
برد. پس با توجه به ايـن موضـوع و   ي استوكس ميرغم نسبتا ساده بودن آنها، وقت بيشتري نسبت به روش قضيهكنيد كه عليچند تابع مثلثاتي برخورد مي
  م:              گيريم. يعني داريي استوكس كمك ميبراي حل اين انتگرال، از قضيه،  Cهمچنين بسته بودن منحني 

C S
F.dr curlF.nd  
     

xياز صفحه ndبراي به دست آوردن y a          كنيم: و بردار نرمال آن استفاده مي 2

Fاز طرفي براي تابع برداري
 :داريم  

i j k

.curlF i( ) j( ) k( ) ( , , ) curlF.n ( , , ) ( , , )
x y z
y z x

    
                  
  

1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 11 2
2 2

  

        

  :بنابراين داريم
S S S

curlF.nd ( )d d        2 2
    

احاطه شده است. اما براي محاسبه مساحت اين ناحيه به اندكي دقت  Cي است كه توسط ناحيه Sي دانيم انتگرال پاياني همان مساحت ناحيهاما مي
x)ورت ي داده شده در سوال را به صي رويهاحتياج داريم. اگر معادله a) (y a) z a    2 2 2 شود كه مركز اين كره بازنويسي كنيم، مشاهده مي 22

,a,a)يعني ) يروي صفحهx y a  اي با مركز منطبق بر مركز كره ي با كره، در واقع دايرهقرار دارد. اين يعني منحني حاصل از برخورد اين صفحه 2
  است، پس داريم: a22اي شعاع برابر همان شعاع كره، يعنيانيم براي چنين دايرهداست. مي

S S
curlF.nd d ( a ) a           2 22 2 2 2 2

   
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