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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    
  

fهاي معادله ريشه همانمقادير خاص يا ويژه ماتريس،   »3«گزينه ـ 1 ( ) | A I |   :هستند، پس داريم    

f ( ) A I ( ) ( )
 

                     
 

2 3 2
1 2 2

1 1 1 1 4 2 4 4 2 4 4
1 3 1

    

)معادله بر  ديگر از تقسيم هايباشد و جوابمي 1ها چون مجموع ضرايب معادله صفر است، يكي از جواب )1 آيند. به دست مي  
)براي فاكتورگيري از  ) 1كنيم:به اين صورت عمل مي  f ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )                     2 21 4 1 1 4 1 2 2   

  ) صحيح است.3است. يعني گزينه ( 2ي آن برابر با باشند، بنابراين بزرگترين مقدار ويژهمي -2و  2، 1پس مقادير ويژه ماتريس 
 

nnA، يعنيnبه توانAبرابر است با دترمينان ماتريس nAدترمينان ماتريس  »2«ـ گزينه 2 A. نپس ابتدا دترميناAكنيم.را حساب مي  

A A ( ) ( ) ( ) | A | A
 

                    
  

5 55
3 3 4
2 3 4 3 3 4 3 2 4 2 3 6 8 1 1 1

1 1
 


  

 
)Vبـرداري هـادي خـط     »2«ـ گزينـه  3 , , )1 2 4

    و بـردار نرمـال صـفحهN( , , )2 1

   اسـت، چـونN.V 

 
   انـد. نقطـه   حه مـوازي ، بنـابراين خـط و صـف

)Pدلخواه , , )2 3 |  گيريم، در اين صورت فاصله مورد نظر برابر است با:را روي خط در نظر مي 1 ( ) |

( )

  
 

  2 2 2
2 3 1 1 8

52 1
  فاصله

 
ــه 4 ــ گزين ــر   »1«ـ ــي براب ــار وجه ــم چه ــا حاصــل حج ــه از رأ  ب ــايي اســت ك ــتلط برداره ــرب مخ ــدض ــتركي مانن ــي Aس مش ــاز م ــوندآغ ــونش  . چ

AB ( , , ) 3 3


،AC ( , , ) 2 2 3


ADو  ( , , ) 1 1


 :بنابراين داريم  AB.(AC AD)


      
3 3

21 72 2 3 21 6 21 1

  


´\e  

 
  ضرب خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه است:. اين بردار، حاصلآوريمصفحه باشد را به دست مي با هر دوبرداري كه موازي   »2«ـ گزينه 5

  
i j k

V i j k     1 1 3
1 2 1

  
  

  

xبنابراين معادله خط مورد نظر به صورت y z 
 

 
1 1

1 1   است. 3
 

xي اول يعنياز برخورد دو صفحه  »3«گزينه ـ 6 y
z y
 

  

2
xخواهيم داشت 2 z  4پس اين دو صفحه، شامل خط .x z 4   هستند. همين خـط در

xي اين صفحات شامل خطكند. در نتيجه همهي سومين صفحه هم صدق ميمعادله z 4 .هستند  
 

Vبردار نرمال صفحه مورد نظر برابر ضرب خارجي بردار هادي خط و بردار  »3«گزينه ـ 7
 باشد.مي  

i j k
i j k    


1 1 2 7 4
3 1 1

  
  

  

)Aدلخواهي هبا انتخاب نقط , , )1 1 nاز خط داده شده و بردار نرمال 3 ( , , ) 1 7 4 :داريم  
  : (x ) (y ) (z ) x y z           1 1 7 1 4 3 7 4 18معادله صفحه مورد نظر  

 

  »4«گزينه ـ 8
a a ( ) a

a
( ) , a
( )

                     
                                              

                                   
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x  »2«ـ گزينه 9 y z k( x y z )       6 4 3 5 2 2   

)چون نقطه , , )2 3 )  م:بر صفحه واقع است، لذا داري 2 ) k( ) k k             12 12 6 5 4 3 2 2 11 11   
  ي صفحه خواسته شده به صورت زير است:بنابراين معادله

x y z  16 7 8 27x y z ( x y z ) x y z              6 4 3 5 11 2 2 16 7 8 27   
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

tr(A)باشد و چونمي tr(A)همان دانيم مجموع مقادير ويژهمي  »2«ـ گزينه 10    .تواند صحيح باشد) مي2، پس تنها گزينه (3
 

P  كنيم:صفحات داده شده را به اين صورت نامگذاري مي  »1«ـ گزينه 11 : x y z ; P : x y z ; P : x         1 2 32 3 2 1    

زيرا موازي نيستند P2و P1صفحات
 


1 1 1
1 1 تـوانيم بـه راحتـي    ها يك خط خواهد بود. مـي كنند و فصل مشترك آنبنابراين با يكديگر برخورد مي ،1

x  دست آوريم:ي اين خط را بهمعادله y z
x x

x y z
   

           

2 2 1 2 13


   


  

xخط بنابراينكند. صدق مي P3يي صفحهعادلهدر م P2و P1پس فصل مشترك  2 1   دهد.صفحه را نشان مي 3قسمت مشترك هر  
  

    »1«ـ گزينه 12
  ي پارامتري خط و جايگذاري آن در معادله رويه است:ها بهترين كار استفاده از معادلهبراي يافتن محل برخورد يك خط با ساير رويهروش اول: 

x y z t x t , y t , z t  
          


4 3 2 6 4 3 3 4 26 3 4  

x  دهيم:ي رويه قرار ميها را در معادلهاين y z ( t ) ( t ) ( t ) t t t(t ) t ,   
              

2 2 2 2 2 2
26 4 3 3 4 21 1 1 136 81 9 36 81 9     

tبه ازاي   يبه نقطه( , , )4 3 tرسيم و به ازايمي 2 1 ينقطه( , , )2 6   آيد.دست ميبه 2
ي صـحيح اسـت. مـا نقـاطي را     تـرين راه پيـدا كـردن گزينـه    ي رويـه، سـريع  ي خط و معادلهها در معادلهقرار دادن گزينه هاييدر چنين سؤالروش دوم: 

  خواهيم كه در هر دو معادله، صدق كنند.مي
 

xي اولين خط به صورتكنيم، معادلهابتدا بردارهاي هادي دو خط و يك نقطه از هر كدام را پيدا مي  »4«ـ گزينه 31 y z 
 

1 1
2 1 اسـت. ابتـدا آن را    1

x  در صورت كسرها، يك باشد: zو x،yنويسيم كه ضريببه صورتي مي y z 
 


1 1

2 1 1  

)Pيدهد كه اين خط از نقطهاين معادله نشان مي , , )1 1   گـذرد و بـردار هـادي آن   مـيV ( , , ) 2 1 1
   ي دومـين خـط را هـم بـه صـورت      اسـت. معادلـه

x y z 
 

2 1
1 2 Pيدهد كه خط دوم از نقطهمعادله نشان مينويسيم. اين مي 2 ( , , ) 2 1 گذرد و بردار هادي آنميV ( , , )  1 2 2

  است. حالا از فرمول

|  كنيم:ي دو خط از يكديگر استفاده ميفاصله PP .(V V ) |d
| V V |
 




  
   

i j k
| V V | ( , , )     2 1 1 4 3 5

1 2 2

  
   

| |PP ( , , ) ( , , ) d            
 

4 3 5 6 3 21 2 1 1 1 1 1 516 9 25 5 2


   
 

  دهيم:ي اين ماتريس را تشكيل ميي مشخصهمعادله  »4«گزينه ـ 14
a

f ( ) | A I | f ( ) (a )( )( ) ( ) ( )[ ( a) a ]


                     


2
1

2 1 2 3 2 2 3 3 1
1 3






t»nIw n¼Twj    

ها بايدطبق فرض دو تا از ريشه  به عبارتي ،باشند 2  )ه بـر عامـلِ  ي مضـاعف باشـد. پـس عـلاو    بايد ريشـه  2 )2      ،كـه خـارج از كروشـه اسـت  
عبارت داخل كروشه هم بايد در  )  مقدارش صفر شود: 2 a) a ( a) a a              22 3 3 1 4 2 3 3 1 3   

  

,  ي مشخصه:هاي معادلهيشهعبارتند از ر Aيمقادير ويژه  »2«ـ گزينه 15 , ,  2 2 3 3  
det(A)اش:ضرب مقادير ويژهبرابر است با حاصل Aدترمينان     2 2 3 3 tdet(Aدانيم كهو مي 36 ) det(A) پسtdet(A )  36.  

 



  

3  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

    2آزمون (پاسخنامه (    

f  دهيم:ابتدا معادله مشخصه را تشكيل مي  »2«ـ گزينه 1 ( ) A I
 

     
 

1 1 1
2 2 1
1 1 1

  

  كنيم:ي دترمينان؛ سطر سوم را از سطر اول كم ميتر شدن محاسبهبراي راحت

   f ( ) ( ) ( )( ) ( )
 

              
 

2 2 1 2 1 1 2 2
1 1 1


  

( ) ( ) ( ) ( )                         2 2 2 2 23 1 3 1 2 1 1   
ازهاي اين تابع عبارتند ريشه  و 1البته در . 1ي مضاعف دارد، پس بايد گفت مقادير ويژه عبارتند از:ريشه, ,1 1 .  

fهـاي اعداد مختلط داده شده است، به اين معناست كه اگر ريشـه روي ميدان  Aگويد ماتريساين كه در صورت سؤال مي توضيح: ( )     عـدد مخـتلط
كنيم يعني اگرشدند، آنها را حساب مي   كنيم.هاي آن را به شكل اعداد مختلط حساب ميگوئيم معادله جواب ندارد، بلكه ريشهشد؛ نمي  

 

Aمطابق متن درس، ابتدا دترمينان ماتريس  »3«ـ گزينه 2 3  ،Aاست. اگر دترمينان 3برابر با  Aيكنيم. اگر دترمينان صفر نشود، رتبهرا حساب مي 3
2هاي صفر باشد به ماتريس det  كنيم.دقت مي ،وجود دارندAكه در 2 A ( )( ) ( )( ) ( )( )          1 24 3 3 1 16 1 24 9 15    

2هاي است. حالا به ماتريس 3كمتر از Aيپس رتبه det  :كنيمميدقت  ،هستندAكه در 2
 

   
 

1 3 1 62 1   

  است. 2برابر با  Aيپس رتبه
  

     نويسيم:مي tرا برحسب Aيابتدا با استفاده از معادلات پارامتري، مختصات نقطه  »2«گزينه  ـ3
x t

x y z t A y t
z t

 


    


3 2
2 23 2  

)  دهيم:صفحه قرار مي يمعادله را درAينقطه مختصات t ) ( t) t t t t t t                
52 3 2 5 2 1 6 4 1 1 3 5 3     

z t , y t , x t a b c x y z                 
5 1 1 52 3 2 7 7 123 3 3 3

   
 

احتياج داريم. ابتدا بايد بردار هادي خـط مـوردنظر را تشـخيص    ي يك نقطه از يك خط، به دو چيز ي فاصلهطبق متن درس، براي محاسبه  »1«گزينه ـ 4 
xنويسيم. براي مثال اگر فرض كنيمدهيم و سپس يك نقطه از آن خط را در نظر بگيريم. براي يافتن بردار هادي، معادلات پارامتري خط را مي t گـاه آن 

yداريم t 1ي اول داريمگذاري در معادلهو با جايz t ( t) t    1 2 xپس 1 t،y t 1 وz t 2 دهنـد. بـا   ، معادلات پارامتري خط را مـي 1
Vدر اين معادلات، بردار هادي خط tتوجه به ضريب ( , , ) 1 1 2

 ًاست و اگر مثلاt   يرا انتخاب كنيم نقطهP ( , , )1 1  اي از اين خط خواهـد  نقطه

|  بود. طبق فرمول داريم: PP V |
| V |


 
 
 يفاصلهP از خطL  

i j k
PP ( , , ) ( , , ) PP V PP V i j k                


4 1 1 1 1 4 2 4 2 2 1 4

1 1 2
  

  
      

     

 
  

 
4 1 16 12 2

1 1 4 6
    يفاصلهP از خطL 

 
tو بردار هادي آن نياز داريم. با جايگذاري Lبه يك نقطه دلخواه از خط  »4«گزينه ـ 5    نقطهبينيم كه در معادلات پارامتري، ميP ( , , )2 1   روي خط قرار

Vدر معادلات پارامتري داده شده، معلوم است كه بردار هادي اين خط tبا توجه به ضرايبدارد و  ( , , ) 3 2 4
 يي نقطـه هفاصـل باشد. ميA  از خـطL   برابـر

|است با AP V |
| V |


 
با توجه به مختصات نقاط .A وP :داريم  AP ( , , ) ( , , )       2 3 1 1 4 5 1 3


  

  كنيم:را حساب مي ضرب خارجي مورد نيازاكنون حاصل
i j k

AP V i j k       


5 1 3 2 11 7
3 2 4



  
     

| فاصله AB V |
| V |
  

   
 

4 121 49 174 6
9 4 16 29

 
  
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هندسه تحليلي و جبرخطي: اولفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xبـا فـرض   Lها مشخص شـود. در مـورد خـط   نويسيم تا بردار هادي آنرا مي Lو Lمعادلات پارامتري خطوط  »3«گزينه ـ 6 t    داريـمy t 2 2 

zو 1 پس با توجه به ضريبt ها، بردار هادي خطدر اين معادلهL به صورتV ( , , ) 1 2


   اسـت. در مـوردL   بـا فـرضx t  داريـمty   
1
2 2 

zو t 
5 3
2 V، پس بردار هادي اين خط2 ( , , )  

1 31 2 2
 دو خـط مـوازي   ايـن   شود كهدست آمده معلوم ميي بردارهاي هادي بهاست. اكنون با مقايسه

  بردارهاي هادي آنها با هم موازي نيست. ازير ،نيستند
ي دلخواه از اين خطوط نياز داريـم.  براي بررسي شرط متنافر بودن، به بردارهاي هادي و دو نقطه پردازيم.حال به بررسي متقاطع يا متنافر بودن دو خط مي

tبا جايگذاري مثلاً    يمعادلات پارامتري، نقطهدرP( , , )2 1 روي خطL يو نقطهP ( , , ) 
1 5
2 2 خط يروL ضـرب مخـتلط   آيد. حاصلدست ميبه

  كنيم:زير را حساب مي

i j k
PP .(V V ) ( , , ). ( , , ).( , , )               



1 5 5 3 3 3 15 92 1 1 2 32 2 2 2 2 2 4 41 31 2 2

  
  

       

  فر نشده است در نتيجه اين دو خط متنافر هستند.  ضرب مختلط، صاين حاصل
  ها را نسبت به هم بررسي كنيم:توانيم به صورت زير وضعيت آنساده باشد، مي Lو Lگاهي اوقات كه برخورد دادن معادلاتتوضيح: 

آيـد حـل   بـه وجـود مـي    Lو Lموازي نبودند، يا متقاطع هستند يا متنافرند. دسـتگاهي را كـه از برخـورد    كنيم. اگرابتدا شرط موازي بودن را بررسي مي
Vدست نيامد، آن دو خط متنافر هستند. در اين مثال ابتدا ديديم كهكنيم. اگر جوابي بهمي

 وV
 اگر دو خط متقاطع باشند، لازم است موازي نيستند. حالا

  دستگاه زير جواب داشته باشد.

z

z
x y x

y
x y x

y z




           
  

1

1
2 2 2 2

2 1 1
3 1

  

xزماناين دستگاه جواب ندارد يعني غيرممكن است كه هم 2 xو 2  1  كنند و متنافر هستند.يكديگر را قطع نميباشد پس اين دو خط  
 

  :داريم باشد لذاضرب خارجي بردارهاي  نرمال دو صفحه ميحاصل P2و P1يفصل مشترك دو صفحهبردار هادي   »1«گزينه ـ 7

n ( , , ) 2
1 2 43

  وn ( , , ) 2 3 1    

i j k
n n i j k     



1 2
252 3 1 1 531 2 43

  
      

iاين بردار با بردار j k 6 5 3
  

موازي است زيرا  

25
1 53
6 5 3
 .است  

 
و براي اينكه دستگاه جواب نداشـته باشـد، لازم اسـت دترمينـان      سه صفحه نقطه مشتركي ندارند، هرگاه دستگاه مقابل جواب نداشته باشد  »2«گزينه ـ 8

  ضرايب برابر صفر باشد.
x y z
x y z a
x y az a

  
       
   

2 3 6 1 2 3
5 2 7 1 5 2 5

2 7 8 2 7
  

 

               »             1«ـ گزينه 9
k

k k k k , k         2
2 1

91 1 2 4 13 9 1 44 1 4
   

  

a.c  كار بگيريم:د لاگرانژ را كه در متن درس آمده است بهاتحا كافيست  »1«ـ گزينه 10 a.d
(a b).(c d) (a.c)(b.d) (a.d)(b.c)

b.c b.d
    

            
    

 



  

5  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

لازم نيسـت  Aي دترمينـان محاسـبه . det(A)ضرب مقادير ويژه برابر است بـا و حاصلtr(A)كه مجموع مقادير ويژه، برابر است با دانيممي  »1«ـ گزينه 11
detپذير نيست پسنواروAزيرا در صورت سؤال گفته شده كه A   .است    

  tr(A)
det(A)

                     
                  

1 31 2 3 2 3 2 3
1 2 3 2 3 2 3

18 3 18 158 7 3 18
3   

  

پس 2 و 3   است. 15
 

P  كنيم:صفحات را به اين صورت نامگذاري مي  »2«گزينه ـ 12 : x y z , P x y z , P x y az          1 2 32 3 6 5 2 7 2 7 8  

موازي نيستند، زيرا P2و P1صفحات 
1 2 3
1 5 يك خط اسـت. بـردار هـادي ايـن خـط را تعيـين        P2و P1كنند. فصل مشتركپس يكديگر را قطع مي 2

  كنيم:مي
i j k

V n n ( , , )    1 2 1 2 3 11 1 3
1 5 2

  
      

قرار گرفته است. طبق صورت سؤال،  P3است و هم روي P2و P1آيد كه هم روي فصل مشتركدست مياي بهرا قطع كند، نقطه P3ياگر اين خط، صفحه
  وازي باشد.م P3يبايد با صفحه P2و P1پس فصل مشترك ،ي مشترك داشته باشندصفحه نبايد نقطه 3اين 

V n n ( , , )    1 2 11 1 3
   ل مشتركبردارهادي فصP1 وP2  

n ( , ,a) 3 2 7 يبردار نرمال صفحهP3  
V.n  حه بر هم عمود باشند:براي موازي بودن يك خط و يك صفحه بايد بردار هادي خط و بردار نرمال صف a a       22 7 3 5

     
 

باشد، Aيمقدار ويژه طبق متن درس اگر  »2«ـ گزينه 13

هسـتند:   Aيي مشخصـه هـاي معادلـه  ، ريشهAيويژه ديرمقااست.  A1يمقدار ويژه 1

, ,     1 2 3
19 عبارتند از  A1يپس مقادير ويژه 13

3

1 1 ،
2

1 و 3
1

1 1
1و  3و  1بايـد   A1يي مشخصـه هـاي معادلـه  پس ريشه 9

9 

|  باشند. در نتيجه داريم: A I | ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )                                1 2 3 2 3 21 1 1 4 3 37 31 13 1 4 3 4 39 9 9 9 9 9 9 3  
 

  هاي زير مثبت باشند:آن است كه دترمينان Aشرط لازم و كافي براي معين مثبت بودن طبق متن درس  »4«ـ گزينه 14
m m

m
H m , H , H


  


1 2 3

1 21 2 22 2 4 6



  

H m
H m m m /
H m (m ) m m /

  
         
           

1
2
3

2 2 1 1 1 4
12 8 2 12 2 28 1 4

 
 
  

  

 
nاسـت:  است. بردار هادي اين خط همان بردار نرمال صـفحه  Pگذرد و عمود برمي Aنويسيم كه ازي خطي را ميمعادلهابتدا   »1«ـ گزينه 15 ( , , ) 1 1 1 

ــه ــط معادل ــن خ xي اي y z  
 

1 2 2
1 1 ــه    1 ــدي معادل ــت. در گــام بع ــه     اس ــفحه را ب ــا ص ــورد آن ب ــط را نوشــته و برخ ــارامتري خ دســت ي پ

zآوريم:مي t , y t , x t     2 2   ي صفحه داريم:ر دادن در معادله. با قرا1
x y z (t ) (t ) (t ) t t              8 1 2 2 8 3 5 8 1  

xيپس نقطه  2،y  3 وz  3 خطآيد كه محل برخورد خط و صفحه است. اين نقطه وسط پارهدست ميبهAA س داريم:قرار دارد. پ  
A A A

A
x x x

x x 


 
    

1 2 32 2  

Aبه همين ترتيب Ay y
y

2  پسAy 


2 Ayيعنـي  32   Aاسـت.  4 Az z
z

2   پـسAz 


2 Azيعنـي  32   Aي. نقطـه 4 ( , , ) 3 4 4 
  آيد.دست ميبه
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    
  
  حركت مشتق بگيريم: يبراي به دست آوردن بردار سرعت كافي است از معادله»  2«گزينه ـ 1

R(t) cos t i sin tj tk R (t) sin t i cos tj k | R (t) | sin t cos t            2 23 4 3 4 9 16 1
         

tبنابراين اندازه سرعت در   خواهد بود. 17برابر  

  
|از رابطه ءانحنادانيم مي»  1«گزينه ـ 2 R R |

| R |

 
 

 3

 
 آيد.به دست مي  

R(t) (sin t cos t,sin t,cos t) R (t) (cos t ,sin t , sin t) R (t) ( sin t , cos t , cos t)        2 2 2 2 2 2 2
    

tبه ازاي   داريمR ( , , )  1   وR ( , , )  2 1 پس| R |    21 1  است. براي تعيين| R R | كنيمها را حساب ميضرب خارجي آنابتدا حاصل:  
i j k

R R j k | R R |              


51 2 5 512 1

  
 

 


  

  
vبردار ،بردار نرمال صفحه بوسان»  3«گزينه ـ 3 a


 است.  R(t) ( cos t, sin t, t) v(t) ( sin t, cos t, ) a(t) ( cos t, sin t, )       2 2 2 2 1 2 2

     
tدر نقطه  ، ها به صورتبردار اينv ( , , )

  2 aو1 ( , , )
   2 داريم د بود، در نتيجهنخواه:    

i j k

v a j k

  
  

 
     


2 1 2 4

2
  بردار نرمال صفحه بوسان 

tهمچنين با توجه به اين كه در  ،R( ) ( , , ) 2

   ياز نقطه س صفحه بوسانپ ،است( , , ) 2 به صورت زير است: اشگذرد و معادلهمي  

(x ) (y ) ( )(z ) y z y z           2 2 4 2 4 2      
 

Axهاي درجه دوم به صورتفرم استاندارد رويه  »2«گزينه ـ 4 By Cz Dx Ey Fz G      2 2 2  باشد كه اگـر ميA,B,C      باشـند، معادلـه
xيوار) است. پس معادلهگون (بيضيدهنده يك بيضينشان y z y z     2 2 24 4 4 24 36  وار اسـت. بـراي تشـخيص    گون يا بيضيمعادله يك بيضي

zنوع معادله x y y   2 2 24 9 ظاهر شود، تعداد جملات منفي سـمت  ، معادله را بايد طوري مرتب كنيم كه عدد ثابت با علامت مثبت در طرف راست 3
  دهد، پس داريم:چپ تساوي يكپارچه يا دوپارچه بودن هذلولي را به ما مي

z x (y y)   2 2 2 14 9 3  

z x ((y ) )    2 2 21 14 9 6 36  

z x (y ) x (y ) z          2 2 2 2 2 21 1 1 14 9 4 96 4 6 4  
  وار دو تكه است. باشد، پس هذلوليتا مي 2چون تعداد جملات منفي سمت چپ 

  

V(t)بردار سرعت»  2«گزينه ـ 5 R (t)
  .آيد:دست ميتندي بهماكزيمم آن سازي ناميم كه با اكسترممتندي ذره ميطول بردار سرعت را  است  

V ( sin t, cos t, sin t) | v | sin t cos t sin t (sin t cos t) sin t sin t           2 2 2 2 2 2 24 4 4 16 16 16 16 16 4 1
   

  كنيم:بحراني را پيدا مي يدست آوريم. ابتدا نقطهحالا بايد بيشترين مقدار اين تابع را به
|V|

max min
d

| V(t) | sin t.cos t t , | V | , | V |
dt


       2 4 2 42

  
   nj ÁnHm«ÄI]  

 
  كنيم:بردارهاي سرعت و شتاب را حساب مي»  1«گزينه ـ 6

R(t) ( cos t , sin t , t ) v R (t) ( sin t , cos t , t) a R (t) ( cos t , sin t , )          23 3 3 3 2 3 3 2
    

v.a  هنگامي كه بردارهاي سرعت و شتاب بر هم عمود باشند، خواهيم داشت: cos t sin t cos t sin t t t t
            9 9 4 4  
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم : كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

yبراي تابع»  2«گزينه ـ 7 f (x)آيد:دست ميبه ، انحنا از اين رابطه  
x

| cos |
| y |

(x)
x

( y ) ( ( sin ) )




  
 

3 3
2 22 2

1
2 2
11 1
2 2

  

xدر كه   دهد:نتيجه مي( )  

1
12

1 2و شعاع انحناء برابر ،  

1   باشد.مي 2

 

ياز رابطه شعاع دايره بوسان»  1«گزينه ـ 8 

|  كنيم:آيد. ابتدا انحنا را در اين نقطه حساب ميبه دست مي 1 y |

( y )


 


3

2 21
  

sin  لذا داريم: x cos x sin x cos x cos x sin x
y sec x y y

cos x cos x cos x cos x

        
3 2 2 2

2 4 3
1 2 2  

xدر   :داريمy , y  1پس .
( )

      



3
2

1 11 1
1 

.  

 
  آيد:هاي قطبي، از اين رابطه به دست ميانحناي منحني»  2«گزينه ـ 9

  r e| r r rr | | e e e | e
( ) ( )

e e
(r r ) (e e )

    


 
 

    
        

 

2 2 2 2 2 2

3 3 3
2 2 2 22 2

2 2 2 1
2 2 2

   

Lne  :داريم پس .شعاع انحناء، عكس انحناء است     32 3   شعاع انحناء 2
  

zمنحني  »4«ـ گزينه 10
x


zبايد zكاري نداريم اما به جاي xها است پس با متغيرxقرار دارد. محور دوران، محور xozيدر صفحه 1 y2 قـرار   2

z  بدهيم: z y z y x (z y ) x z x y
x x x

            2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1  
  

xها با صفحات مختصات است. با جايگذاريها، بررسي مقطع آنترين راه تشخيص رويهمطابق متن درس، ساده  »2«ـ گزينه 11       در ايـن معادلـه داريـم

z y 225
4  كه يك سهمي است. با جايگذاريy   يدر آن به معادلهz x  216

4      كه باز هم يك سهمي است. حالا، اگر هر دو سهمي رو به بـالا يـا

zون) داشتيم. اما چونگوار (سهميهر دو رو به پايين بودند، يك سهمي y 225
4  سهمي رو به بالا وz x  216

4        سهمي رو بـه پـايين اسـت، متوجـه
عـدد   zوار هذلولوي است. صفت هذلولوي به اين خاطر در نام اين رويه آمده است كه اگر بـه جـاي  ي موردنظر زين اسبي يا همان سهميشويم كه رويهمي

zثابتي قرار دهيم (مثلاً 1رسيم.ي هذلولي مي) به معادله  
  

aضرايب اين معادله به ترتيب عبارتند از:  »3«ـ گزينه 12  5،b 2 cو 8  b  در نتيجه داريم: 5 ac ( ) ( )( )       2 24 5 5 9   
  هاي آن بهتر است فرم استاندارد معادله را بنويسيم:پس اين معادله يك بيضي (يا در حالت خاص دايره) است. براي تشخيص شعاع

A | A I | ( )( ) ( )( ) ,
 

                          
25 4 5 4 5 5 16 1 9 1 9 1 94 5 4 5     

x  كند:ي ثابت معادله، تغييري نميدر ضمن جمله 9و  1عبارتند از  y2و x2پس در دستگاه جديد، ضرايب y
x y

 
     

2 2
2 29 36 136 4  

S  داريم. مساحت آن برابر است با: 2و  6هاي يك بيضي با شعاع ( )( )   2 6 12  
  



  

3  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

aبه ترتيب y2و x2،xyضرايب  »3«ـ گزينه 13  3،b 2 2 cو3    توان تعيين كرد:به سرعت مي هستند. نوع منحني را با توجه به علامت 3
b ac ( )       2 23 3 3 6  

   ي بيضي يا در حالت خاص، دايره است. براي يافتن فرم استاندارد بايد ماتريسدهندهنشانA ي آن را پيدا كنيم:را تشكيل داده و مقادير ويژه  

A | A I | ( )( )
    

                        
   

23 3 3 3 6 123 3 3 6 6 36 24 12 3 323 3 3 3
  

3عبارتند از y2و x2بنابراين ضرايب 3و 3 را سمت راست تساوي داريم پس  1ي داده شدهي ثابت معادله نبايد تغيير كند. در معادله. جمله3
)يلهبا تغيير متغير به معاد )x ( )y    2 23 3 3 3 ي ثابت سمت راسـت  عوض شود اما جمله y2و x2خواهيم رسيد. ممكن است جاي ضرايب 1

  باشد. 1بايد
  

كـه صفحه قرار داشته باشد بايد تاب آن صفر باشد. طبـق فرمـول كتـاب، بـراي آن     كه يك منحني دربراي آن  »3«ـ گزينه 14       شـود بايـد دترمينـان
  ماتريس زير صفر شود:

bt atx y z

x y z bt at abt abt abt

x y z b at

  
         
  

2 3

2 2 2 2
3 1 2

6 3 72 36 36
6 6

   


  

abكه اين دترمينان همواره صفر باشد بايدبراي آن   يكي از ضرايب شود. به عبارتي حداقلa ياb .بايد صفر باشد  
  

teداريم Aيدر نقطه  »1«ـ گزينه 15 1 پسt   نويسيماست. فرمول تاب را مي:  | R .(R R ) |

| R R |

  
 

  2

  
   

tبردارهاي موردنظر را در   آوريم:دست ميبه  
t t t

tt t t

t t t

R (t) (e , e , e ) R (t) ( , , )

R (t) (e , e , e ) R (t) ( , , )

R (t) ( , , )R (t) (e , e , e )



           
      

2 3

2 3

2 3

2 3 1 2 3
4 9 1 4 9

1 8 278 27



 
 


  

  در نتيجه داريم:

R .(R R )       
1 2 3 1 2 3
1 4 9 2 6 36 24 12
1 8 27 4 18

  



t»nIw n¼Twj  

Rحالا R 
  كنيم:را حساب مي  

i j k

R R ( , , )    1 4 9 36 18 4
1 8 27

  
   

  داريم:در نتيجه 
( )

    
   2 2 2 2 2 2 2
12 12 12 6

2 4 9 4 936 18 4 2 18 9 2  
  

  

  كنيم.براي سادگي بيشتر از هر سطر، سطر قبلي را كم مي



  

4 

ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم : كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    2آزمون (پاسخنامه (    

yمطابق متن درس، منحني   »2«گزينه ـ 1 f (x) را معمولاً  به صورتx t

y f (t)


 

كنيم. در اين مثال داريمپارامتري مي 
x t

y t





ي مسـير  پس معادله 2

R(t)حركت به صورت (t , t ) 2 گيري نسبت بهشود. با مشتقنوشته ميt توانيم بردار سرعت را تعيين كنيم:مي  R (t) ( , t)  1 2
   

دســت ي پــارامتري بــهاســت. در حــالي كــه طبــق معادلــه 5برابــر بــا  نامنــد. طبــق صــورت ســؤال، تنــدي ثابــت وي بــردار ســرعت را تنــدي مــيانــدازه
|آمده، R (t) | t   21 4

 شويم كه بايد مسير حركت را به صورتي پارامتري كنيم كه تنـدي حركـت،   جا متوجه مييعني تندي حركت، ثابت نيست. از اين

كنيم. به اين صـورت كـه داريـم   استفاده مي g(t)از tردنظرِ طراح سؤال، به جايشود. براي پيدا كردن معادلات پارامتري مو 5ثابت و برابر با 
x g(t)

y g (t)





2 

R(t)پس (g(t) ,g (t)) 2 گيري نسبت بهبا مشتقt :خواهيم داشت  
g(t)
( , ) g (t) g (t)


      

1
1 1 1 4 1 5 gدر5 (t) g (t)  21 4 5  

g  گيريم:ي بالا يك بار ديگر مشتق ميحال از رابطه (t) g(t)g (t)
g (t) g

g (t)

    


2
22

81 4
1 4

  

g
   

5 4 1 55
5

g (t)   4  

R (t) ( , ) ( , )       4 2 4 1 1 4 2R(t) (g(t),g (t)) R (t) (g (t), g (t)g(t)) R (t) (g (t) , g (t)g(t) g (t))           2 22 2 2  
  

yشويد كه تساويدقت كنيد متوجه مي zو yاگر به معادلات  »1«گزينه ـ 2 z  دانيم اگر يك منحني در صفحه واقع باشد، تـاب آن  ميبرقرار است.  4
yيصفحه ر است و چون منحني داده شده درصف z     آن صفر است.قرار دارد پس تاب  4

 

  آوريم.ابتدا بردارهاي سرعت و شتاب را به دست مي  »2«گزينه ـ 3
t t t t t tR(t) (e , t,e ) R (t) (e , , e ) ( , , ) , a (e , ,e ) ( , , )

t Ln t Ln
        

 
2 22 2 2 2 22 22 2

      

i j k

R R ( , , ) | R R |           
22 2 1 2 2 32

22 2

  

 



  

|  بنابراين انحناي منحني برابر است با: R R |

| R | ( ) ( )

 
     

  
3 3 3

3 3 3 2 2
9 3 91 92 2 2 22 2

 
  

  

Rيبا محاسبه  »1«نه ـ گزي4 (t)
 كنيم:اش آغاز ميو تقسيم آن بر اندازه  

R ( sin t cos t , cos t sin t) ( sin t cos t , cos t sin t)
T , R ( sin t cos t , sin t cos t) T

| R | sin t cos t cos t sin t sin t cos t(sin t cos t)

       
  

2 2 2 22 2
2 4 2 4 2 2 2 2

1

3 3 3 33 3
9 9 9

  




  

( sin t cos t , cos t sin t)
T ( cos t ,sin t)

sin t cos t


   

2 23 3
3

  

T(t)گيري ازبا مشتق
 اش به بردارو تقسيم آن بر اندازهN

 رسيم:مي  T (t) (sin t,cos t)
N (sin t ,cos t)

| T (t) |


  

 1


  

  در نهايت داريم:
i j k

B T N cos t sin t ( , , )

sin t cos t

     1

  
  

  


  

  



  

5  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

x  كنيم:ميرا حساب  yو x،x،yبا توجه به فرمول، ابتدا  »1«گزينه ـ 5 cos t t sin t    
x sin t sin t t cos t sin t t cos t       2  
y sin t t cos t    
y cos t cos t t sin t cos t t sin t     2  

t| y x x y | | cos t t sin t cos t t sin t sin t t sin t cos t t cos t | | t |
(t)

((x ) (y ) ) (cos t t sin t cos t t sin t sin t t sin t cos t t cos t) ( t ) ( )

          
       

        

2 2 2 2 2 2 2 3
3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 3 2 3 2 2 3 5
8

2 2 1 1 3
  

  
x)يدر صفحه هاي پارامتري كهآوريم. براي منحنيابتدا انحناي منحني را به دست مي  »1«ـ گزينه 6 , y) كنيمقرار دارند از رابطه زير استفاده مي:  

t t t t

t t

| x y y x |

(x ) (y )

   
 

   

3
2 2 2

  

t                   كنيم:حساب ميtرا نسبت به yو xهاي اول و دومِمشتق t

t t

x a( sin t sin t t cos t) at cos t x a(cos t t sin t)
,

y a(cos t cos t t sin t) at sin t y a(sin t t cos t)

        
        

  

t| a (t cos t sin t t cos t) a (t sin t cos t t sin t) | a t a t

at aa t
a t cos t a t sin t (a t )

  
          

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1
2  

يشعاع انحنا؛ از رابطه 

a  آيد.به دست مي 1 a a        


61 2 2 6 3  

  
    »2«گزينه ـ 7

)يم كه شرط استفاده از فرمول نيوتن را داريم يا نه؟ منحني داده شـده از كنگير است. بررسي ميعادي شعاع انحناء، وقت استفاده از فرمولروش اول:  , )  
yي كمترين درجه در نزديكي مبدأ داريمگذرد. در ضمن با استفاده از قاعدهمي  پس محور ،xتـوان از فرمـول   و مي ها بر منحني داده شده مماس است

  نيوتن استفاده كرد:

x x

x x
lim lim

y y 
    

2 2
22 

  

  داريم: yكنيم، با تقسيم طرفين معادله بري اين حد استفاده ميمنحني براي محاسبه ياز معادله
x x x

x ( ) y x( ) y ( ) y
y y y

      
2 2 22 3 2 2 5   

xوقتي   ريمكند، داميل ميy   وx

y
 

2
)  پس داريم:  2 )          

52 2 5 4       

|براي استفاده از فرمول عاديِ روش دوم: y |

( y )


 


3

2 21
  فين معادله دو بار مشتق بگيريم.كنيم. بهتر است از طررا حساب مي yو yابتدا 

x y x y x y y x y y x y y x yy y                 4 4 3 3 2 2 3 3 2 22 5 4 4 3 3 4 2 5   
x y y y y x yy y y y y y yy y                  2 2 3 212 12 4 6 6 3 4 2 2 5   

xي قبليحالا در دو معادله y   دهيم. خواهيم داشت:قرار مي  y

y y y

 
       

5
4 2 5

 
  

  

yبنابراين   وy 
4
  . با جايگذاري در فرمول انحناء داريم:5

| |

( )

  


3
2

4
45
5

1 

  

پس شعاع انحناء برابر با  

1 5

  است. 4
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ها و توابع برداريها، خمرويهفصل دوم : كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

y  :را حساب كنيم yو yبا توجه به فرمول بايد  »3«گزينه ـ 8 cosh x  y sinh x   y cosh x        

توجه داشته باشيد كه
x xe e

cosh x


 و 2
x xe e

sinh x


   باشد.مي 2

ee e eex y ( ) sinh( )
e

       
1 2

1
11 1 1 2 2 و          2

ee e eex y ( ) cosh( )
e

       
1 2

1
11 1 1 2 2 2   

e e e e e
ee e e e e

(e ) (e )e e e e e (e )
( ( ) ) ( ) ( ) ( )

ee e e ( e)

    

      
      

 

2 2 2 2 2
2

3 3 3 3 2 3 2 22 4 2 4 2 2 22 2 2 2 2 32 2 2

1 1 1 1 1
42 2 2 2 2

1 11 1 2 2 1 11 1 82 4 4 2

   

  
  را حساب كنيم: yوyوx،xاند، بايدبه صورت پارامتري داده شده yو xتوجه به آن كه با  »1«ـ گزينه 9

t t
t t

y a (sin ) y ta (cos )
       

2 2

2 tو      2 t
t t

x a (cos ) x ta (sin )
       

2 2

2 2  

t t t t
ta cos ( ) ta sin ( ) ta (cos sin ) ta

t
at t t t

[( a cos ( ) a sin ( )] [ a (cos sin )] ( a )

   
       

      
   

      

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 32 2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 2

12 2 2 2

12 2 2 2

  

  
r(t)اگر  »4«ـ گزينه 10 x(t) i y(t) j z(t)k  

   
  :آيدمي دستبهطول قوس اين منحني از رابطه زير  گاهآنباشد  

t
ds x y z dt s x y z dt           2 2 2 2 2 2


  

R(t)آن با برداربا توجه به صورت سؤال و مقايسه 
 :مذكور داريم  x(t) t cos t x (t) cos t t sin t   ÁoÃ¬¢Tz¶  

y(t) t sin t y (t) sin t t cos t   ÁoÃ¬¢Tz¶  

z(t) t z (t) t t    
3 1 1
2 2 28 8 3 23 3 2

ÁoÃ¬¢Tz¶  

t t t t t
s (cos t t sin t) (sin t t cos t) ( t ) dt t tdt s (t ) dt s (t ) dt t                  

1 22 2 2 2 222 1 2 1 1 2   
  

t
s t s t t s t t         

2
2 22 2 2 1 2 12  

s (t ) t s t s          22 1 1 1 2 1 2 1 1  
  

tابتدا بايد انحناي منحني را در  »2«ه گزينـ 11   :محاسبه كنيم  | R (t) R (t) |

| R (t) |

 
 

 3

 
  

Rبه بردارهاي (t)
 وR (t)

 :نياز داريم  
  t t t t t t t t t t t t t tR (t) (e ,e cos( e ), e sin( e )) R (t) (e ,e cos( e ) e sin( e ), e sin( e ) e cos( e ))             2 21 1 1 1 1 1

   
tبه ازاي    داشت:خواهيم  R ( ,cos sin , sin cos ) , R ( ,cos , sin )      1 2 2 2 2 1 2 2

   
  كنيم:ضرب خارجي اين بردارها را حساب مي

i j k

R R cos sin ( cos sin cos sin cos sin ,sin cos sin ,cos sin cos )

cos sin sin cos

( ,cos , sin )

            
  

  

2 21 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2

1 2 2

  
 

  

Rي برداري اين بردار و اندازهي اندازهبه اين ترتيب با محاسبه
 :داريم  cos sin

( ) ( )( cos sin )

 
    

 

2 2

3 22 2 3
1 2 2 2 1 1

22 21 2 2
  

tانحناي اين منحني در   برابر با 
1
  است، پس شعاع انحناي آن برابر است با: 2  


1 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

xبايد xكاري نداريم اما به جاي yانجام شود. پس به متغير yخواهيم دوران حول محورمي  »2«ـ گزينه 12 z2   قرار دهيم.  2
y x y ( x z ) y x z         2 2 2 2 2 21 1 1  

  كنيم:مقاطع مختلف را بررسي مي
xاگر   قرار دهيمy z 2   يك سهمي است.  1
zاگر   قرار دهيمy x 2   يك سهمي است.  1

  آيد.دست ميوار) بهگون (سهميجا مطمئن شديم كه يك سهميهر دو سهمي رو به بالا هستند پس تا اين
yاگر c  ،قرار دهيمx z c  2 2 c)يك دايره است 1 )1 گون موردنظر، دايروي است.پس سهمي  

  

zي رويهابتدا با استفاده از معادله  »2«ـ گزينه 13 x y 2 zيو صفحه 2 x   دست آوريم:را به cي پارامتري منحنيمعادله 2
x t z t ( t) t y y t y t         2 2 2 2 22 2 3 3  

R(t)  داريم: Cبه اين ترتيب براي منحني (t , t , t) 3 2
  

)Aيدر نقطه , , )1  داريمt   يو در نقطهB( , , )1 3 tداريم 2 1 .  

t t ts | R (t) | dt x y z dt dt dt               
1 1 1 12 2 2 1 3 4 2 2 2 2
   

 طول قوس  
  

R(t)ي برداري اين ذره از مبدأ مختصات يعني اندازهفاصله  »1«ـ گزينه 14
دانيـد طور كه مي. همانR(t).R(t) | R(t) | 2       گيـري از  بنـابراين بـا مشـتق

d  طرفين داريم:
R (t).R(t) R(t).R (t) | R(t) |

dt
   2      

R(t).Rطبق فرض (t) 
 

 است پسd
| R(t) |

dt
2
 يعني| R(t) |2

 تابعي صعودي است پس| R(t) |
 .هم به مرور زمان در حال افزايش است  

|ت يعنييعني اين ذره در حال دور شدن از مبدأ است. اكنون به تندي حرك R (t) |
 دانيم كه:دقت كنيم. مي| R (t) | R (t).R (t)  2   :پس  

d
| R (t) | R (t).R (t) R (t).R (t) R (t).R (t)

dt
        2 2
        

Rطبق فرض .R  
 

 :است پسd
|R (t) |

dt
 2

  

R|يعني (t) |
 مان در حال كاهش است.تابعي نزولي است پس تندي حركت به مرور ز  

  

|فاصله از مبدأ برابر است با  »1«ـ گزينه 15 R(t) |
 ي اين بردار داريم:ي اندازهپس با محاسبه  

t t t t| R(t) | e cos t e sin t e e      2 2 2 2 2  
tنزولي است و وقتي teتابع  ،ميل كندte         به صفر ميل مي كند. پس اين ذره در حال نزديك شدن به مبـدأ اسـت. بـراي تشـخيص جهـت

tحركت آن كافيست محل آن را در  وt


   حساب كنيم. 2

t A( , ) t B( ,e )



     21 2    

  قطه دقت كنيد.به محل اين دو ن
  كند.ها حركت مياين ذره در خلاف جهت مثلثاتي يعني در جهت عقربه

  

y

x

B

A

1


2e






    

1  

توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    1آزمون (پاسخنامه (    
  

dz    »1«گزينه ـ 1 d z d z
z t t t (t ) (t ) z x x x x (t )

t t dx tt dx dx

                  
2 23 3 3 3 3 2

3 2 2
1 1 1 13 3 3 3 6 6  

  

gدهيمقرار مي  »4«ـ گزينه 2 x y z c    4 3 2  و با توجه به اين كهx متغير مستقل است پسy وz تابع بوده و لذا داريم:  
x z

x z x z

y z y z y z

f f(f ,g)
f f f fdy (x, z)

(f ,g) f fdx f f f f
(y, z)


   

       
   
 

4 2 2 4 2 4
2 3 2 3

3 2

  

  

  ژاكوبين موردنظر برابر است با:  »1«ـ گزينه 3
x z y z x

(u, v, w)

(x, y, z)

 







2 2 2 2 2
1 1 1
1 1 1

  

  شود.با هم برابر هستند، دترمينان بالا صفر مي ماتريس چون ستون اول و سوم
vوجه كنيد كهتابتدا روش دوم:  w u 2 2   ي مستقل از متغيرها بين توابع وجود داشته باشد ژاكوبين صفر است.دانيم اگر رابطهو مي 2

  

Vبرابر zو ارتفاع y، عرضxحجم جعبه به طول  »2«ـ گزينه 4 xyz و آهنگ تغييرات حجمdV

dt
  است. 

dV dx dy dz
yz xz xy ( ) ( / ) ( )

dt dt dt dt
       8 3 12 5 15 2 48      

  

r  »1«گزينه ـ 5
 يك ميدان برداري وr دانيممياست.  تابع حقيقيr

. .(r r)
r

   1
   :بنابراين داريم  

r r r r
. r ( . r) ( r ). r r ( i j k ).(xi yj zk) ( i j k ). r
r x y z x y z

r r r
r ( r ( i r j r k). r

x y z

  
  

   

      
                   

  
    

  

1 1 11 1 1

1 2 2 23

             


   
  

r  دانيم:از طرفي مي x r y r z
r xi yj zk r x y z , ,

x r y r z r

  
          

  
2 2 2 2    

r x y z r (r . r) r
. r r ( i j k). r r r ( ). r r r r r ( ) r
r r r r r r r

                    
2

1 2 1 2 1 2 1 2 13 3 3 3 2
         

r r r r x y z r
( . ) i ( r ) j ( r ) k ( r ) r i r j r k r ( i j k) r r

r x y z x y z r r r r r

            
                

     
1 1 1 2 2 2 2 2

3
22 2 2 2 2 2 2 2

             

  

ــ 6 ــه ـ ــله  »4«گزين ــهفاص x)يي نقط , y,z) ــه )ياز نقط , , )1 2 ــا   1 ــت ب ــر اس dبراب (x ) (y ) (z )     2 2 21 2 ــتر،    1 ــادگي بيش ــراي س ب
fتابع (x ) (y ) (z )     2 2 21 2   گيريم.، جذر ميfگيريم و در پايان از مقداررا در نظر مي 1

g  آيد:ه به دست ميي كرقيد يا محدوديت هم از معادله x y z    2 2 2 24   

yx  نويسيم:رو ميحالا دستگاه لاگرانژ را به صورت روبه z

x y z

ff f (x ) (y ) (z )

g g g x y z

  
      

2 1 2 2 2 1
2 2 2  

  نويسيم:مي xرا برحسب zو yهابا استفاده از اين تساوي
y(x ) x(y ) y x y x        1 2 2 2  
z(x ) x(z ) z x z x        1 2  

x  داريم: gيبا جايگذاري در معادله ( x) ( x) x x        2 2 2 22 24 6 24 2  
yپس x  2 zو 4 x   2نقاط .A( , , )2 4 )Bو 2 , , )  2 4   آيند.دست ميبه  2

d  داريم: Aيدر نقطه ( )    2 2 21 2 1 6  
d  داريم: Bيدر نقطه ( ) ( ) ( )     2 2 23 6 3 54  

  دهد.نقطه از كره را نشان ميي آن بيشترين فاصله 54كمترين فاصله و 6پس



  

2  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

گـذرد. بـا برخـورددادن ايـن     ي خطي را بنويسيد كه از آن نقطه و از مركز كره ميخواهيد، معادلهي يك نقطه از يك كره را ميهرگاه فاصله تر:روش كوتاه
  خط و كره به نقاط مورد نظر خواهيد رسيد.

)Pي داده شده:در اين مثال نقطه , , )1 2 )Oو مركز كره، 1 , , )   .است  
x  گذرد اين است:مي Oو  Pي خطي كه از معادله y z

y x , z x
  

     
   

21 2 1
  
  

  

x  ي كره داريم:با برخورددادن اين خط و معادله ( x) ( x) x x y z             2 2 2 22 24 6 24 2 4 2  
)Aپس نقاط , , )2 4 )Bو 2 , , ) 2 4 )Pي اين نقاط را ازآيند. حالا فاصلهدست ميهب 2 , , )1 2   كنيم:حساب مي 1

Bd    9 36 9 54               Ad    1 4 1 6  
  

zچون صورت و مخرج كسر هر دو نامنفي هستند پس  »3«گزينه ـ 7     و از طرفي صورت كسر كوچكتر از مخرج اسـت بنـابراينz 1   در نتيجـه بـرد .
]تابع , )1 باشد.مي  

  

)را در نقطه fابتدا گراديان تابع  »4«گزينه ـ 8 , )1   آوريم:مي دستبه 1

y

x
x(x y ) x(x y ) y(x y ) y(x y )

f ( , ) ( , )
(x y ) (x y ) 


      

   
  1

2 2 2 2 2 2 2 2
12 2 2 2 2

2 2 2 2 1 1
  

,u(xحال جهت موردنظر را y)
 گيريم، در اين صورت لازم استدر نظر ميuD f ( , )1 1 يا همانf .u

  .برابر صفر شود  
uD f ( , ) f .u ( , ).(x, y) x y x y        1 1 1 1


  

  

z  كنيم.اي استفاده مياز قاعده مشتق زنجيره  »3«گزينه ـ 9 z x z y z z
. .

v x v y v x y

      
   

      
zو         z x z y z z

. .
u x u y u x y

      
   

      
  

z z z y (u v) u vy
xu v x x y (u v) (u v) u v( )
y

    
      

       
2 2 2 2 2 22

1
2 22 2

1
  

  

nاست. اگر n2و مخرج داراي درجه 2ر داراي درجه صورت كس  »3«گزينه ـ 10 1     درجه صورت و مخـرج مسـاوي بـوده و لـذاf در( , )     فاقـد حـد و

nباشد اما اگرناپيوسته مي 
1
fمخرج از درجه يك و لذا كسر برابر 2 ( , )    و لذاf در( , )  .پيوسته خواهد بود   

  

yصورتبهشرط داده شده را   »3«گزينه ـ 11 x 1 برايx 1 نويسيم پس:مي  f (x, y) x y x ( x ) g(x)     2 2 2 48 8 1  

( x )
g (x) x ( x ) x x ( x ) x ( x ) x x

x x

                
333 3216 16 1 42 1 2 8 1 2 1 3 2 9  

)gچون ) 
4 8
9 )gو 27 )  8وg( ) 1 8مينيممو  8پس ماكزيمم   1

  خواهد بود. 27
  

xچون  »3«گزينه ـ 21 y y
g e z

x

   2
2  ردارپس بg

 بردار هادي خط قائم است. به ازايx 1 وy  zداريم 2  )و لـذا در نقطـه   3 , , )1 2 3 

x  شود.معادله خط قائم نوشته مي y x yy x y z
g ( e , e , ) ( , , )

x x

    
           

 
2 2

3 2
2 1 1 2 32 1 2 1 2 1





  

x y
: z x , y

  
        

 
1 2 3 3 5 22 1


  

  

f  آوريم:مي دستبهرا  fگراديان ابتدا  »4«گزينه ـ 13 ( x y , x y ) f ( , ) ( , )     3 212 3 1 2 14 13
   

uجهت موردنظر را
 گيريم، در اين صورت داريم:در نظر مي    

uu (cos ,sin ) (cos ,sin ) ( , ) D f f .u ( , ).( , )
  

         
2 2 2 2 2135 135 14 132 2 2 2 2

  
   
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

fنقطه بحراني از حل  »3«گزينه ـ 41 ( , ) 


  آيد.مي دستبه  
x( x y ) ( )

f ( x xy , y x y) ( , )
y(x y ) ( )

         
 

2 2
3 2 3 2

2 2
2 2 14 2 4 2
2 2 2

 
 


  

,xاگر y همزمان برابر صفر نباشند، پسx y 2 22  ) شود) نتيجه مي1از معادلهx   ) به رابطه2كه با جايگذاري در معادله (y 34   رسـيم  مـي
yكه   دهد. پس تنها جوابرا نتيجه مي( , )  است. چون( , )   وي مسـيرهاي خاصـي بـه   دهـد. پـس ر  اي نمي، آزمون مشتق دوم نتيجه( , )   

  شويم.نزديك مي

( , ) زيني استy f (x, ) x min ( , )

x f ( , y) y max ( , )

   

   

     
    

4

4
SwH ¾ˆ£º

SwH ¾ˆ£º
  

  

sinارزيكند، از همن كمان مقابل سينوس به سمت صفر ميل ميچو  »1«گزينه ـ 51 u ~ u كنيم، در اين صورت:ه مياستفاد  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

sin(xy) xy
lim lim

| x | | y | | x | | y | 


    
  

)درجه صورت بيشتر از درجه مخرج است و تنها ريشه مخرجچون  , )  .است و مخرج كسر همگن است پس حد موردنظر موجود و برابر صفر است  
  

zوطابتدا فصل مشترك مخر  »4«گزينه ـ 16 x y 2 2 xيو صفحه 2 z 2   آوريم و داريم:را به دست مي 3
x z

z x y z ( z) y z z y y z z

 

               2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2

3 2 9 4 12 3 12 9 
  

  ادله يك بيضي است. هم علامت و نابرابر هستند پس معادله رويه به دست آمده، مع z2و y2جه به اينكه ضرايببا تو
xاز طرفي چون y z 2 2 f  دهيم و داريم:قرار مي fباشد، اين معادله را درمي 2 z z z  2 2 22  
  . از معادله بيضي به دست آمده داريم:z22را بيابيم كه برابر است با fخواهيم كمترين مقداردر واقع مي

z z y y ( z z )        2 2 2 23 12 9 3 12 9  
zهمواره مثبت است پس بايد y2با توجه به اينكه z  23 12 9  :باشد و داريم  (z z ) (z )(z ) z           23 4 3 3 3 1 3 1   

fپس كمترين مقدار 1برابر است با  z2كه كمترين مقدار برابر z   صحيح است. 4و  اين يعني گزينه  2شود نيز مي 22
  

x(x  كنيم:را ساده مي uابتدا ضابطه  »2«گزينه ـ 71 y ) x(x y)(x xy y )
u x x y xy

x y x y

   
    

 

3 3 2 2
3 2 28 2 2 4 2 42 2    

u u u
x xy x y

y x y x y

  
       

    

2 3
2

22 8 4 8 4  
  

  در جهت بردار گراديان است. سوئيحداكثر مشتق   »2«گزينه ـ 18
f ( x y z , x z , xz y ) ( , , )         2 2 33 1 4 1 2 4 1 4 3


  
f

( , , )
| f |


 


1 4 35 جهت گراديان  

  

gاگر  »1«گزينه ـ 91 x y z   1 3  وg x y z    2 2 2
2 2 1  بردار نرمال صفحه قائم برc برابرu g g  1 2

  .است  
A( , , )g ( , , ) , g ( x , y , z) ( , , ) u( , , ) u( , , ) x y z                 2 11

1 21 1 3 2 2 4 4 2 4 1 8 6 5 4 3 5 4 3 17
 

   
  

  تابع داده شده همگن درجه صفر است، بنابراين قضيه اويلر:  »4«گزينه ـ 20
z

z z z z yxx y x y
zx y x y x
y


          

   


  

  

uكنيم؛ به كمـك تغييـر متغيـر   را حساب مي Aابتدا مقدار  »2«ـ گزينه 12 x 1،v y 2 وw z 1  صـورت بـه ، حـد
(u,v,w) ( , , )

uvw
lim

u v w    2 2 2   

  آيد، كه چون درجه صورت بزرگتر از درجه مخرج است، حد موجود و برابر صفر است.در مي
  به راحتي معلوم است چون درجه صورت و مخرج برابر است، حد وجود ندارد. Bاما براي تعيين

  



  

4  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  »  4«گزينه ـ 22
,x)دلخواه يي نقطهفاصله y) از خطx y  3 2 6  آيد:با فرمول مقابل به دست مي  | x y |

d
( )

 


 2 2
3 2 6
3 2

  

xتوانيم ابتدا كمترين و بيشترين مقدار تابعمي y
f (x, y)

 


3 2 6
13

  را خواسـتيم از مقـادير بـه دسـت آمـده       dرا به دست آوريم و در پايـان اگـر مقـدار    

,x)يگيريم. نقطهقدر مطلق مي y) روي بيضي قرار دارد پس داريمx y 2 24   راه مختلف مسأله را حل كرد: 2توان از حالا مي 4
  ):1روش اول (رياضي عمومي 

yاز معادلـــــه بيضـــــي داريـــــم   x   22  fيبـــــا جايگـــــذاري در ضـــــابطه   1
fداريم (x) ( x x )  21 3 4 1 6

13
 حالا نقاط بحرانيf كنيم.را پيدا مي  

x x
f (x) ( ) x x

x x

( x ) x x x

       
 

       

2
2 2

2 2 2

1 8 43 3 3 1 4
13 2 1 1

9 39 1 16 25 5

   
  

yبا توجه به معادلات x   22 xه دربينيم كو كمي دقت به شكل، مي 1  
3
yداريم 5 

8
xو در 5 

3
yداريم 5  

8
5.  

( ) ( )


         2 23 3 8 8 36 256 292 4 73 2 73
5 5 5 5 25 25 25 25   Bاز Aفاصله5

  ):2روش دوم (رياضي عمومي 
fيشترين مقدار تابعكمترين و ب ( x y )  

1 3 2 6
13

gرا با قيد  : x y 2 24   خواهيم. بهتر است دستگاه لاگرانژ را به اين صورت بنويسيم:مي 4

yx

x y

( )ff
y x y x

g g x y


          

1 13 2 6 16 813 13
8 2 313 13

  

  داريم: gيبا جايگذاري در معادله
y x

x x x x x y


            
8

2 2 2 2 364 1 36 6 3 84 4 49 9 1 1 5 5
 

 
  

)Aالا نقاطح , )
3 8
5 )Bو 5 , )

3 8
5   آيند و مانند روش اول:به دست مي 5

2 73
  Bاز Aفاصله5

  

دهيمقرار مي»  3«ـ گزينه 32
x

cos
y

u
x y xy


 

zuاست، و - 1همگن درجه  u، در اين صورت e:در اين صورت داريم ،    

z

z

z z e
x y ( )

x y e

 
     

 
1 1  

  

دانـيم در  آوريم، ولي كمي طولاني خواهد بود و در ضمن نيازي به ايـن كـار نيسـت. مـي     دستبه را fعادي بسط تيلور توانيم به روشمي   »4«ـ گزينه 42

uهمسايگي مبدأ داريم
cos u ~ 

2
1 x)  توان نوشت:، بنابراين مي2 y) x y

f (x, y) cos(x y) ~ x y


      
2 2 4 2

2 21 12 2 2    

yو چون فقط بسط را تا درجه دوم نياز داريم، پس
f ~ 

2
1 )واهد بود و در اين صورت داريم:خ 2 / )

f ( / , / ) ~ / /
           

245 4 1 1 8 99922  
  

y(x    كنيم:مقابل تجزيه مي صورتبهابتدا صورت كسر داده شده را   »1«گزينه ـ 52 ) (x ) (x )(y(x ) )      2 1 2 1 1 1 2  

(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

(x )( xy y)
lim lim ( xy y)

x 

  
    

11 11
1 2 2   حد 41

  

2

2

11

A

B

3

2


y

x
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

   2آزمون (مه پاسخنا (    

zهابا توجه به گزينه  »4«گزينه ـ 1

x




zو 

y




را  zگيـريم در حـالي كـه   مشـتق مـي   yوxكنيم، بدين منظور از رابطه داده شده نسـبت بـه  را محاسبه مي 

,yتابع x كنيم.فرض مي  x x x x

y y y y

x yz xyz ( z ) yz xyz z
y xz xyz ( z ) xz xyz z

               

1 1
1 1

³»j ¾M −»H ¾‰MHn ´Ãv£UKve oM ¢Tz¶
Kve oM ¢Tz¶  

y x x y x y x y x yyz yzz xyz xyz z xz xzz xyz xyz z (xy xz)z (yz xy)z xz yz             ¸Ãˆw» ¸Ã o‡  
x yx(y z)z y(z x)z (x y)z       

  

yf  دهيم:مقدار موردنظر قرار مي براي محاسبه   »2«گزينه ـ 2 (x, y) x وx  2 وy  3 وx /  1  وy /  3    

y  در اين صورت به كمك فرمول تقريب داريم: y
x y

f f
yx f ( , ) , x Lnx f ( , ) Ln

x y
 

     
 

1 2 3 12 2 3 8 2  

x yf ( / , / ) f ( , ) f ( , ) ( / ) f ( , ) ( / ) f ( / , / ) / / Ln /                  2 1 3 3 2 3 2 3 1 2 3 3 2 1 3 3 8 12 24 2 8 288  
  

rدانيم كهيم  »2«گزينه ـ 3 x y z  2 2 2 rبنابراين 2 x

x r





rو  y

y r





rو  z

z r





.  

n n n n n
n n n

r r r x y z n r n
(i j k )r ( nr ) i ( nr ) j ( nr ) k ( nr )( i j k) r

x y z x y z r r r rr r r

        
 

      
                

     
1 1 1 1

1 2
1          

n
n n

n
.(r ) . r( r) n .(r r)

r r

 


 
        

 
1

2
1      

).از طرفي طبق اتحاد F) ( .F) ( ).F      
      :خواهيم داشت  

n n n
n n

n .(r r) n ( . r) ( r ). r n ( i j k )(r ) . r . r
x y zr r

     
 

                               
1 1 1

1 1
1 3 3

           

n
n n n

r r r (n ) x y z
n (n )r ( i j k ). r n ( i j k ). r

x y z r r rr r r

 
  

     
                  

2
1 1 2

3 3 11
        

n n n n n n

(n ) r.r (n )r n( n) n(n )
n n

rr r r r r r r     

     
          

    

2

1 2 1 2 1 1
3 1 3 1 2 2   

  

ax صورتبهپذيرند كه خطي باشند (يعني فقط وقتي مشتق 1دانيم توابع همگن از درجه است، و مي 1يك تابع همگن از درجه  fتابع  »2«گزينه ـ 4 by c .(  
  

u   »1«گزينه ـ 5 Ln u Ln r Ln ((x a) (y b) (z c) )
r

          
1

2 2 2 21  

u Ln (x a) (y b) (z c)       2 2 21
2  

u (z c) (z c)

z r r

   
   

 2 2
1 2
2                 u (y b) (y b)

y r r

   
   

 2 2
1 2
2                  u (x a) (x a)

x r r

   
   

 2 2
1 2
2  

  باشد. پس داريم: 1ر گراديان بايد برابر اندازه بردا
u u u (x a) (y b) (z c) (x a) (y b) (z c)

gradu ( ) ( ) ( )
x y z r r r r

          
         

  

2 2 2 2 2 22 2 2
4 4 4 41 1 1  

r
r r

r r
       

2 2
4 2

11 1 1 1  
  

xكهبا توجه به اين  »2«گزينه ـ 6 y  2 21 بنابراين 1
x y

 
 2 2

1 1
1

.  

  

صورتبهمعادله مشخصه معادله داده شده   »2«گزينه ـ 7    2 2 1  است كه داراي ريشه مضاعف 1   است بنابراين با تغييـر متغيـرt x y   
sو y به معادلهssu   شود.تبديل مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

)Pچون نقطه  »1«گزينه ـ 8 , , )1  اي كـه صـفحه بـر سـطح     توان بردار نرمال را از معادله سطح محاسبه نمود. اگـر نقطـه  روي سطح قرار ندارد، پس نمي
Pمماس است را (x, y, z) بگيريم، نرمال سطحg x y z   2 2 3  صورتبهg ( x , y , )  2 2 3

          اسـت. چـون صـفحه بـا خطـي كـه بـردار هـادي
uآن ( , , ) 2 1 2 باشد، موازي است پس نرمال صفحه يعنيميg

 برu عمود است و لذاg.u x y    4 2 6


 ًو معـادلاx y  2 3   از طرفـي .

PPبردار (x, y, z ) 1


gروي صفحه موردنظر قرار دارد و لذا بر 
 .عمود است  g.PP x y z x y z          2 2 2 2 3 32 2 3 3 2 2


  

zبا جايگذاري در معادله سطح به رابطه  
3 3
2 2  رسيم و لذاميz  1 پس روي سطحx y  2 2 3   و از طرفـيx y  2 3    و بـا جايگـذاري 

y x 2 xدر رابطه اخير و ساده كردن 3  yو 2 1 آيد و بنابراين نقطهمي دستبهP ( , , )2 1 1 نقطه تماس وg ( , , )  4 2 3
   هادي صفحه بـوده

xو بنابراين معادله آن y z   4 2 3 3  .خواهد بود  
  

sinچــون  »4«گزينــه ـــ 9 y ~ y پــس
(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

x y
lim g(x, y) lim g( , )

x y 
  



2

2 2   
   و لــذاg در( , )  پيوســته اســت. بــراي محاســبه 

(x,y) ( , )
lim f (x, y)
  

yمنحني  x
3
xبراي 4   گيريم و روي آن داريم:را در نظر مي  x x

f (x, y) f (x, x )
x x

x

  


3
3 2 4
4

3 3 1
4

1

2

  

fكه برابر ( , )  ه و ناپيوسته است.نبود  
  

f)دانيم ديورژانسبه طور كلي مي  »3«گزينه ـ 10 (| r |)r)
  آيد:از رابطه مقابل به دست مي  div(f (| r |)r) f (| r |) | r | f (| r |) 3      

n  بنابراين داريم: n n ndiv(| r | r) n | r | | r | | r | | r | (n )   1 3 3       
nدر نتيجه به ازاي  3.ديورژانس برابر صفر است ،  

  

    »4«گزينه ـ 11
x)نقطهروش اول:  , y) گيريم و فاصله اين نقطه تا مبدأ يعني نقطهرا روي منحني در نظر مي( , )   راd ناميم و داريم:مي  

d x y d x y    2 2 2 2 2  
x)  دست آوردن ماكزيمم توابع مقيد داريم:با استفاده از روش ضرايب لاگرانژ براي به , y) x xy y    2 23 4 6 14  

fدهيمو قرار مي (x , y) x y 2 f  پس داريم: 2

x x

 
  

 
  

x ( x y) ( )   2 6 4 1  
f

y y

 
  

 
  

y ( x y) ( )   2 4 12 2  
x  ) داريم:2) و (1با استفاده از روابط ( y

x y x y


   

 3 2 2 6  

x y x y f (x , y)

x xy xy y x y xy


    

   

2 2 2 2
2 2 2 2 143 2 2 6 3 6 4 

  

f  ) داريم:2) و (1هاي (در معادله اكنون با قراردادن f
x ( x y) , y ( x y)     2 6 4 2 4 1214 14 

 
  

)  پس داريم: f )x fy ( )  14 3 2 3   
fx  نين:و همچ ( f )y ( )   2 14 6 4   

  دهيم و داريم:) قرار مي4يابيم و در معادله (را مي x)، 3از معادله (
fy

x f ( f )( f ) f f ( ) f f
f


              



142 2 2 22 4 14 3 14 6 14 126 14 9 1414 3          


  
(f )(f ) f ,f      7 2 7 2      

f  بنابراين داريم: d d    27 7 7    
f d d    22 2 2    

7 بنابراين ماكزيمم مسافت برابر  2و مينيمم مسافت برابر باشد.مي  
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

rفاصله از مبدأ را در مختصات قطبي باروش دوم:  x y 2   توانيم از مختصات قطبي به اين صورت استفاده كنيم:دهند. مينشان مي 2
x xy y r cos r sin cos r sin r ( cos sin cos sin )              2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 4 6 14 3 4 6 14 3 4 6 14    

r ( sin sin ) r ( sin ( cos )) r
sin cossin cos


             

    

2 2 2 23 14 2 143 2 2 3 14 3 2 2 1 2 14 9 32 9 4 2 3 22 2 22 2

    

sin  نامساوي مقابل برقرار است: ،دانيم كه براي هر زاويهرا پيدا كنيم. مي rكافي است بيشترين مقدار cos       2 2 2 24 3 4 2 3 2 4 3  
sinبنابراين cos    5 4 2 3 2 sinواحد به طرفين داريم 9پس با اضافه كردن  5 cos    4 9 4 2 3 2 . حالا با وارونه كردن طرفين و ضرب 14

2ها درآن 14 :خواهيم داشت  r r
sin cos

  
       

  
22 14 2 14 2 14 7 2 7 24 9 4 2 3 2 14

        

7بنابراين بيشترين فاصله از مبدأ برابر با  2و كمترين فاصله برابر با .است  
  

x  آوريم:مي دستبهابتدا نقاط بحراني را   »1«گزينه ـ 12

y

u xy y x ( )

u x y x y ( )

    


   

2

2
4 5 1
4 5 2




  

y  اگر اين دو معادله را از هم كم كنيم داريم:
x

 
xyيا1 x y y x xy(y x) (y x) (y x)(xy ) y x              2 2 1    

yاگر
x

 
x  كنيم، خواهيم داشت:) جايگذاري 2را در معادله ( 1 x x x

x
          254 5 5 1   

)پس دو نقطه بحراني , )1 )و 1 , )1   شود.حاصل مي 1
yاگر x ) جايگذاري كنيم، خواهيم داشت:2را در معادله (  x x x x(x ) x , ,        3 24 5 9 3 3    

)پس سه نقطه بحراني , )  و( , )3 )و 3 , ) 3   شود.حاصل مي 3
xx  دهيم.براي تشخيص نوع اين نقاط مبين را تشكيل مي yy xyU U U ( y )( x ) ( xy )       2 2 2 22 1 2 1 4 8   

)چون در نقاط , )1 )و 1 , )1 )و 1 , )3 )و 3 , ) 3   منفي است پس اين نقاط زيني هستند. علامت 3

( , ) ماكسيمم نسبي است
xx

( , )
f y

    
    

2
1 64

2 1 1
  

 
  

  

  

x     »3«گزينه ـ 31 xx xxf (xg(y)) g(y)f (xg(y)) g (y)f (xg(y)) g (y)f (u)            2 2  
  

y  كنيم.استفاده مي جزئيبه خاطر وجود قدر مطلق از تعريف مشتق    »3«گزينه ـ 41
h h

f ( , h) f ( , ) | | h || | h |
f ( , ) lim lim

h h 

  
  

 

      
  

T  براي متحرك عبارت است از: tدما در زمان  »4«گزينه ـ 51 ( t) ( t (t ) ) t ( t t )          2 2 2 4 2 2 45 2 6 2 1 5 4 5 2 3    

tپس آهنگ تغيير دما در 1 :بر ابر  است با  dT
t ( t )( t t )

dt
     2 38 4 1 2 5 2 3 8  

  

  :داريم رتكنيم، در اين صواستفاده مي سوئياي است، از تعريف مشتق در مبدأ دو ضابطه fبا توجه به اين كه  »4«گزينه ـ 61

u
h h

h h

f (h ,h ) f ( , ) h h
D f ( , ) lim lim

h h 

 


         
 

2 2
22 2 2 2 2

2 2


 


    

uچونتوضيح: 
 بردار يكه است، بنابراين  2 2   است. 1

  

  آوريم.مي دستبهرا  yzو xzبا توجه به گزينه به روش ضمني  »4«گزينه ـ 71

x y x y
xF xF y F y F xy F xy F F F

z , z y z xz xy xy
F F F F F F F F F F F F

  
         
       

2 2 2 2
2 2 21 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 3 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3  
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  كنيم و داريم:هايي كه گفته آنها صحيح است را بررسي ميابتدا گزينه  »2«گزينه ـ 18
A

. f
A

 
 مشتق سوئي  

A    64 225 289 17
  

( , )sin(x y) sin(x y)f (cos(x y)e , cos(x y)e ) f (cos( )e , cos( )e ) ( , )  
            11 1 1  

i j
.( i j)


    

8 15 8 15 23
17 17 17 17

   مشتق سوئي  
  پس اين گزينه صحيح است.
)اكنون صحيح بودن گزينه gكنيم. اگر فرض كنيمرا بررسي مي 3( x y    2 22 gآنگاه 1


 جهت عمود برg مشتق سـوئي دهد. پس را نشان ميf 

gدر جهت

 آوريم:دست ميضرب داخلي بردارهاي گراديان دو رويه را بهخواهيم. حاصلرا مي  

x x
f ( , ) x xy f . gy

y y
x y g ( x, y)


 







 

    

     

2
2 2

2

2 2

2
4 4

2 1 2 4Â…ÃM :

  

gدر جهت fچون ضرب داخلي بردارهاي گراديان دو رويه صفر است، پس مشتق سوئي

 .صفر است و اين گزينه نيز صحيح است  

  كنيم و داريم:را بررسي مي 4حال صحيح بودن گزينه 
  ماكزيمم مقدار مشتق سويي همواره برابر است با اندازه بردار گراديان، پس داريم:

( , , )f (y z,x z,x y) f i j k
            3 5 1 4 4 2  

f

     16 16 4 36 6  

iبردار چون j k 2 2
  

  جهت هستند و اين گزينه نيز صحيح است.مضرب مثبتي از بردار گراديان است، پس اين دو بردار موازي و هم 

xبرخورد): 2بررسي گزينه (  zبا سطح 2 (x y ) 2 21
fمنحنيِ 3 (y , z) z y   23 4  هد. برخورددرا ميx  zبا سطح 2 x y 2 21

منحنيِ  6

g(y, z) z y   26 4  هايي بين منحنيدهد. ما زاويهرا ميf وg كنيمرد را پيدا ميي برخوخواهيم. ابتدا نقطهها با هم ميرا در محل برخورد آن:    
z y

z y

   


  

2

2
3 4
6 6 4




  

zي اولاز معادله y 23 y)  دهيم و خواهيم داشت: است. در دومي قرار مي 4 ) y y y z             2 2 2 52 4 6 4 4 4 1 3  

)ينقطه , , )
52 1   ي بين بردارهاي گراديان پس داريم:حني، برابر است با زاويهي بين دو منيكي از نقاط برخورد دو منحني با يكديگر است. زاويه 3

f ( , y, ) ( , , ) , g ( , y, ) ( , , )
 

            2 3 2 3 12 6 12 6  
| f . g |

cos
| f | . | g |

 
 


  

   
    

24 18 42
4 9 144 36 13 18

  

واضح است كه
  3.  

  

  كنيم.را پيدا مي fابتدا نقاط بحراني  »4«گزينه ـ 19
x

y

f x y x y

f y x x y

    
     

2 4 2
8 4 2




  

xهر دو معادله به نتيجه y xي نقاطي كه روي خطرسند. همهمي 2 y ي بحرانـي  نقطـه نهايـت  بي fهستند. پس fقرار داشته باشند، نقطه بحراني 2
  كنيم.را بررسي مي gدارد. اكنون نقاط بحراني

x

y

g (x )( x) (x y x )( xy )

g (x y x )(x )

        


    

2 2

2 2
2 1 2 2 1 2 1
2 1




  

xي دوم داريم:از معادله   ياx y x  2 1 اگر .x   ل داريم:ي اوباشد، با قرار دادن در معادله  xg ( )( )       2 1 1 2    
  كه غيرممكن است.

xاگر y x  2 1 ي اول داريم:گاه با جايگذاري در معادله، آن  x  1ياx 1ياxg (x )( x) x     22 1 2    
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xاين نتايج را در y x  2 1  بينيم كهدهيم. ميقرار ميx   به تساوي غيرممكن 1  رسـد. بـه ازاي  ميx 1  داريـمy  xو بـه ازاي  2  1 
yداريم  پس نقاط .A( , )1 )Bو 2 , )1  تنها نقاط بحرانيg هستند. با استفاده از آزمونكنيم.ها را مشخص مي، نوع آن  

xx

xy yx

yy

g ( x ) ( xy )( xy ) (x y x )( y)

g g ( x y x x)

g (x )(x )

         
     


 

2 2

3 2

2 2

4 3 1 2 2 1 2 1 2 1 2
2 4 3 2

2

  

)Aيدر نقطه , )1 xxgداريم 2  44،xyg  6 وyyg  2 پس( )( ) ( )      244 2 6 مقدار . مثبت وxxg   منفي اسـت پـسA  ي نقطـه
  ماكزيمم نسبي است.

)Bدر نقطه , )1  داريمxxg  1،xyg  yygو 2  2 پس( )( )     21 2 2 مقدار .  مثبـت وxxg    منفـي اسـت پـسB   ي هـم نقطـه
  ) صحيح است.4اكزيمم نسبي است. بنابراين گزينه (م

تواننـد مـاكزيمم نسـبي    هـا نمـي  پذير باشند، وقتي تابع داراي دو نقطه اكسترمم است، هر دوي آندر توابع حقيقي يك متغيره كه پيوسته و مشتقتوضيح: 
تواند رخ دهـد. در ايـن سـؤال ديـديم كـه تـابع پيوسـته و        چنين حالتي ميتوانند مينيمم نسبي باشند. اما در توابع چندمتغيره ها نميباشند يا هر دوي آن

  ها ماكزيمم نسبي هستند.داراي دو نقطه بحراني است كه هر دوي آن gپذيرمشتق
  

fابتدا تابع  »1«گزينه ـ 20 (x, ) يم.دهرا تشكيل مي  x x
f (x, )

x xx x

      

2

2
   




  

xدر fچون تابع   پيوسته است، با مشتق گرفتن نسبت بهx داريمf
( , )

x


 


1 .  

  

  كنيم:را به شكل مقابل حساب مي L1ابتدا » 1«ـ گزينه 21
(x,y) ( , ) (x,y) ( , )

sin(x y ) x y
L lim lim

x y x y   

 
 

 
   

 

3 3 3 3
1 2 2 2 2

ÁpnH´À  

  رويم:مي L2چون درجه صورت بزرگتر از درجه مخرج است، حاصل حد فوق صفر شد. حالا سراغ تعيين مقدار

(x,y) ( , ) (x,y) ( , ) (x,y) ( , )

(x y )
cos(x y ) x y

L lim lim lim
x y (x y ) x y (x y ) x y     


  


  

   
 

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

2
ÁpnH´À  

  د وجود ندارد.چون درجه صورت كوچكتر از درجه مخرج است، ح
  

u  »2«ـ گزينه 22
h h h h

cos(h u u ) h u u
f (hu ,hu ) f ( , ) h u h u u uh

D f ( , ) lim lim lim lim ( )
h h h (u u ) u u   




 
    

 

2 4 2 21 2 1 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

3 2 2 2 2
1 2 1 2

1
2

2


   


 

      
  

uكنيمفرض مي  »1«گزينه ـ 23 x y z

1
2 3 1 باشد، از طرفين اين تساويLn گيريم و داريم:مي  Ln u Ln x Ln y Ln z  

12 3 1  

du  گيريم:اكنون از طرفين ديفرانسيل كامل مي
dx dy dz

u x y z
      

1 1 1 12 3 1  

x  و داريم: , x / , y , y / , z , z /          2 1 3 1 1 2         

u ( ) ( ) ( ) 

1
2 3 12 3 1 1 8   

  دهيم:حال اين مقادير را در ديفرانسيل گرفته شده قرار مي

du ( ) 
1 1

1 8 1  
( )

1
1  ( ) 

1 2
1 1 

  
du

du /
 

     
2 21 8 2161 8 1 1 

     
  

  برابر است با: uابراين مقدار تقريبيبن
u u / /    1 8 216 1 7 784    
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

xابتـدا توجـه كنيـد كـه      »2«ـ گزينـه  42

y

f x xy

f y yx

 

 

3 2

3 2
4 2
4 2

)، در نقطـه  , )  مقـدار ،xfوyf          برابـر صـفر اسـت، پـس ايـن نقطـه بحرانـي اسـت. از طرفـي 

( x y )( y x ) ( xy)     2 2 2 2 212 2 12 2 )، و در نقطه4 , ) مقدار ، اي در مورد نوع نقطه گرفـت. ولـي تـابع   توان نتيجهبرابر صفر است، پس نميf  را
fصورتبهتوان مي (x, y) (x y ) x y  2 2 2 2 fنوشت و بنابراين همواره 2  است و در نقطه( , ) مقدار ،f  مينيممبرابر صفر است، پس مبدأf است.  

  

fدهيمقرار مي  »2«ـ گزينه 52 x y u    2 2،g xy v    2:در اين صورت داريم ،  
y(f ,g)

xx y y(v, y)
(f , y) x yv x y x y
(x, y) y x

 
 

    
   


2 2 2 2

2
1 2

2 2 2 2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

    1آزمون (پاسخنامه (    

  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »1«ـ گزينه 1
xبه علت وجود عاملروش اول:  y2 داريم 2. رويشويم استفاده از مختصات قطبي مناسب استمتوجه مي 2   2 وr  .  

(x y ) r rx y r(cos sin )I e dydx e rdrd e (cos sin )drd
x y r

        
      

    
2 2 2 2

2
2 2

2 2 2    
 

  ها را از هم جدا كنيم:توانيم انتگرالها عدد ثابت هستند و تابع زير انتگرال قابل تفكيك به دو تابع يك متغيره است پس ميحدود انتگرال
rI ( e dr)( (cos sin )d )

     
2 2

 
 

reي انتگرالمحاسبه dr
 

2


  شود و جواب آن برابر با صفر است:خيلي راحت حل مي ر باشد اما انتگرال دوم نسبت بهگيشايد كمي وقت 

 (cos sin )d [sin cos ] I
          

2 2


   

reاگر بخواهيم مقدار توجه: dr
 

2


tاستفاده از تغيير متغير ، بادست آوريمرا نيز به  r tآوريم:تابع گاما را به وجود مي 2 r پسdtdr

t


2
.  

r t tdte dr e t e dt ( )
t

           
2

1
21 1 1 1

2 2 2 22  
 

توابع روش دوم:
(x y )ef (x, y) x

x y

 




2 2

2 و2
(x y )eg(x, y) y

x y

 




2 2

2 اي كه نسبت فرد است، پس در هر ناحيهxنسبت به متغير fرا در نظر بگيريد، تابع 2

fبرابر صفر است و لذا fمتقارن باشد، انتگرال yبه محور (x, y)dydx  2
 .  

,g(xصفر است. پس gمتقارن باشد انتگرال xاي كه نسبت به محورفرد است. پس در هر ناحيه yهم نسبت به متغير gتابع y)dxdy  2
.  

  است برابر صفر است. 2روي gو fهايبه همين دليل جواب انتگرال كه مجموعي از انتگرال
 

aكنيمميفرض براي راحتي بيشتر در نوشتن محاسبات،   »1«ـ گزينه 2  bو 2 
2
x. داريمباشد 3 au bv  وy au bv  :پس  

a b(x, y) ab
a b(u, v)


   


4 42 333

  

,u)مرز است. معادله اين مرزها را در دستگاه 3داراي  Rناحيه v) .بازنويسي كنيم    
ax au bv v u u
b

      3  

ay au bv v u u
b

         3  

x xy y b v a u v u u v           2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 3 2 2 2 2 1  

vخطوط u محور قائم آن باشد زوايايVكه uvدر دستگاه 3
     دهند. را مي 3

R R
I (x xy y )dA ( v u )( ) dvdu ( r )(r)( ) dr d r drd ( ) d

  

  
  

                
1 12 2 2 2 2 33 3 3

3 3 3

4 4 8 8 12 2 3 2 33 3 43 3 
  

( )( ) 
 

8 1 2 4
4 33 3 3

  

 
گون هستند و بـراي  مرز مختلف است. معمولاً اين نواحي لوزي 4داراي  Dيناحيه  »4«ـ گزينه 3

را طـوري   Dي مرزهـاي اسـتفاده كنـيم. معادلـه    vو uها بايد از تغيير متغيرحل انتگرال روي آن
  نويسيم كه سمت راست، عدد ثابت باشد: مي

(x y)(y x) , x y , y x , y x        1 2 1 
uمتغيرپس با تغيير  y x  وv x y  تري خـواهيم داشـت.   را به شكل ساده ها رااين معادله

  به اين صورت است: uovياكنون معادله مرزها در صفحه
u 1 وu  vو 2   وuv 1.  

D

y x

2 2x y 1 

y 2 x 

y 1 x 

x

y

R

v

u

R

y

x



  

2 

هاي چندگانهتگرالان: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم.ميدستگاه جديد را حساب  ژاكوبينناميم. مي Rناحيه جديد را
x y

xy uv
x y xy

u u
J J

v v J
       


1 1 1 121 1 2 

  كه قدرمطلق آن در انتگرالده ضرب خواهد شد.

معلوم است كه yو xبا vو uهمچنين از روابط بين
x

x y uv
y

e e e
e

 
2

2 2
2  

  به اين ترتيب:
x uuv uvu

D y

eI dydx e dvdu ( e ) du (e )du ( )(e )Ln(u) (e )Ln
u ue

               
2

2

112 2 2
1 1 1

21 1 1 1 1 1 11 1 1 212 2 2 2 2 
 

e)پس جواب برابر است با )
1 12.  

 

yكهاين  »4«ـ گزينه 4   وy x كنـد مرزهاي اين ناحيه هستند، معلـوم مـي   3
   3  از معادلـه دوايـر . 

x y x 2 xو2 y x 2 2 rداريم 2 cos  وr cos 2:پس خواهيم داشت .  
cos

D cos
cos cosdydx rdrd ( )d cos d

  

  




 
            

2 22 23 3 34 3
2 2   Dمساحت ناحيه 2

( cos )d ( sin ) ( )
 


         33 1 3 1 3 31 2 2 32 2 4 2 4 3 4


 

 
xانتگرال  »3« ـ گزينه5 sin y dy 3 xامالاينحل يا حداقل حل آن مشكل است.  3 sin y dx 3 sinشـود چـون  به سادگي حل مـي  3 y3     بـه عـدد ثابـت

پس ترتيب مناسب براي اين انتگرال به صورتتبديل شده است. 
D

I x sin y dxdy  3 xبق اطلاعات داده شـده است. مطا 3 y 2 xو 1 1 .  امـا

ها براي ترتيبي كه موردنظر ما است مناسب نيستند. در ترتيباين كران
D

I x sin y dxdy  3 شـوند بايـد دو   كه در انتگرال بيروني نوشته مي yحدود 3
 xكنيم و با توجه به آن حدودرا رسم مي Dيباشند. بنابراين ابتدا ناحيه yشوند بايد برحسبكه در انتگرال وسطي نوشته مي xت باشند و حدودعدد ثاب

yدر اين ناحيه yنويسيم. كمترين و بيشترين مقداررا طبق ترتيب انتخاب شده مي yو 1 هستند و اگر در جهت محورx  ها حركـت كنـيم ازx   
xوارد شده و از y يعني همان)y x xشويم يعني) خارج مي2 y  .است  

y yxI x sin(y )dxdy sin(y ) | dy   
41 13 3 3

4   
  

y sin(y )dy y sin(y )dy cos(y ) [cos( ) ] [ cos( )]          
1 12 3 2 3 3 11 1 1 1 1 13 1 1 1 14 4 3 12 12 12  

  

  
 

xحضور عامل  »1«ـ گزينه 6 y2 ست از دستگاه قطبـي اسـتفاده   دهد كه بهتر انشان مي 2
  كنيم.گيري را با توجه به حدود داده شده مشخص ميناحيه انتگرالكنيم. 

x , y x x     22 2   
yمنحني x x  yبخشي از دايره 22 x x 2 2 yدر ناحيهاست كه  2   .قرار دارد  

داريم يه در ربع اول قرار دارد واين ناح
   2، براي تعيين حدودr  اگر پرتوي از مبدأ رسم كنيد كه از اين ناحيه عبور كنـد، ازr      يعنـي از همـان

xشويم و از منحنيمبدأ مختصات وارد ناحيه مي y x 2 2   شويم. روي اين منحني داريم:خارج مي 2
x y x r r cos r cos       2 2 22 2 2  

rپس cos  2 :است. در نتيجه داريم  

  cos cos
R

x y r(cos sin )I dydx rdrd (cos sin )drd cos (cos sin )d
x y r

  
    

            
     

2 22 2 22 2 2 2
    

  

sin(cos cos sin )d [ ( cos ) cos sin ]d [ sin ] [ ]
    

                   
2

2 22 2 1 1 1 12 2 1 2 2 2 2 12 2 4 2 4 2 2 
  

 

1 2

R
x

y





y 1

1

2y x
D

x

y

y  

D

y 3x

x

y

R

1
V

u


1 2
u

v
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

در اين  ناحيـه   rهاياند بهتر است انتگرال را در اين دستگاه حل كنيم. كرانرا در دستگاه قطبي به ما داده Dمرز كه معادلهبا توجه به آن   »1«ـ گزينه 7
rواضح هستند زيرا درون قرص cos  1 قرار داريم بنابراين، حدودr به صورتr cos   1   هستند. براي تعيـين حـدود     توجـه كنيـد كـه در

rمنحني cos  1 كهبا توجه به آنr   است بايدcos  1  باشد يعنيcos  1ها برقرار است به عبارتي، ي زاويها اين نامساوي براي همه، ام
rدر منحني cos  1 حدود به صورت   2 خـواهيم كـه در آن   ي بالايي اين شكل را ميهستند. البته طبق صورت سؤال ما نيمه    

rاست. البته اگر نمودار cos  1 را كه يك دلوار افقي است رسم كرده باشيم تشخيص حدودr و شود.تر ميبسيار ساده  
  

                 cos
ydA r sin .rdrd sin ( cos ) d ( cos )

    
              

1 3 41 1 41 13 12 3   
  

 
 

xيصفحه  »3«ـ گزينه 8 y  ييعني صـفحهz     هـاي بنـابراين كـرانz    در ايـن ناحيـه عبارتنـد ازz   وz x y   اي ي اسـتوانه . از معادلـه 4
x y 2 2 و مركـز مبـدأ قـرار دارد. پـس بهتـر اسـت از دسـتگاه         2اي بـه شـعاع   درون دايره xoyيشويم كه تصوير اين ناحيه روي صفحهمتوجه مي 4

اي استفاده كنيم.استوانه   2 وr  2 است. حدودz نيز در اين دستگاه عبارتند ازz   وz r cos r sin   4 .  
r cos r sin

r dz dr d (r cos r sin r)dr d
   

         
2 2 4 2 2 2 2 4
    

  حجم 

r r( cos sin r ) | d ( cos sin )d
 

          
3 32 22 2 8 82 8 163 3 3 3 

  
 

  »  4«ـ گزينه 9
zييعني صفحه xoyيصفحهروش اول:    يبنابراين، اين ناحيه بين دو صفحهz   وz x 2  يقرار گرفته است. اسـتوانهx y 2 24 نشـان   4

شويم كه شـعاع افقـي   اگر به نقاط برخورد اين بيضي با محورها توجه كنيم متوجه مي يك بيضي خواهد بود. xoyيدهد كه تصوير اين شكل در صفحهمي

xاست. در اين بيضي 1و شعاع عمودي آن  2آن   2 xyعبارتند از yاست و حدود 2 
 

24
  . بنابراين داريم:4

x x
x

D x x
V dzdydx dzdydx ( x)dydx

 


  
 

        
2 2

2 2

4 4
2 2 24 4
2 24 4

4 4

2


  

xيگيري استفاده كنـيم. در معادلـه  ي انتگرالو متقارن بودن ناحيه xخواهيم از فرد بودن تابعدر اين مرحله مي y 2 24 تغييـري   xبـه  xتبـديل  4

(  شود و خواهيم داشت:برابر با صفر مي xالِ تابعكند. پس انتگرايجاد نمي     2 2 مساحت بيضي4
x

x
V dydx (



 


   
2

2

4
2 4
2 4

4

2 2  

ي حجم استفاده كنـيم حجـم مـورد نظـر برابـر اسـت بـا:       اگر از انتگرال دوگانه براي محاسبه روش دوم:
D

( x)dA xي بيضـي لـه معاد 2 y 
2

2 14.  

روي ناحيه برابر صفر اسـت، بنـابراين حجـم برابـر     xفرد است بنابراين، حاصل انتگرال xشود اما تابععوض نمي xبه xبا تبديل
D

dA2    يـا دو برابـر
)مساحت درون بيضي يعني برابر )  2 2   است. 4

 
xحضور  »2«ـ گزينه 10 y2 xسـتند. دايـره  هاي استفاده از دستگاه قطبي هنشانه Sيبودنِ ناحيه و دايره 2 y x 2  در دسـتگاه قطبـي بـه صـورت     2

r r cos 2 شود يعني روي آننوشته ميr cos  است، در ناحيه موردنظر داريم 
   2 rو 2 cos  داريم . پس:  

cos cos
S

dydx rdrdI ( ) drd cos d sin
x y r

  
 

  
  




         
 

     2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 2

2
 

  

 

1
x

y

S

y

x

r 1 cos  

D
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هاي چندگانهتگرالان: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

ي واحـد داريـم  نويسيم، درون دايرهگيري انتگرال را در مختصات قطبي ميبا توجه به دايره بودن ناحيه انتگرال  »2«ـ گزينه 11   2 وr 1  در

P  نتيجه داريم: p P p pD
dx dy rdrd rdr rdr( d )( )

[ Ln(x y )] [ Ln(r )] ( Lnr) ( ) ( Lnr)

  
   

         
2 1 2 1 1

2 2 2
2

2 2    
  

tين انتگرال ناسره است براي بررسي همگرايي آن از تغيير متغيرا Lnr  كنيم. در اين صورتاستفاده ميtr e وtdr e dt  است. به ازايr   
tداريم   و به ازايr 1 داريمt  .    

  شود. پس داريم:ها، انتگرال قرينه ميجا كردن كرانبا جابه
t t t t

p t
p p p p p p p

e ( e )dt e eI dt dt t e dt
t t t

      
 

     
      

2 2 22 2 2 2
2 2 2 2

 
 

  

xحالا با تغيير متغير t dxداريم 2 dt   و در نتيجه: 2
p

x p x
p p

x dxI e x e dx ( p )
   



       

2 122 2 
  

pبنابراين به ازاي 1 .انتگرال همگراست  
 

fكنـيم تـا  را عـوض مـي   dyو dxابتدا جـاي  yو  xبا توجه به حدود داده شده براي  »1«گزينه ـ 12 (y)  را
  بيرون بياوريم، پس داريم: dxبتوانيم از انتگرال

  
a x a x a a a

x y y
f (y)dxdy f (y) dxI dx dy f (y)( )dy

(a x)(x y) (a x)(x y) (a x)(x y)




 
  

             
  

  كنيم و داريم:اكنون براي محاسبه انتگرال داخل از تغيير متغير زير استفاده مي

x a( sin ) ysin x a a sin ysin a x (a y)sin
x a cos ysin

x a cos y( cos ) x a cos y ycos x y (a y)cos

                       
               

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
1

1
  

  شود و داريم:به صورت زير محاسبه مي dxثابت باشد yاگر
dx (a y)sin cos dx (y a)sin cos         2 2  

yاگر x :باشد، داريم  y a cos ysin  2 2  

y a cos y( cos ) y    2 21 a cos y 2 y a
ycos (y a)cos cos

 
           2 2 2

2   
xكهدر جايي a :باشد، داريم  

a y
a y (a y)cos a y (a y)( sin ) a y (a y) (a y)sin (a y)sin sin


                        2 2 2 2 21     

     
a)اكنون با جايگذاري x) و(x y) وdx :داريم  

( a ydx
(a x)(x y)


 

 

2 ) sin cos d
( a y

 

 ) sin cos 
a
y

d d ( )


            
22

2 2
2 2 2



 


  

aa  پس در انتها داريم:
I f (y)dy (f (y)) (f (a) f ( ))       

  

  
xيمعادله  »4«نه گزيـ 13 ay همان سهميxy

a


2
xاست اما تساوي  ay   اين شرط را ايجـاب

xكند كهمي   ي راست سهميباشد پس نيمهxy
a


2

ت و بـا رسـم ايـن    آيد. با اين توضيحادست ميبه 
yنيمه سهمي و خط a و محورyها (يعني خطx  ناحيه (A دهيم.را نشان مي  

  
 yراحتي حل كنيم. فرض كنيد همان ترتيب نوشته شده در صورت سؤال را انتخاب كـرده باشـيم. حـدود   به dydxو dxdyتوانيم انتگرال دوگانه را با هر دو ترتيبمي

yعبارتند از a  و اگر در جهت محورx كنيدها از چپ به راست از اين ناحيه عبورx   مرز ورودي وx ay  مرز خروجي است پسx ay .  
a ay a aay a

A
x a a aI xydxdy xydxdy y[ ] dy y dy [ y ]         

2 4
2 3

2 2 6 6    
  

 

x ay

y a

x  

x

y

A

y=
x

x

y

B(a,a)a

x=a

y x



  

5 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

zآينـد دست ميي كره بهاز معادله zحدود  »2«گزينه  ـ41 x y   2 دهـد كـه تصـوير ايـن ناحيـه بـر       ي اسـتوانه بـه مـا نشـان مـي     و معادلـه  29
xدايره xoyيصفحه y x 2 2 ي ايـن  نـيم. معادلـه  اي استفاده كيك دايره است، بهتر است از دستگاه استوانه xoyاست. چون تصوير شكل بر صفحه 3

x  شود:به اين صورت نوشته مي و rدايره برحسب y x r r cos r cos       2 2 23 3 3  
rياگر نتوانيم اين دايره را رسم كنيم با كمك معادله cos 3 حدود كهكنيم. از اينمي را مشخصr كنيم.شود استفاده ميگاه منفي نميهيچ    

r cos  
        2 2   

xي(البته دايره y ax 2     شوند:اي نوشته مينيز در دستگاه استوانه zي رسم آن را به خاطر داشته باشيد) حدودهاي مهم است كه بايد نحوهجزء دايره 2
z x y r      2 2 29 9  

  cos r cos

r
V r dz dr d r r dr d

 
  

   
        

2

2
3 9 3 22 2

9
2 2

2 9
 

  

cos cos( r ) d ( sin )d ( cos )

 





 
                

3 3 22 3 32 2 2

2

2 9 2 18 18 36 18 243 3 


  

 

اي بـه  كنـيم. درون كـره  وي استفاده ميگيري درون يك كره است، از مختصات كري انتگرالي درون كره از دستگاه وقتي ناحيهبراي ناحيه  »4«گزينه  ـ15
شعاع يك داريم   2،    و  1در تابع زير انتگرال هم جايگزيني .x y z   2 2 2  دسـتگاه كـروي   ژاكـوبين دهـيم.  را انجام مي 2

sin 2  .است  
R R

I (x y z )dxdydz (x y z )dxdydz . sin d d d
 

               
2 12 2 2 2 2 2 2 2
  

Á»o¨ RI~Th¶  

( ) sin d d sin d d ( cos ) d d ( )
      

                    
152 2 2 21 1 2 2 425 5 5 5 5 5      

  
 

zبــه وضــوح zحــدود  »4«گزينــه ـــ 16  وz xy هســتند. بــراي تعيــين حــدودxوy  ابتــدا معــادلاتي را كــه فقــط
yگيريم:هستند در نظر مي yوxبرحسب x،x 1 وx   هر كدام يك خط در صفحهxoy   هستند (در واقع هر كـدام
  به صورت خط است.) xoyيها بر صفحهها صفحاتي در فضاي سه بعدي هستند كه تصوير آناز اين

zهايآيد. پس رويهدست نميبا رسم اين سه خط ناحيه محدودي به   وz xy هـا  دهيم. از برخورد آنرا نيز برخورد مي
xyيبه معادله   رسيم يعني خطوطميx   وy   ي موردنظر بـين سـه خـط   آيند. ناحيهدست ميبه y x،x 1 

yو   .بنابراين قرار داردx 1 است و از پايين به بالا خطy   مرز ورودي و خطy x .مرز خروجي است  
xy xx xy x xz y xI xy z dzdydx xy ( ) dydx x y dydx x ( ) dx x ( )              

14 7 131 1 1 1 12 3 2 5 6 5 121 1 1 1 1
4 4 4 7 28 28 13 364          

  
 

xات مختصـات يعنـي صـفحات   صـفح   »1«گزينه  ـ17  ،y   وz     بنـابراين حـدودz     در ايـن ناحيـه عبارتنـد
zاز   وz x y 2 xياز معادلـه  yو x. براي تعيـين حـدود  2 y 1   كنـيم تصـوير ايـن ناحيـه در     اسـتفاده مـي

xيك مثلث است كه در آن xoyيصفحه 1 است و بين خطوطy   تاy x 1 :قرار دارد.  بنابراين داريم  
x x y x

R

xyI dzdydx dzdydx (x y )dydx (x y ) dx
   

           
2 2 31 1 1 1 12 2 2 1

3      
  

( x) x x ( x)(x ( x) )dx ( ) (( ) ) 
         

 
3 3 4 41 2 11 1 1 1 1 11 3 3 4 12 3 4 12 6 

  

xدر اين مثال عاملتذكر:  y2 اي اسـتفاده نكـرديم. چـرا؟ چـون تصـوير ايـن ناحيـه بـر         هـا حضـور داشـت امـا از مختصـات اسـتوانه      ي رويهدر معادله 2
  كند.تر مياي نوشتن حدود انتگرال را سختيك مثلث است، نه يك دايره، پس استفاده از مختصات استوانه xoyيصفحه

 

x

y

y 1 x 

1

1

x

y

x 1

y x

x 

y 
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هاي چندگانهتگرالان: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

)Aي خطي كه از نقاطبه صورت مقابل است. معادله ناحيه  »2«گزينه  ـ81 , )1 )Cو 1 , )  گذرد، به صورتميy x است. اگر بخواهيم ابتدا حدودx 
xرا بنويسيم خواهيم داشت yو سپس حدود 1  كنيمو از پايين به بالا كه حركتy   مرز ورودي وy x      مرز خروجي اسـت. امـا اگـر بخـواهيم

yرا بنويسيم داريم xو سپس حدود yابتدا حدود 1 و با حركت از چپ به راست، خطx y مرز ورودي و خطx 1   مرز خروجي است. پس ايـن
  توان توصيف كرد:ناحيه را به دو صورت مي

  

y
y x
 
 

1
1

                        ب)x
y x

 
 

1


  (الف 

  
  

  
 dydxحل كنيم. فرض كنيد بخواهيم بـا ترتيـب   dydxيا dxdyتوانيم با ترتيباين انتگرال را مي  »2«گزينه ـ 19

yهايآن را حل كنيم. پس از رسم منحني x2 xو4 1 گيري به صورت مقابل است:لناحيه انتگرا  
  بنابراين حدود انتگرال به اين صورت است:

x , x y x    1 2 2  
  

yياز معادله x2 yهايبه كران 4 x 2 كنيم:ايم. حالا انتگرال را حل ميرسيده  
x x

xD x
xy dydx xy dydx ( xy ] dx x dx ( x ]


        

5 7
1 2 1 12 2 3 2 12 2

22
1 1 16 2 32163 3 3 7 21  

  
 

ي واحد است. پس بهتر است از دستگاه قطبي استفاده كنيم. در اين ناحيهگيري دايرهي انتگرالناحيه  »1«گزينه  ـ02   2 وr 1  است. از اين
  رو داريم:

x y
f ( x y )dxdy r f (r)drd ( d )( rf (r)dr) r f (r)dr

 

 
           2 2

2 1 2 1 12 2
1 2

    
  

 
جـرم ايـن جسـم توسـط فرمـول       »3«گزينـه   ـ21

D
M (x, y,z)dv     آيـد. در ايـن سـؤال تـابع چگـالي؛     بـه دسـت مـي(x, y,z) | z |    .اسـت

|يمعادله x | | y | | z |  1 كه مرزD دهد؛ با تبديلرا نشان ميx هبx ياy بهy ياz بهz 1توانيم جرمكند پس ميتغييري نمي
اول را حساب  8

1برابر كنيم. در 8كرده و جواب را 
xاول داريم 8  ،y  وz  كران بالاي .z ياز معادلهx y z  1 به صورتz x y  1   آيـد.  به دسـت مـي

xخط xoyيفحه با صفحهبرخورد اين ص y 1 ياست. پس در صفحهxoy داريمx 1 وy x  1.  
x y xx x y x xz ( x y)M zdzdydx M | dydx ( x y) dydx | dx

        
               

1 12 31 1 1 1 1 1 1 128 8 18 8 12 2 2 3        
  

( x)[ ( x) ]dx ( x) dx | ( )
              

    
141 13 38 8 8 1 8 1 8 11 12 3 2 3 2 3 4 6 4 4 6 3 

   

  تر هم وجود دارد. به شرط ان كه بتوانيد در آن ناحيه مركز شكل را به سرعت پيدا كنيد.يك روش سريع z1نتگرالِي ابراي محاسبهنكته: 
Mحجم ( zdzdydx z (D   8 8  

V  وجهي برابر است با: 4حجم  a b c        
1 1 11 1 16 6 6  

z از ميانگينz آيد:رأس شكل به دست مي 4ها در  z   
 

1 1
4 4

    

  پس:   
1 1 18 4 6   جواب3

  

y

2

2

x 1

2y 4x

x

y x

1

1

x
B

A

C

y

 ( ,1, )

 (1, , )

 ( , ,1)

y

x

z

  ( , , )







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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

x

y

r 2cos 

1گيريي انتگرالناحيه  »4«گزينه  ـ22
ي واحد داريـم  نويسيم. درون كرهست، بنابراين انتگرال را در مختصات كروي ميي واحد ااول از كره 8  1  و

1چون
خواهيم، پساول از كره را مي 8

   2 و
   2 .است  

V
I (xyz)dxdydz sin cos . sin sin . cos . sin d d d sin cos sin cos d d d

   
                          

1 12 5 32 2 2 2
     

  

.( ) sin cos sin cos d d ( sin ) sin d (sin ) sin d
    

                  6 3 4 42 2 2 2
11 1 1 1 12 22 26 6 4 2 48     

  

( cos ) ( )( )


         
1 1 1 1 121 2 248 2 48 2 48

  

  
xبا توجه به صفحات  »1«ـ گزينه 32  1،y  1 وz  1 حدود ،x ،y  وz به صورتx  1 1،y  1 zو1  1   است. بنابراين: 1

x y zcos( )dx cos( ) dy cos( ) dz
  

  
    

1 1 1
1 1 12 2 2R

x y zM dv cos( )cos( )cos( )dxdydz
  

  
     

1 1 1
1 1 1 2 2 2  

x y z( sin( ) | ) ( sin( ) ) ( sin( ) ) ( )
  

      
       

1 3
1

1 12 2 2 4 4 4 4
1 12 2 2  

  
xبا توجه به وجود عامل  »4«گزينه ـ 42 y2 هـاي داده  تر باشد. با توجه به كراناي مناسبآيد استفاده از دستگاه استوانهنظر مي در تابع زير انتگرال، به 2

xشود كهشده در صورت سؤال معلوم مي  ،y   وz  1ي موردنظر در. يعني ناحيه
zار دارد. همچنـين اول قر 8  yو 3 x x  از مرزهـاي   22

yيآن هستند. رويه x x  xيهمـان اسـتوانه   22 y x 2 2 1اسـت. (البتـه   2
دلـه بـه شـكل    اي ايـن معا اول از آن را داريـم.) در دسـتگاه اسـتوانه    8

r r cos 2 r  شود كه از آن داريم:نوشته مي 2 r cos r , r cos     2 2 2  

rيدر ضمن معادله cos 2 دهد كه بايدنشان ميcos   باشد يعني 
   2 1. اما چون فقط2

اول از استوانه را داريـم بايـد   8
   2  را در

  نظر بگيريم.
cosx x cos cos rx y dzdydx r dzdrd r [z] drd ( ) | d

cos d cos ( sin )d ( sin sin ) |

  
  



      


            

        

 

2 232 2 3 2 3 2 32 2 2 22 2 2

3 2 3 22

3 3
8 8 8 163 8 1 8 83 3 3 3

 



        



   

  

 
xناحيه  »4«ـ گزينه 52 y z  2 2 2 ,خارج از كره به شعاع واحد و به مركز مبدأ است. در مختصات كروي حدود1 ,   :چنين است   2 ،

,       1   .  

 
x y z

dxdydz sin( )I d d d
(x y z ) ( )

  
 

  

 
     

     
2 2 2

22
2 2 2 21

1
 

   

  توان نوشت: ها ثابت هستند و تابع انتگرالده قابل تفكيك به صورت ضربي است مياز آنجا كه حدود انتگرال

I( ) ( d )( sin( )d )( d )
  


     

  
2

2 21
1

 
   

سوم نيز همگرا باشد بايد دار هستند و مقادير حقيقي دارند. براي آن كه انتگرالكران و هايست كه انتگرالبديهي ا  2 2 باشد يعني 1 
3
2  .  
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هاي چندگانهتگرالان: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

ي ايـن انتگـرال بـا ترتيـب داده شـده نيـاز بـه اسـتفاده از روش جـزء بـه جـزء دارد امـا اگـر ترتيـب متغيرهـا را عـوض كنـيم محاسـبه                    »2«زينه ـ گ62
y sin(xy)dxdy شـوند. بنـابراين روش حـل ايـن مسـأله، تعـويض ترتيـب        تبديل مي به عدد ثابت yو y2تر است زيرا در انتگرال ميانيخيلي راحت 2

yرا تشخيص دهيم. به ويژه حدود انتگرال وسطي يعني خطـوط  Dيكنيم تا ناحيهمتغيرهاست. ابتدا به حدود انتگرال داده شده دقت مي x وy   را 2
xكنيم. با توجه به حدود انتگرال بيروني داريمرسم مي  2 يبه اين ترتيب ناحيهD  خـواهيم ابتـدا حـدود   شـود. حـال مـي   مشخص مـيy   و سـپس

yرا بنويسيم. به وضوح xحدود  2 است و با حركت در جهت محورxبينيم كه خـط ها يعني از چپ به راست ميx     مـرز ورودي و خـطx y 
xمرز خروجي است پس y .  

  

x yy x y y
y x y x

y y
y y

I y sin(yx)dx dy [ y cos (xy)] .dy

y (cos y )dy [y y cos (y )] dy

  

   
 

 

  

    

  

 

2 22

2 22 21

   

 

  

  yI [ ] [sin (y )] [( ) (sin )] sin ( )
      

2 2 2
2 2 21 2 1 14 2 42 2 2 2 2 

   
 

zناحيه محدود بين دو معادله   »3«ـ گزينه 72 x y , z x y    2 2 2 23   كنيم. را ترسيم مي 8
  اند و خواهيم داشت:به وضوح داده شده zهايكران

z x y
A z x y A

V dzdydx ( x y )dydx
  

 
     

2 2
2 2

8 2 2
3 8 2 4  

  
دهـيم.  هاي داده شـده را برخـورد مـي   است. براي يافتن آن رويه xoyي، تصوير اين جسم بر صفحهAمنظور از

xيبراي اينكار بايد معادله y x y   2 2 2 28   را حل كنيم: 3

 
x r cos r

x yx y ( ) ( ) y r sin

| J | r

   


          
 

ــير بيضــــوي ــير متغــ 2 تغيــ 2 2 2
2 1

2 4 8 1 2 22 2
2 2



  

  r rV ( r cos r sin ) ( r dr d ) ( ) ( d ).( (r r )dr) ( )( ) ( )
 

                
2 42 1 2 12 2 2 2 3 18 8 8 2 2 8 2 2 16 2 2 8 22 4    

  
 

yيي نوشته شده در صورت سؤال در واقع همان انتگرال دوگانهدانيم كه انتگرال دوگانهمي  »2«ـ گزينه 82
x

sin yI xe ( )dydx
y

     22
  است.  

حـل ايـن سـؤال، تعـويض ترتيـب       يشـود. بنـابراين ايـده   تر گرفته مـي خيلي راحت xانتگرال اين تابع برحسب متغير
xرا تشخيص دهـيم. در ايـن ناحيـه    Dيكنيم تا ناحيههاي داده شده توجه ميمتغيرهاست. ابتدا به كران y  2 

yاست پس بالاي خط x xقرار دارد و در ضمن 2     كنـيم. در ايـن   است. حالا ترتيب متغيرها را عـوض مـي
yصورت داريم   و با حركت در جهت محورxشويم كه خـط ها متوجه ميx        كـران پـايين اسـت و خـط

yx  كران بالاست.         2
yy

y y ysin y sin y xI xe ( )dxdy e ( )[ ] dy e sin ydy
y y

         
2

22 2 2
1

2 8   
  

  استفاده كنيد: زير هم توانيد از فرمولبراي حل اين انتگرال، علاوه بر روش جزء به جزء مي
sy

sy

ae sin(ay)dy
s a

se cos(ay)dy
s a

 

 

  

 
 





2 2

2 2





  

sدر اين مثال به ازاي 1 وa 1 :داريم  I   
2 2

1 1 1
8 161 1

  
  

y
y 2x(x )

2
 

D

y

x

y

x
2

y x

y 2

D

2 2z 8 x y  

2 2z x 3y 

8
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

yبـه صـورت دو عـدد ثابـت     yدر صـورت سـؤال حـدود     »3«ـ گزينـه  29 a) و(y a نوشـت   yتـوان برحسـب  را مـي  xانـد و حـدود  داده شـده  3
(x y, x y a)   :بنابراين داريم  

ya y a a a
y aa y a a a a

x y (y a) y (y a)I (x y )dxdy [ y x] dy [ y y (y a)]dy [ ay ]dy

 
               

3 3 3 3 33 3 3 32 2 2 3 2 2
3 3 3 3 3

  

a
ay (y a) ay a a a a a[ ] ( )a a a

               
4 4 3 4 4 4 4 43 4 4 481 16 27 81 16 1 8 1 4 168 1412 12 3 12 12 3 12 3 12 12 12 12 12 12

  

  

xeمحاسبه انتگرال  »3«گزينه ـ 30 dx
را عوض كنيم براي اين منظور  گيريانتگرالممكن نيست لذا بايد ترتيب  2

yاحيهبايد ن x , y   3 3 ها yشود كه پس از رسم اين ناحيه خط موازي محور را رسم كنيم ملاحظه مي 1
xمرز منحني را در وx y   :كند لذا داريمقطع مي 3

xx
x x x x eI e dydx [ye ] dx xe dx [ e ]

    


       
2 2 2 2 33 93 3 33 1 1 1

3 6 6  
  

با توجه به اينكه محاسبه انتگرال  »2«نه گزيـ 31
y
xe dx ممكن نيست لذا با رسم ناحيهy  1 وy x 1 :داريم  

  

x x
y y
x x x eI e dydx [xe ] dx x(e )dx (e )[ ]

    


         

1 1 1 12 11 1 2 2  

  
  

  

  
  »  4«گزينه  ـ32

  گيري را عوض كنيم:ممكن نيست و بايد ترتيب انتگرالyمحاسبه انتگرال نسبت به
x

x y

    
  

1
1

  

  
xها مرز ناحيه را در خطوطxگردد هر خط موازي محورملاحظه مي  وx y   تغييرات دارد، پس داريم: 1تا  بين yكند، وقطع مي 2

 
y

x x
y y y y yy y yI e dxdy ye dy y(e )dy ye ydy [ye e ] [ ]                

22 1 121 1 1 1 1 1 11 12 2 2      
  

  
  مشخص شود. وrكنيم تا حدودكنيم. ابتدا برخورد كره و مخروط را حساب مياي استفاده مياز دستگاه استوانه  »1«گزينه ـ 33

  x y z
z z z(z ) z , z

x y z

2 2
2

2 2 2
4 4 4 4 4 4 4

4

             
  

   

z 4 قابل قبول نيست چونx y2 2 12   آيـد. بـه ازاي  دست مـي بهz    داريـمx y2 2 4   2پـس    وr 2  حـدود .z    را هـم مشـخص
  كنيم:مي

  
rr z z

r z z r

22

2 2 2

44 4 4
4 4

 
   




    

  

  r

r

r

r
V r dzdrd [rz] drd [r r ( r r )]drd

22 4
2 24

4

2 2 4 2 2 2 2 2 3
4

4

14 44




   


                   

  

  r[ ( r ) ( r )] d ( )( )
2

3 42 2 221 1 54 2 2 13 4 4 3 3
 

         
  

  

x  

y  
y =  x y = 1  

O 

x  

y  

1  0  

1  
y = x  

x  

y  

3  0  

x = 3y  
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هاي چندگانهتگرالان: چهارم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

a                  »2«گزينه ـ 43 xa aa x maV mydydx m [y ] dx


    
2 22 2 4 34 22 22 3  

  
  

y  »2«گزينه ـ 35 r sin , x r cos , y x x y r             2 2 24 4 2  
rI (r sin ) r dr d [ r sin dr]d [ sin ] d sin d [ cos ]

   
                    

2 32 22 8 8 16
3 3 3 3     

  
  

  آوريـم و داريـم:   مـي  دسـت اي حاصـل انتگـرال را بـه   باشد، با استفاده از مختصـات اسـتوانه  گيري محدود به استوانه ميچون ناحيه انتگرال »3«گزينه ـ 36
  باشد)مي 5يك دايره به شعاع xoy(ناحيه تصوير روي صفحه

x y r r r , z r          2 2 2 25 5 5 5 1  
rz z

E
I e dv e r dzdr d

 
     

22 5 1
  

  

uاگر r  duباشد 21 rdr z  :باشد و داريممي 2 r r(e ) r dr d (e ) r dr d
           

2 22 5 2 51 1 1   
  

r u rr r( e r dr r dr)d ( (e )du )d ( (e ) ) d
                

2 2
52 22 5 2 21 11 1

2 2 2 2    
  

(e e)d (e e )( ) (e e )( ) (e e )
                

2 6 6 2 6 61 1 15 5 5 2 52 2 2
  

  

    »3«گزينه ـ 37

  x a y a x y x a r a r a,
x y 

          
  

2 2 2 2 2 2 2
  

  باشد:مي aاي به شعاعناحيه موردنظر ربع اول دايره
aa a r a a aI r sin r rdrd r sin drd sin [ ] d sin d

     
                     

5 5 5 52 2 4 2 2 22 2 2 2 1
5 5 5 2 2 2      

  
  

u/   كنيم:ر استفاده مينامنظم هستند، لذا از تغيير متغينواحي كاملاً   »2«گزينه ـ 83 xy , v xy  1 4  

/ / / / /x y
/ /

x y

/ /J
u u y x v/ xy xy / xy xy xy
v v y / xy




      
1 4 1 4 1 4 1 4 1 4

1 4 4

1 1 1 1 1 2 5 2 5
1 4 4 4

1 4

D
/S dxdy dvdu / [Lnv] du / Ln du / Ln [u] Ln
v

         
2 3

1 1
3 2 3 3

1 1 1 1
2 5 2 5 2 5 2 2 5 2 5 2  

  

x                 »2«گزينه ـ 39 y u
J | J |

x y v
  

       


1 1 1
1 1 2 2
1 1

 

y x u , y x x y u
x y v , y x x y v

 
 

          
          

2 2
2 2  

D D
(x y ) dxdy [(x y) (x y) ]dxdy (u v ) dudv          

2 22 2 2 2 2 21 1 1 8
2 2 2 3 

  
  

  »1«گزينه ـ 04
xx xy x y x xI ( dz) x ydy dx [ x y dy]dx [x ( )] dx ( )dx [ ]            

13 7 81 1 1 13 4 2 4 2 52 2 2 2 23 3 24 24 6      

      
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

    ) 2آزمون (پاسخنامه    
  آوريم.با استفاده از تغيير متغير ژاكوبين و سپس انتگرال ژاكوبين حاصل انتگرال را به دست مي  »4«گزينه ـ 1

  طور كامل مثبت است.گيري بهو مثبت هستند، ناحيه انتگرالهر د yو هم xهم كه در فاصله صفر تابا توجه به اين

u  دهيم:حال قرار مي x y
x u y x u v

v y
 

      
  

x x
(x , y) u vy

y y(u ,v)
u v

 
     

 
 

1 1 11
  

     dxdy | j |dudv dxdy dudv    
  همچنين داريم:

x u v x
, u ,v

y v y
     

        


 

  

I  پس حاصل انتگرال برابر است با: f (x , y)dxdy | J | f (u ,v)dudv    
u

v u v
vI e sin( )dudv

u
  
 


    

  كنيم و داريم:را عوض مي dvو duحال جاي
uv u u u u u

u v
v u v ue sin( )dvdu e ( cos( )) du e ( (cos cos ))du e (u)du

u u
       
 



  
    

      
2

2
    

  

u uI ( ue e ) ( ( e ))
        

  
2 2 2


                    

u

u

u

u e

e

e









 1



  

  

دانيم كه حجم از فرمولمي  »2«گزينه ـ 2
D

V dzdydx  هايآيد. كراندست ميبهz گون مشخص هسـتند امـا بـراي تعيـين     ي دو سهمياز معادله

x:آوريممي دستهبها را گونفصل مشترك اين سهمي، yو xحدود y x y   2 2 2 28 xپس 3 y 2 22 . چون اين ناحيه يك بيضي اسـت و كـار   4
Yتغيير متغير ،كردن با آن ممكن است مشكل باشد y Xاز دسـتگاه جديـد   كنيم. در واقعرا در مسأله ايجاد مي2 x وZ z وY y اسـتفاده   2

1دستگاه جديد ژاكوبين. كنيممي
2

dxتراست. به بيان ساده  dXوdz dZ وdy dY
1
2

به اين ترتيب ،
D

V dZdYdX 
1
2

 Dاست كـه  

Zهايگونبه سهمي X Y 2 23
Zو 2 X Y  2 218 Xمحدود شده است. برخورد اين دو رويه دايره 2 Y 2 2 اي است. پس در مختصات استوانه 4

خواهيم داشت   2وr  2 هايو كرانZ اي بنويسـيم. پـس   هـا را در دسـتگاه اسـتوانه   ابتـدا بايـد آن  ها هستند. گوننيز همان معادلات سهمي
    عبارتند از: Zهايكران

(I) Z X Y r (cos sin )

(II) Z X Y r (cos sin )

      

    

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 18 82 2
3 3
2 2

  

قـرار دهـيم. بـراي مثـال      Zهـاي ها را در كـران توجه كنيم و يك مقدار از آن و rيها كران بالا است بايد به محدودهنيك از آاگر ترديد داريم كه كدام

rاگر   و   شويم كه اوليم متوجه ميرا قرار دهيZ  Zو دومي 8   شود پسميZ r (cos sin )  2 2 23
  كران پايين است. 2

r (cos sin )

r (cos sin )
V rdzdrd ( r ( cos sin )rdrd ( r r )drd

    

 
               

2 2 2

2 2 2

182 2 2 2 2 22 2 2 32
3
2

1 1 18 2 2 8 2
2 2 2     

  

( r r ) d d
 

           
2 22 4 21 1 1 14 8 8 2 8 222 2 2 

  

Xگيري درون بيضيبا توجه به اينكه ناحيه انتگرالتوضيح:  Y
 

2 2
14 Xتوانيم از تغيير متغيراست، بنابراين مي 2 r cos 2،Y r sin 2 نيز استفاده كنيم.  

 

u=v

u

v
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هاي چندگانهانتگرال: هارمچ فصل كارشناسي ارشد يك مدرسان شريف رتبه

  كنيم:ي محدود به كره و مخروط از مختصات كروي استفاده ميبراي ناحيه  »1«ـ گزينه 3
D D

V dzdydx sin d d d        2  
در دستگاه كروي هميشه حدود   2 كـه شـرط خاصـي روي   هستند مگر آنx وy       داشـته باشـيم. در ايـن مثـال هـيچ محـدوديتي رويxوy   

y(از قبيل   ياx   ياy xنداريم پس (   2 است. حدود به وضوحa   به شـعاع  ايهستند زيرا اين ناحيه درون كرهa   .قـرار دارد
xهاي رويهدر معادله براي تشخيص حدود     يهـا را در صـفحه  دهـيم و تصـوير آن  قـرار مـيyoz   ي ي كـره بـه دايـره   كنـيم. از معادلـه  بررسـي مـي

y z a 2 2 zي مخروط بهو از معادله 2 y | y | 2 رسيم. بنابراين حدودمي از   روي محور)z ها) تا
  z(روي خط 4 | y |ستند.) ه  

  
a a a aV sin d d d ( d )( sin d )( d ) ( )( )( ) ( )

 
  

                     
3 32 22 24 4 22 1 2 22 3 3     

  
  
  

 
xعامل  »1«ـ گزينه 4 y2 در مختصـات قطبـي   اسـت.   xoyيگيـري تمـام صـفحه   ي انتگـرال دهد استفاده از دستگاه قطبي بهتر است. ناحيهنشان مي 2

داريم 2روي   2 وr  :  p p
rdrd rI ( d )( dr)

( r ) ( r )

   
  

    
2 2

2 21 1   
  

p  بايد اختلاف درجه مخرج از صورت بيشتر از يك باشد: rدار است. براي انتگرال رويكرانشامل متغير  انتگرالِ p   2 1 1 1  

يكنيم در انتگرال ناسـره يادآوري مي
a

p(r)I dr
q(r)


   كـهp(r) وq(r)   اي هسـتند و دو چنـد جملـهa       شـرط لازم بـراي همگرايـي آن اسـت كـه  

)1  ي مخرج) باشد.درجه –درجه صورت  
 

كه در انتگرالده عبارتبا توجه به آن  »2«ـ گزينه 5
y x
y xe

      را داريـم بهتـر اسـت بـا معرفـيu y x  وv y x  

yمرز است كه عبارتند از: خطـوط  4داراي Dتغيير دستگاه بدهيم. ناحيه x 1 وy x  xو 2   وy   .  بـا
ــدام از ايــن معادلــه     ــرار دادن هــر ك ــا در ضــابطه ق ــعي مــي  vو uيه ــاي جديــد را برحســب   س   كنــيم مرزه

u وv  يپيدا كنيم. مثلاً وقتي معادلـهx   را درu وv   شـود دهـيم نتيجـه مـي   قـرار مـيu y وv y   يعنـي
uكهآن v  يمعادله در صفحه 4است. به همين ترتيب از اينxoy  يمعادله در صفحه 4بايد بهuov :برسيم  

  (x u v)   و(y x v )   1 1  
  (y u v)    و(y x v )   2 2  

x  كنيم:ميدستگاه جديد را نيز حساب  ژاكوبين y
xy uv

x y xy

u u
J J

v v J


       
1 1 1 121 1 2 

1كه قدر مطلق آن يعني
  در انتگرالده ضرب خواهد شد. 2

                   :توجه به يك نكته ضروري است. در سيستم جديد داريم
y x u
y x v

D D
e dydx e dvdu


  

1
2  

دانيد در توابعي مانندطور كه ميهمان
u
ve ياusin

v
ucosيا 

v
انتگرال وسطي باشـد يعنـي ترتيـب حـل ايـن       متغيري كه در صورت كسر آمده است بايد در 

انتگرال بايد به شكل
u
v

D
e dudv

1
vيعني vباشد. پس حدود 2 1 وv  uيعني uهاي انتگرال بيروني و حدودكران 2 v وu v  هاي  كران 

         اند.انتگرال وسطي
vu u

v v v
vv

vI e ( )du dv (ve ) dv v(e e )dv (e e ) (e e ) sinh( )  


           
22 2 2 1 1 1

1 1 1
21 1 1 1 1 3 3 112 2 2 2 2 2 2 2 

 

2

1

v uv u 

v

u

z | y |

y

z

1 2

1

2

D

x

y

C

D

A B
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يدانيم كه گشتاور ماند از رابطهمي  »4«ـ گزينه 6
R

I (x y ) (x, y)dydx   2 x)آيد كه در اين مثال چگالي ثابتدست ميبه 2 , y) k    را داريـم
نويسـيم كـه سـمت    ي مرزها را طوري مـي اند ابتدا معادلههايي كه به چهار مرز محدود شدهي داده شده است. معمولاً براي ناحيههمان ناحيه Rو منظور از

yند ازمعادله مرزهاي اين ناحيه عبارتها عدد ثابت باشد. راست آن
x
 yو 2

x


1
yxو 2 a yxو 22 a 2.  

yuبا معرفيپس 
x

 وv yx خواهيم داشتu 
1 aو 22 v a 2   كنيم.را حساب ميدستگاه جديد  ژاكوبينچنين . هم22

x y
xy uv

x y xy

yu u y xJ Jxxv v x J y
y x


       2

1 2 1
2  

yuالبته چون
x

 است داريمuv
xJ
y u

   
1

2 uو در اين ناحيه 2    برابر با ژاكوبيناست پس قدرمطلق
u
1

  است. 2

  كنون آماده هستيم كه گشتاور ماند نسبت به مبدأ را حساب كنيم.ا
a a

R a a
v k k aI (x y )kdydx k ( vu) dvdu v( )dvdu ( )du
u u u u

            
2 2

2 2
42 2 2 2 22 2

1 1 12 2
2 2 2

1 1 3 11 12 2 2 2  

ka ka ka( u) ( )
u

     
24 4 4
1
2

3 1 3 3 3 9
4 4 2 2 4  

 

دهيم. حجم اين ناحيه برابـر اسـت بـا   نشان مي Dي موردنظر را باناحيه  »2«ـ گزينه 7
D

V dzdydx     1كـه بـا توجـه بـه آن
اول از ايـن ناحيـه را    8

xخواهيم شرطمي  ،y   وz   هايرا داريم. ابتدا كرانz   سـؤال دو معادلـه بـراي    كنـيم. از صـورت  را پيـدا مـيz  آيـد: دسـت مـي  بـهz x 1 

zو ( y) 
1 1همچنين به علت قرار داشتن در 22

zاول بايد 8   باشد. در شرايط عاديz x 1 وz ( y) 
1 كننـد مگـر   را مشخص مي zحدود 22

zها منفي است كه در اين صورت به جاي آن بايد ازكه متوجه شويم يكي از آنآن   تـر در ايـن مـورد لازم اسـت حـدود      استفاده كنيم. براي بحث دقيق
xفعلاً دو شرط xoyيرا مشخص كنيم. در صفحه yو xتغييرات   وy    كننـد. لازم اسـت بـا برخـورد دادن     اي را محـدود نمـي  را داريم كه ناحيـه

zدست آوريم. معادلاتبه yو xها روابطي بر حسباز آن zها و حذفرويه  ،z x 1 وz ( y) 
1   دهيم:را به دو دو برخورد مي 22

z z
x , y

x z y z
  

        
1 21 2 2

   

xداريم xoyبه اين ترتيب در صفحه 1 وy  2 :از طرف ديگر از برخورد دو صفحه با هم داريم  x z
y x

y z
 

   

1 22 2  

x) را به دو بخش تقسـيم كنـيم. در يـك نيمـه داريـم     xoyويرD(تصوير Rپس بايد ناحيه 1 وy x  2    و در نيمـه بـالايي داريـمx 1 
xو y 2 2نيمه پائيني به خط .x 1 يصفحهحدود است كه از مx z 1 به دست آمده است. پس در اين ناحيه داريمz x  1 نيمه بالايي به .

yخط  yيصفحهمحدود است كه از  2 z 2 yzبه دست آمده است، پس در اين ناحيه داريم 2 
 

2
2.  

yx x
x

V dz dydx dz dydx



      

21 2 1 1 2 2
2    

  

x x

y yx( x)dx dydx (x x )dx ( y ) dx
          

221 1 2 1 12
2 2

2 12 1 2 22 2 2   
  

(x x )dx ( x x )dx ( ) ( )             
1 12 21 1 1 1 4 2 1 1 22 2 4 2 2 22 2 3 2 2 3 3 3 3 

  
 

  

y
2x

2

1
x

y
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xبه علـت حضـور عامـل     »3«ـ گزينه 8 y2 در تـابع زيـر انتگـرال حـدس      2
اه قطبي حل شود. براي ايـن كـار ابتـدا    زنيم اين انتگرال بهتر است در دستگمي

در  معلـوم شـود.   rو گيري را تشخيص دهـيم تـا حـدود   ي انتگرالبايد ناحيه
xانتگرال سمت چپ داريم y 1 وx 1 اين ناحيـه را .D1   بنـاميم. در

xانتگرال سمت راست y   22 وy 1  D2است ايـن ناحيـه را   2
ــه  ــاميم. ناحي Dبن D D 1 2 ــر xيهدرون داي y 2 2 ــرار دارد و 2 ــه  ق ب

yخط x و محورy.ها در ربع اول محدود شده است  

توان به صورترا مي اين ناحيه در دستگاه قطبي 
  4 rو 2  2 :بيان كرد. پس داريم  

yx y x y r r
x

I e dydx e dx dy e r dr d e d
 

 
            

22 2 2 2 2 2 21 1 2 2 22 2
1

4 4

1
2   

  

(e )d (e )( ) (e )



  

        2 2 22

4

1 11 1 12 2 2 4 8
  

 
نداشته باشيم yو xدر مختصات كروي وقتي محدوديتي روي  »1«گزينه ـ 9   2 است. براي تعيين حدود هـا ي كرهتوانيم در معادلهميx   

yهايرسم كنيم. دايره yozيقرار دهيم و تصوير را در صفحه z 2 2 yو 4 z z 2 2 zدر 4 1 كننـد با هم برخورد مي( z z )  4 4 . در ايـن  1
yنقطــه داريــم  3،z 1 پــسytg ( ) tg ( )

z
  

   1 1 3 پــس در ايــن ناحيــه 3
   3 هــاياســت. كــران ي دو كــره معلــوم از معادلــه

هستند:  cosو 2  4داريم: . در نتيجه  
cos

V sin d d d


 
       

2 4 23
2 

  

دهد كـه نشان مي yozيتصوير شكل در صفحهتوضيح:   cosكـران پـايين و   2  4 

)يكران بالاست. در نقطه , )3 داريم 1
  3.  

  

zبا توجه به سطوح  »1«ـ گزينه 10   وyz sin
x


 yz معلوم است: zمحدوده متغير 2 sin( )
x


  2  
,yدر مورد x اي داده شده تصوير اين جسم در صـفحه نيز با توجه به معادله مرزهxoy  يدر فاصـلهx     قـرار

yدارد و خط x هاييكي از كرانy  است. اما يك مرز ديگر بـرايy     خـاطر سـطوح   نيـاز داريـم. بـه همـينz   

yzو sin
x


 )ysin  دهيم:را با هم برخورد مي 2 ) y
x


  2    
yپس   وy x مرزهايy يهستند. در شكل مقابل تصوير اين جسم بر صفحهxoy ايم.را نشان داده    

  به اين ترتيب:
yx sin ( ) x
x

xy x y x xV dzdydx sin ( )dydx cos ( ) dx ( )dx xdx
x x


      

          
          

2
2 2 2 2 212 2 2       


 

  
 

xي هر دو رويه عاملدر معادله  »4«ـ گزينه 11 y2 هـا بـه   معادلـه رويـه  كنـيم. در ايـن صـورت    اي استفاده مـي حضور دارد بنابراين از مختصات استوانه 2

azصورت r zو 2 a r 2 ها داريم:آيد، از تلاقي رويهدرمي  r a r r ar a r a
a
       

2
2 22 2    

يرهاست. در اين دا aاي به شعاعدايره xoyييعني تصوير اين جسم بر صفحه   2 وr a  است. حدودz  دسـت  هـا بـه  ي رويـه نيز از معادلـه
  اند. بنابراين حجم موردنظر برابر است با:آمده

a a r a a

r
a

ar r r rV rdzdrd r( a r )drd d ( ar r )dr (ar )
a a a

    
                    2

2 3 3 42 2 2 2 2 222 2 3 4       
  

a
 35

6
a a(a )    

3 3
32 3 4  

 





x  
y x

x

y

R

2D

1D
1

2
2 2x y 2 

y x
x

y

D

2
2 2x y 2 

y x
x

y



z

y

ρ=2

( 3,1)

ρ=4cos
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درون دايره واحد است و به آساني در دستگاه قطبي به شكل Sيناحيه  »2«ـ گزينه 12   2 وr 1 شود. بيان مي  

S
I Ln( )dydx Ln( )rdrd rLn(r)drd

rx y

 
     


    

2 1 2 1
2 2
1 1

   
  

rLn(r)drابتدا انتگرال
1


  حل كنيم.» به جزءجزء«را با استفاده از روش  

(u Ln(r) du dr) , (dv rdr v r )
r

      21 1
2  

Ln(r)dr r Ln(r) r dr ( ) rdr r
r

          
1 1 12 2 21 11 1 1 1 1 1

2 2 2 4 4  
 

 
 

I  داريم: Iبنابراين با جايگذاري در انتگرال ( )d
 

      
2 1 1 24 4 2

 

 
خواهيم صفحه داده شده را حول مبدأ كه مركز كـره نيـز   ه حجم ناحيه محدود مابين صفحه و كره به طور مستقيم سخت است، ميمحاسب  »2«ـ گزينه 13

aتري براي صفحه به دست آيد. فاصله مبدأ مختصات تا صفحه داده شده برابرهست، دوران دهيم تا معادله ساده
3

دلـه صـفحه داده   باشد، بنـابراين معا مي 

azتوان به صورتشده را با يك دوران مي 
3

azخواهيم حجم محـدود مـابين  تبديل كرد و در اين صورت مي  
3

xاز پـايين و   y z a  2 2 2 از  2

xشودبالا را محاسبه كنيم. از تلاقي معادله صفحه و كره نتيجه مي y a 2 2 22
a2يك دايره به شعاع xoyي. پس تصوير اين ناحيه بر صفحه3

اسـت،   3

كنيم. در اين دايره داريماي استفاده ميدر نتيجه براي محاسبه حجم از مختصات استوانه   2 وr a 
2
3حدود .z نيز ازaz 

3
كـره  تا نيم 

zبالايي يعني a x y a r    2 2 2 2   آيند.دست ميبه 2
a

a a r a
a

a a rrdzdrd r( a r )dr ( (a r ) )
  

            
2 2

2
32 2 322 2 2 2 2 23 3

3

12 2 3 23 3   
  حجم

( a a a ) a ( )
      3 3 3 31 1 1 1 42 23 39 3 3 3 9 3

  حجم 
 

xدست آوريم. وجودگانه بهخواهيم حجم را با استفاده از انتگرال سهمي  »4«گزينه ـ 14  y2 دهـد اسـتفاده از مختصـات    ها نشـان مـي  ي رويهدر معادله 2
  نويسيم:اي ميي رويه را برحسب مختصات استوانهاي بهتر است. معادلهاستوانه

z Ln(x y ) Lnr Lnr      2 2 2 2  
zيصفحههم xoyيصفحه  ها داريم:. با برخورد دادن رويه  

Lnr Lnr r     2 1   
)اي به مركزي دايرهكه معادله , )   يدر صفحه 1و شعاعxoy .است  

Lnr
R

V dzdydx rdzdrd ( Lnr) rdrd
  

          
2 1 2 2 1 2
    

  

Lnr  جزء داريم:ي انتگرال وسط از روش جزءبهبراي محاسبه u dr du , rdr dv r v
r

     21 1
2  

rLnrdr [ r Lnr rdr] [ r Lnr r ]        
11 12 2 21 1 1 12 2 2 2 2 2 

  

V  بنابراين داريم: d


      
2 1 1 22 2

  
 

x

y

1

11

1

y

x
1 1

1

1

S
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xبا توجه به وجود عبارت  »3«گزينه  ـ15 y z 2 2 كند. تر ميرسد كه استفاده از مختصات كروي محاسبه انتگرال را سادهتابع تحت انتگرال به نظر مي 2

گيري يك هشتم اول از دستگاه مختصات است، بنابراينناحيه انتگرال   ،
   2،

   2 .خواهد بود  

dxdydz sinI d d d ( d )( sin d )( d ) ( )( )( )
(x y z ) ( ) ( )

   
        

           
                 

2 2
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

112 4 8        
  

dبراي حل انتگرال تذكر:
( )
 

  
2

2 2 tgxاز تغيير متغير 2   .استفاده كنيد  

 

zييعني همان صفحه xoyيصفحه  »3«گزينه ـ 16     هـاي بنابراين كـرانz  عبارتنـد ازz   وz (x y ) 2 21
x. البتـه حضـور  8 y2 ي در معادلـه  2

zعبارتند از zتر است. پس حدوداي مناسبدهد كه استفاده از مختصات استوانهها نشان ميرويه   وz r 21
ي استوانه از معادله و r. براي تشخيص حدود8

x  اي داريم:كنيم. در دستگاه استوانهاستفاده مي y y r r sin r(r sin ) r , r sin              2 2 24 4 4 4     
rيمشخص شدند و اگر به معادله rحدود sin 4 كهدقت كنيد با توجه به آنr تواند منفي باشد، داريم:نمي  r sin            

xي(البته دايره y ay 2 است رسم آن را به ياد داشته باشيد اما ما سعي كرديم روش تشخيص حـدود انتگـرال را   هاي معروفي است كه بهتر جزء دايره 2

sinsin  بدون ترسيم شكل بيان كنيم.) r sin rV rdzdrd r .rdrd [ ] d sin d
     

               
2 41 44 4 2 48 1 1 88 8 4       

  
  شكن داريم:هاي توانبا استفاده از روابط مثلثاتي و فرمول

cossin (sin ) ( ) [ cos cos ] [ cos ( cos )] 
             4 2 2 2 21 2 1 1 11 2 2 2 1 2 2 1 42 4 4 2  

V [ cos ( cos )]d ( sin sin ) |
 

             
8 1 11 2 2 1 4 2 4 2 34 2 2 8 

  
 

zعبارتند از zحدود  »2«گزينه ـ 17   zو 2 (x y ) 2 21
xيها با هم دايرهبرخورد آن 2 y 2 2 دهـد پـس بهتـر اسـت از     به مـا مـي   xoyيرا در صفحه 4

zبه شكل zهاياي استفاده كنيم. در اين صورت كرانات استوانهمختص  zو 2 r 21
داريم 2اي به شعاع شوند و درون دايرهنوشته مي 2   2 وr  2.  

S r
I (x y )dxdydz r .rdzdrd r ( r )drd d ( r r )dr

  
                2

2 2 2 2 2 2 22 2 2 3 2 3 5
1
2

1 12 22 2     
  

r r( ) ( ) 
      

4 6 2 16 162 2 82 12 3 3
  

zشويم كهبدون رسم شكل چگونه متوجه ميتوضيح:  r 21
zو 2  دقـت   rي تغييـرات كـار بـه محـدوده   كران پايين هستند يا كران بـالا؟ بـراي ايـن    2

rكنيم چونمي  2 شود كهاست، معلوم ميz r 21
zاز 2  توانيد بـا قـرار دادن يـك    ها مشكل باشد ميي كرانكمتر است. در مواردي كه مقايسه 2

rمثلاً rمقدار   تر است.ها از ديگري كوچكيك از آنيد كدامها متوجه شودر آن  
 

zهايرويه  »2«ـ گزينه 18 x y 2 zو 2 ( x y )  2 21 را  zحـدود  43
  دهيم:ها را برخورد ميرويه yو xدهند. براي تشخيص حدودبه ما مي

z x y
(x y ) x y

z x y

x y x y

       
  

     

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

3 4
3 4

4 4 4 1

  

  
يك دايره به شعاع يك است و در مختصات قطبي xoyيگيري بر صفحهپس تصوير ناحيه انتگرال   2 وr 1هاياست. كرانz     نيـز بايـد بـر

z  نوشته شوند: و rحسب ( x y ) ( r ) , z x y r       2 2 2 2 2 21 14 43 3  
هـا قـرار دهيـد.    را در آن rها كران پايين و كدام كران بالا اسـت بايـد يكـي از مقـادير    يك از اينها را رسم نكرده باشيد براي تشخيص آن كه كداماگر رويه

11

1

1
2 2x y 1 

x

y

y

2 23z 4 x y  

2 2z x y 

x

z
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

rمثلاً   .را امتحان كنيم  z r 2         وr z ( r )    21 443 3  

zپس r zكران پايين و 2 ( r )  21   كران بالا است. در نتيجه داريم: 43

r

( r ) rV rdzdrd V ( ( r ) r(r ))drd V ( r r r )drd ( r r )dr
   

                     
2

2

1 42 1 2 1 2 1 2 12 2 3 3 33 4 1 4 443 3 3 3 3       
  

[( r r )] d d ( ) ( )
  

        
12 22 42 1 1 1 2 23 3 3 3 3 

  

 
zحجم محدود به زير رويـه   »4«گزينه ـ 19 x y 2 xو محـدود بـه دو اسـتوانه    2 y x 2 xو 2 y x 2 2 2 

  كنيم.ها، از مختصات قطبي استفاده ميباشد. با توجه به معادله رويهمدنظر ميxoyبالاي صفحه

x y x r r cos r cos  
           2 2 2

2 2  

x y x r r cos r cos  
           2 2 22 2 2 2 2  

  

rيشوند، زيرا از معادلهمعلوم مي دقت كنيد كه بدون داشتن شكل هم حدود cos  وr cos 2 معلوم است كه بايدcos   باشد؛ يعني 
   2 2.  

coscos
cos

cos

r(x y )dA r .rdrd d cos d cos d
   
   

 
                   

4 222 2 2 4 42 2 2 2

2 2

15 15 15 3 4524 4 2 2 16 32 
  حجم

sinيادآوري:  d cos d
  

      4 42 2 3
16 

  

 

xيجمله  »2«گزينه  ـ20 y2 را در مختصـات   zي مرزهـاي معادلـه تـر اسـت.   اي راحـت دهد اسـتفاده از دسـتگاه اسـتوانه   ي مرزها نشان ميدر معادله 2
zاي بــه صــورتاســتوانه   و(x y ) rz e e   

2 2 xيبــا توجــه بــه دايــره و rآوريــم. حــدود تغييــراتبــه دســت مــي 2 y 2 2 بــه صــورت  4
r ,     2 2  :است. بنابراين داريم    

  
re r rV rdzdrd e r drd ( e ) d ( e e )d ( (e )) ( e )

                              
2

2 22 2 2 2 2 2 4 4 421 1 1 12 1 12 2 2 2


      
  

Aبنابراين   وB  Aاست و لذا 4
B


   است. 4

 

xوجود عامل  »3«گزينه ـ 21 y2 دهد بهتر است از دستگاه قطبي استفاده كنيم. پس ابتدا معادله منحني را در مختصات قطبي در اين معادله نشان مي 2
r)  نويسيم:مي ) (r cos )(r sin ) r r sin cos r sin cos , r r sin , r               2 3 2 2 2 2 6 4 2 216 16 4 2 2   

  منحني موردنظر رز چهار برگ است، كافي است مساحت يك برگ را محاسبه و حاصل را چهار برابر كنيم.بنابراين 

S ( sin ) d sin d
 

         2 22 214 2 2 8 2 22  
  

rتوانيم از تساويرا مي توجه كنيد كه حدود sin 2 sinهمواره بزرگتـر يـا مسـاوي صـفر اسـت. پـس بايـد        rتشخيص دهيم، چون 2  2    ،باشـد  

يعني   2 پس
   2.  

  
ي مخـروط را  ي كاملاً مفهومي اسـت كـه در آن، معادلـه   اين يك مسأله  »4« گزينهـ 22

 yozينويسيم. ابتدا يك برش عرضـي از مخـروط مـوردنظر را در صـفحه    خودمان بايد ب
  كنيم.  رسم مي
ــه ــاطمعادل )ي خطــي كــه از نق , )1  و( , h) يدر صــفحهyoz ــهمــي صــورت گــذرد ب

z y
h
 1 است. به عبارتي داريمz h( y) 1. اگر همين خط را حول محورz ها دوران

هـاي پيشـين مطالعـه    طور كـه در فصـل  دست خواهد آمد. هماندهيم، مخروط موردنظر به
yعبارت yها بايد به جايzايد، براي دوران حول محوركرده x2   .را قرار دهيم 2

r 2cos 

x

y

11
2

r cos 

z

y

h

-a a

z
h +

y
a =1

z

y

h

-a a

x

z

1 1 1 1

z
y 1

h
 
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zصـورت ي مخروط بهپس معادله h( x y )  2 zيي ايـن شـكل، صـفحه   خواهـد بـود. قاعـده    21     اسـت. از برخـورد دادنz     اـ معادلـه يـم  ي مخـروط دار ب
h( x y )  2 21  يي اين شكل بر صفحهشود كه سايهو از اينجا معلوم ميxoy يدرون دايرهx y 2 2 اـي    قرار دارد. به همين خاطر تصميم مـي  1 گيـريم بـه ج

صورتبه rوهاياي استفاده كنيم. كراندستگاه دكارتي، از دستگاه استوانه   2 وr 1 هستند. حدودz نيز به وضوح ازz    اـ zت h( x y )  2 21 
zصورتبه اياست كه در مختصات استوانه h( r)  1 شود. بنابراين براي مخروط توپرنوشته ميD داريم:  , r , z h( r)        2 1 1    

x)يي نقطهفاصله , y , z) ي شكل يعني ازاز قاعدهz   مقدار برابر است باz     در آن نقطه. پس طبق توضيحات صورت سؤال تابع چگالي برابـر اسـت بـا
(x , y , z) kz هاي موردنياز، مركز جرم شكل را پيـدا كنـيم. اگـر   ي انتگرال. حالا آماده هستيم كه با محاسبه(x , y , z)      ،مختصـات مركـز جـرم باشـد

Dxy  خواهيم.را مي zبنابراين فقط مقدار zي شكل برابر است باقاعده ي آن تافاصله

D

z (x , y , z)dvM
z

M (x , y , z)dv


 






  

x)با جايگذاري , y , z) kz  دهيم:اي ادامه ميو نوشتن حدود انتگرال در مختصات استوانه  
h( r)

xy
h( r)

krz dzdrdM
z

M krzdzdrd

 

 


 



  

  

2 1 1 2

2 1 1
  

  

  

  كنيم:صورت جداگانه محاسبه ميصورت و مخرج را به

  h( r)r kh kh k hM k [z ] drd (r r r )drd [ r r r ] d
   

              
2 2 22 1 2 1 21 12 2 3 2 3 41 2 122 2 2 2 3 4 12     

  

)h  و در صورت كسر داريم: r)
xy

r kh khM k [z ] drd (r r r r )drd [ r r r r ] d
                 

3 32 1 2 1 21 13 2 3 4 2 3 4 51 3 13 33 3 3 2 4 5     
  

kh k h( )( ) 
  

3 3123 2 3 
  

h  بنابراين ارتفاعِ مركز جرم اين شكل برابر است با:
2
5

k h
z

k h


 



3

2

1
3
1

12

  

 

zيبه رويه Dيفرض كنيم ناحيه  »3«ـ گزينه 23 x y 2 zيو صفحه 2 x y 2 معادله هستند. براي همين دو  Dروي zهايمحدود باشد. كران 2
xها داريمدهيم. از برخورد رويهها را برخورد ميرويه yو xهايمشخص شدن كران y x y  2 2 2 x)به عبارتي 2 ) (y )   2 21 1 . با تغيير 2

u)دستگاه , v, w) (x , y , z)  1 uستگاه جديد خواهيم داشتدر د 1 v 2 2 عبارتند  zهاياست. همچنين كران2اي به مركز مبدأ و شعاعكه دايره 2
zاز: x y (u ) (v )     2 2 2 21 zو 1 x y (u ) (v )     2 2 2 1 2 )كه مركزش در اي را. با اين كار توانستيم دايره1 , )1 اي به قرار داشت به دايره 1

  مركز مبدأ تبديل كنيم.
uياي) در دايره(مختصات استوانهاستفاده كنيم.  و rهاياز كرانvوuهايتوانيم به جاي كراناكنون مي v 2 2 داريم2   2 وr  2 .

u)ژاكوبي دستگاه , v, w) ايو همچنين ژاكوبي دستگاه استوانه(r) .را بايد در انتگرالده ضرب كنيم  

uvw zr
(x , y, z)J , J r
(u , v , w) 


   


1
1 1

1

 
 
 

  

r(cos  به اين ترتيب خواهيم داشت: sin )
D r r(cos sin )

V dzdydx rdzdrd
   

   
      2

2 2 2 4
2 2 

  
  اي خواهيم داشت:دقت كنيد كه در دستگاه استوانه zهايدر مورد كران

z (u ) (v ) r(cos sin )       2 1 2 1 2 zو  4 (u ) (v ) u v (u v) r r(cos sin )             2 2 2 2 21 1 2 2 2 2  
  يم:ي انتگرال مياني داربا محاسبه

r(cos sin ) rI rz drd ( r r )drd (r ) d d
r r(cos sin )

      
           

        
42 2 2 2 2 23 2

2
2 4 22 242 2     

  

  است. ، دو برابرDبنابراين حجم
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كند. بنابراين در تابع به يكديگر تغييري نمي yو xگون با تبديلي بيضيمعادلهتقارن دارد، يعني  yو xنسبت به متغيرهاي Dيناحيه  »4«گزينه ـ 24 
  دهد، يعني داريم:مقدار انتگرال نمي به يكديگر تغييري در yو xزير انتگرال تبديل متغيرهاي

D D
x z y zI dv I dv

x y z x y z
 

  
    

4 2 4 2

4 4 2 4 4 2
1393 1393

1393 1393 2 1393 1393 2
  

) ( )( )( ) 
  

4 82 2 13 حجم ناحيه3
D D

x y zI I I dv dv (D
x y z

 
    

  
4 4 2

4 4 2
1393 1393 22
1393 1393 2

  

I 


82 Iپس 3 


4
  است. 3

xيحجم بيضي با معادلهيادآوري:  y z
a b c

  
2 2 2

2 2 2 abcبرابر با 1
4
  است. 3

  
ي نسبت به يكـديگر معادلـه   zو x،yيير نقشكنيم. دقت كنيد كه با تغاستفاده مي zو x،yنسبت به متغيرهاي Vياز تقارن ناحيه  »3«گزينه ـ 25 

  كند:تغيير نمي Iمقدار zو xنقش يا با عوض كردن zو yكند، بنابراين در تابع زير انتگرال هم با عوض كردن نقشناحيه تغييري نمي

V V V
z y xI dv dv dv

x y z x y z x y z
  

  
          

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

3 3 3
  

(  داريم: انتگرال 3با جمع كردن اين  بنابراين    34 25643 حجم ناحيه3
V

x y zI dv (V
x y z

  
  

  
2 2 2

2 2 2
33
3

  

Iديديم كه  
2563 Iاست، پس 3  

256
  خواهد بود. 9

  

dyي انتگرالمحاسبه  »2«ـ گزينه 26
Lny  مشكل است اما با تعويض ترتيب متغيرهـا، انتگـرالdx

Lny    بسـيار سـاده

ي هاي داده شده، ناحيهن انتگرال به تعويض ترتيب متغيرها نياز دارد. در گام اول با دقت به كرانپس اي شود؛حل مي
xeكنيم. داريمگيري را رسم ميانتگرال y e  وx 1هاي انتگرال وسطي را رسـم  ، هميشه اول نمودار كران

xyكنيد. با رسم منحني e و خطy e   اي بـه  شـود. محـل برخـورد ايـن دو نمـودار، نقطـه      ناحيه مشـخص مـي
xطول 1 نگاهي هم به شرطاست. البته نيمx 1 شويم كه ناحيه را درست تشـخيص  اندازيم و مطمئن ميمي
  ايم.داده

در محـل   yنيـاز داريـم. كمتـرين مقـدار     yبـه كمتـرين و بيشـترين مقـدار     yرا بنويسـيم، بـراي   xهـاي و سـپس كـران   yهـاي اگر بخواهيم ابتدا كران
xyوردبرخ e با خطx   دهد يعنيروي ميy e 1بيشترين مقدار .y،y e است. پسy e 1حال اگر در جهت محور .x   ها از ايـن ناحيـه

xعبور كنيم، خط   ورودي است و منحنيx Lny .خروجي خواهد بودx(y e x Lny)  پس .x Lny   هـاي جديـد   . با نوشـتن كـران

e  كنيم:انتگرال را حل مي Lny e e eLny ex LnyI dxdy ( ) dy dy dy y e
Lny Lny Lny

          1 1 1 1
1 11 

  

 
xاند:به روشني مشخص شده yو xحدود  »3«ـ گزينه 27 1 وy x   1 هستند پـس  اعداد ثابت  xاست. البته بايد مراقب باشيم كه حدود 1

yكه به صورت yاند و حدودمربوط به انتگرال بيروني x   1  انـد، پـس ترتيـب مـوردنظر مـا بـه صـورت       اند مربوط به انتگرال وسـطي دست آمدهبه 1
x

arcsin(x y)dydx



 

1 1
1

  كنيم:از روش جزء به جزء استفاده مي yاست. براي حل اولين انتگرال نسبت به متغير 
dy(u arcsin(x y) du ) , (dv dy v y)
(x y)

      
  21

  

  x x
s
arcsin(x y)dydx arcsin(x y)dydx [(x y)arcsin(x y) (x y) ] dx



 


            1
1 1 1 12

1 1
 

  

([(x x)arcsin(x x) (x x) ] [(x )arcsin(x ) (x ) ]dx              
1 2 21 1 1 1 1 1 1 1


  

[(x )arcsin(x ) (x ) ]dx (I)
      

1 21 1 1 12  

  كنيم:استفاده مي مقابلحال براي انتگرال فوق، از روابط 
x a xa x dx a x sin c

a
xx sin xdx ( x )sin x x c



 


    


     





22 2 2 2 1

1 2 1 2
2 2
1 2 1 14 4

  

xy e

y e

1

y

x
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  به صورت زير خواهد بود:(I)اصللذا، ح
x (x )I [ x [ ( (x ) )sin (x ) (x ) ] (x ) sin (x )]   

             12 1 2 2 11 1 1 12 1 1 1 1 1 1 1 12 4 4 2 2 
  

[ [ ] [ sin ( ) sin ( )]] ( ) ( )        
                    1 11 1 1 11 12 4 2 2 4 2 2 2 2 8 4 8        

 

arctgxتوانيم به جايبا توجه به تساوي داده شده مي  »4«ـ گزينه 28
x

dy، عبارت معادل آن يعنيIدر انتگرال 
x y

1
2 21

كار به يـك  را قرار دهيم. با اين 

arctgx  انتگرال دوگانه خواهيم رسيد: dx dy dx dydxI ( )( )
x x yx x x ( x y ) x

  
   

    
1 1 1 1 1

2 22 2 2 2 211 1 1 1    
  

يم. حدود انتگـرال اعـداد ثابـت    كنبنابراين ابتدا ترتيب متغيرها را عوض مي ،گرديماگر اين انتگرال را دوگانه را با همين ترتيب حل كنيم، به جاي اول بر مي

dxdyI  شود:انتگرال به سادگي انجام مي ترتيب هستند در نتيجه تعويض
( x y ) x


 

 
1 1

2 2 21 1 
  

x، از تغيير متغيرxبراي حل انتگرال مياني نسبت به sin  كنيم. بنابرايناستفاده ميdx cos d    است، به ازايx 1  داريم
   2 پس ،

xمثبت است و داريم: cosدر ربع اول قرار داريم، sin cos     2 21 1.  
cos d dy d dyI

( y sin )cos y sin

   
 

       
1 12 22 2 2 21 1   

  

ysinبراي حل اين انتگرال از تغيير متغير tgt  كنيم. در اين صورت خواهيم داشت:استفاده مي  sin tgt
y

 
1  

cosپس d ( tg t)dt
y

    21 tg  به عبارتي داريم: 1 t tg t tg t tg td dt dt dt dt
y cos y y y tg ty tg ttg t yy

   
    

 

2 2 2 2

2 22 22
2

1 1 1 1 1 1 1
111

  

dyd [ tg (ysin )] d [tg (sin )]d
y sin sin sin

  
 

     
      

1 11 12 2 22 2 2 2
1 1

1    
  

 

xuهابتدا از تغيير دستگا  »1«گزينه ـ 29
t

 وyv
t

 كنيم متغيركنيم. با اين كار سعي مياستفاده ميt :را از حدود انتگرال خارج كنيم  
x t u
y t v

 
 
    
    

1
1

  

xy  كنيم:دستگاه جديد را حساب ميژاكوبين  uv
tJ J t

t
t




    2

2

1
1

1  

  اين دستگاه جديد داريم: با
t u u
t v vF(t) e t dudv t e dudv

   
    

2
2 2 21 1 1 12 2  

  داريم: tگيري نسبت بهحالا با مشتق
u
vF (t) t e dudv

 
   

21 12  

Fو F(t)يبا مقايسه (t) :داريم  F (t) t F(t)F (t)
F(t) t tt


   2
2 2 2  

  

xهايمنحني  »1«ـ گزينه 30 y y 2 xو 2 y x 2 درون  Dياي هسـتند. ناحيـه  هاي شـناخته شـده  دايره 2
xِدايره y x 2 xيو خارج از دايره 2 y y 2 yد. البته شرطقرار دار 2      گيـريم. واضـح   را هـم در نظـر مـي

  تر است. است كه استفاده از مختصات قطبي مناسب
به صورت كران پايين   ياست اما براي يافتن كران بالاي آن بايد مختصات نقطهA  معلوم شود. اين نقطه از

x  آيد: دست ميبرخورد دو دايره به y x
x y

x y y

        
 

2 2

2 2 4  

y

x

A
D

1

1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

yداريم Aيعني در نقطه x در نتيجه
  x  دايره معلوم خواهد شد:ي دو هم از معادله rاست. حدود 4 y x r cos

x y y r sin

     


    

2 2

2 2  

يها كران پايين و كدام كران بالا است كافيست از محدودهيك از آندانيد كه كداماگر نمي
   4 ها قرار دهيـد. مـثلاً   اي را انتخاب كرده و در آنزاويه

در   داريمr cos( ) 1 وr sin( )   پسr cos  .كران بالا است  

cos

sin

cos
cos
sin

rI (r )(rdrd ) [ ] d (cos sin ) (cos sin )d
  

 




  



            

2 14
2 2 2 2 24 4 41

4 4  

I cos d (sin ) [ ]





 
        41 1 1 12 2 144 8 8 8  

  

xيگيري يك بيضي (يا دايره) با معادلهي انتگرالهرگاه ناحيه  »4«ـ گزينه 31 x y y
( ) ( )

a b
 

 2 2 1   كنـيم  باشد از تغيير متغير بيضوي استفاده مـي

xكه طبق آن داريم:  x
r cos

a


  وy y
r sin

b


  البته در اين مثالa b 1 :است. بنابراين داريم  

r
x r cos
y r sin D : r cos r sin r r
| J | r

 
  

            
 

2 2 2 2 2
1
1 1 1 1  

ي كاملهم براي يك دايره يمحدوده    2 .است  

D
I [( r cos ) ( r sin ) ( r sin )]r dr d (r r cos )r dr d

  
 

                
2 1 2 12 2 21 1 2 1 2  

r
rr[ r cos ] .d [ cos ]d { sin }


    
             

42 212 21 2
4 4 4 4 2  

  

  
توانيم بـا انجـام   ل كنيم. با اين حال ميدكارتي با همين حدودي كه در صورت سؤال داده شده است، حتوانيم در دستگاه اين انتگرال را مي  »1«ـ گزينه 32

xصورتتر شده انتگرال شويم. عبارت زير انتگرال بهتغيير متغير مناسب، باعث ساده y z


2
2 xاست پس انتخاب 3 yu 


2

zvو 2   wمنطقي اسـت.  3

wتوانيم به دلخواه به صورتيرا هم م y ياw x   كنـيم انتخاب كنيم. ما فـرض مـيx y yu x
  

2
2 zvو 2  wو 3 y   .ايـن   ژاكـوبين باشـد

  كنيم:دستگاه را حساب مي

xyz uvw
xyz

J J
J



      

11 2
1 1 1 33 3

1



 

 

  

  دست آوريم:ي مرزهاي جديد را بهقرار داده و معادله wو u،vيي مرزهاي قديمي را در ضابطه. حالا بايد معادلهاست 3برابر با ژاكوبينپس قدرمطلق 
yx u y w z v

, ,
y y w z vx u

           
           


1 12
4 4 3 1

2

   


  

    بنابراين داريم:
v u uI (u v) dwdvdu [uw vw] dvdu (u v)dvdu [uv ] du (u )du [ ]                    

2 21 1 4 1 1 1 1 1 14 1 113 3 3 4 12 12 12 122 2 2 2          
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  » 2«ـ گزينه 33

1در Dيي ديريكلـه اسـت. ناحيـه   ي خوبي از كـاربرد قضـيه  اين مثال نمونه ي ديريكله)(استفاده از قضيهروش اول: 
 ياول قـرار دارد و توسـط نامعادلـه    8

x y z  1 مشخص شده است. در واقع داريمx y z   1  بنابراين در فرمول ديريكلـه داريـم .h 1  وh 2 . اكنـون بـه ايـن ترتيـب ادامـه      1
  دهيم:مي

D D D

I I I

I x dzdydx y dzdydx z dzdydx    
1 2 3

2 2 2
  

  

hm      ) داريم:kو m،nطبق فرمول ديريكله (براي اعداد صحيح n k m n k
D h

m!n!k!f (x y z)x y z dzdydx f (t)t dt
(m n k )!

    
    2

1
2

2  

fداريم I3و I1،I2هايي انتگرالدر همه (x y z)  1.  
mداريم I1در  nو 2 k   ،درI2 داريمn  mو 2 k   ،درI3 داريمk  nو 2 m    

!  آيند:دست ميها به اين صورت بهي آنها با هم برابر است و همهبنابراين جواب اين انتگرال ! tI I I t dt [ ]
! !

    
51 14

1 2 3
2 2 1
4 4 5 6 

  

I  در نتيجه داريم:    
1 1 1 1

6 6 6 2   
  

  تر خواهد شد.ي ديريكله حل اين مثال چقدر سختشويد كه بدون استفاده از قضيهوم دقت كنيد متوجه مياگر به روش د
xبا وجود آن كه عاملروش دوم:  y z 2 2 يم و كن ـكـروي نيسـت از دسـتگاه كـروي اسـتفاده نمـي       Dيدر اين انتگرال حضور دارد اما چـون ناحيـه   2

  نويسيم:را در همان دستگاه دكارتي مي zو x،yحدود
xصفحات y z  1،z  ،x   وy    يناحيهمرزهايD هستند. حدودz اند:به وضوح مشخص شدهz   وz x y  1هاي پايين. كرانx 

xنيز عبارتند از yو   وy   ها بايد صفحاتاما براي تعيين كران بالاي آنz   وz x y  1 را برخورد دهيم. خطx y 1 آيـد.  دست مـي به
xيبر صفحه Dاين ناحيه را كه تصوير y است باA ايم:نشان داده  

z x y
D A z

I (x y z )dxdydz (x y z )dzdydx
  


       

12 2 2 2 2 2


  

z x y
zA A

z x yI [(x y )z ] dydx ( )[ x y ( x y) ]dydx  


 
         

3
2 2 1 2 2 21 3 3 13 3  

توانيم از تبديل مختصات به صورتسازي ادامه حل مسأله ميبراي ساده
u x y

v x y

| J |


 


 


 


1
2

  استفاده كنيم.   

 v

v u

u 1

v u 

u

y

x

1

1

تبديل دستگاه

x y 1 

A

  
u v u u v u

v uu v u u
u du.dv vI ( )[( u) u v ].( ) ( u).[{ u ( u) }v ] .du

   
  


          

31 12 2 2 2 21 3 3 1 31 1 13 2 2 2 6 2 2 
  

u
u

I ( u).[ u u u u u ]du [ u u u u ]du



           

1 13 3 2 3 3 2 41 11 3 2 2 4 1 2 6 66 6 
  

u

u
I { u u u u } [ ] { } ( )





 
             

14 2 3 51 5 6 1 5 6 1 25 1 12 1 3 12 1 26 2 5 6 2 5 6 1 6 1 2


  

  

  

z

Dناحيه 

x

y

1
1

1
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zحجم محدود به نواحي  »1«ـ گزينه 34 x y  2 yو  21 x وy x zو 3   خواهيم بيابيم:را مي    

D
V dzdydx   

zياز معادله (x y )  2 xكه شامل 21 y2 اي مناسب زنيم استفاده از مختصات استوانهاست حدس مي 2
zعبارتند از zباشد. حدود (x y ) r    2 2 21 zو 1   .  

yكنـيم. خطـوط  مشـخص مـي   xoyيابتدا تصوير اين جسم را بـر صـفحه   و rبراي تشخيص حدود x 
yو x zاند. با برخـورد دادن شده داده 3   وz (x y )  2 xيبـه دايـره   21 y 2 2 رسـيم.  مـي  1

  ايم:نشان داده xoyيتصوير اين جسم را بر صفحه

yروي خط x  داريـم
  yو روي خـط  4 x داريـم  3

  ytgتوانيـد از فرمـول  . (مـي 3 ( )
x

  1 
rنيز به وضوح rاستفاده كنيد.) حدود 1 .هستند  

r rV rdzdrd r[z] drd (r r )drd
  

 
              

2 21 1 1 11 2 33 3 3

4 4 4
   

  

r r[ ] d [ ]
 

 


     
3 4 13 3

4 4

1
3 4 12 144

  

 
ي مرزها را طوري بنويسيد كه سمت راست تساوي عـدد  ناميم. معادلهگون ميداراي چهار مرز است. اين نواحي را نواحي لوزي Dيناحيه  »2«ـ گزينه 35

ــد: ــت باش xثاب y  ،x y  2،x y 2  وx y 2 ــر 1 ــر متغي ــس تغيي v. پ x y  وu x y 2 ــي ــث م ــهباع ــود معادل ــه ش ــا ب ي مرزه
uصورت  ،u  2،v   وv 1 يي يك مستطيل است. رسم شكل ضرورتي ندارد اما براي توضيح بهتر شكل ناحيـه دهندهدر آيند كه نشانD  را در

x  كنيم:دستگاه جديد را حساب مي ژاكوبينايم. هر دو دستگاه نشان داده y
xy uv

x y xy

u u
J | J |

v v | J |
      


1 2 1 131 1 3  

  

  

  
  
  

  u v u
u v u

x y u u uI .dx dy ( ) ( dv du) ( ).[ sec v dv].du [Ln | tg v sec v |] du
cos (x y) cos v     

  

  


    

      
1 2 1 2 1 22 1

3 3 3  

  u uI (Ln | tg sec |)du Ln | tg sec | .[ ] Ln | tg sec |


      
21 1 12 2 2 2 2 23 6 6  

sec   ي انتگرال مقابل استفاده كرديم. در حل انتگرال فوق از نتيجه x dx Ln | sec x tg x | c      
 

y

x
11

1

1 y x

y 3x

y x

y 3x

1

2

v

u

x 2y 

y

x
 تبديل مختصات

y x

y x 2 

x 2y 1 
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x)معادله منحني  »1«گزينه ـ 36  y ) x y  2 2 2 2 rه صورت، در مختصات قطبي ب2 r cos 4 2   آيد.در مي 2
rبنابراين   ياr cos 2 rيعني 2 cos 2توانيم حدودجا مي. از همين  ي را هم تشخيص دهيم. در معادلـه

r cos 2 ايدبcos  2  باشد پس 
   22 به عبارتي 2 

   4 x). البته منحني4 y ) x y  2 2 2 2 2 

يهم در سمت چپ يعني در فاصـله  يسكات است كه يك نيمهنيك لم 
  

3 5
4 دارد. پـس مـا انتگـرال را روي     4

  كنيم. در اين نيمه حدود انتگرال به صورت زير است:ي سمت راست گرفته و دو برابر ميمهني
 

   4 4     r cos  2     z r  2  

cos r cos
S

cosd rdzdrd r .rdrd d cos d
   

 
  

  


                 

2 22 2 2 24 4 4 4

4 4 4

2 12 2 2 24 2  
  حجم

u ,du d cos udu


    
 2 2 221

2 8
  

 

  گانه داريم:هاي سهطبق فرمول حد مجموع براي انتگرال  »3«گزينه  ـ37
n n n

n i j k

i j klim f ( , , ) f (x , y, z)dv
n n nn   

   
1 1 1

3
1 1 1

1
  

  

  در تست فوق داريم:
i j k i j k

x y zn n n ni j kf ( , , ) e e f (x , y, z) e
n n n

 
        

xبنابراين مقدار حد برابر است با y ze dzdydx
  

   
1 1 x يـره نوشـت:  توان به صورت ضرب توابـع يـك متغ  . تابع زير انتگرال را مي1 y z x y ze e e e    و

  گانه را به صورت ضرب سه انتگرال يگانه بنويسيم:توانيم انتگرال سهمي ها هم عدد ثابت هستند. بنابراينكران

  x y z x y ze dzdydx ( e dx)( e dy)( e dz) (e )(e )(e ) (e )             
1 1 1 1 1 1 31 1 1 1
     

  
  

xeگـردد ملاحظه مـي   »3«گزينه  ـ38 y e     بـا رســم دو خــطy e وxy e      و رسـم يـك خـط مـوازي
xگردد كه منحني مرز ناحيه را در روي خطوطها ملاحظه ميxمحور  وx Lny كند، وقطع ميy    نيـز بـين

  كند، لذا داريم:تغييرات مي eتا 1

e
x

e e Lny e eLny
e

xI dydx dxdy [ ] dy dy [y] e
Lny Lny Lny

             1
1

1 1 1
1 1 1 1

 
  

  

x              »2«گزينه ـ 39 t t
x

I F(t)dt F(x)dx e dtdx e dtdx
   

         
2 21 1 1 1 1

1  

teمحاسبه
  كنيم:گيري را عوض ميرا رسم و ترتيب انتگرال ممكن نيست و لذا ناحيه انتگرال 2

t tt t t t e eI e dxdt [xe ] dt te dt [ ] (e e )
 


   


              

2
2 2 2 11 1 1 11 1

2 2 2         x t
x

 
  

1
1  

  
  

2r cos2 

x

y

x  

y  

e  

O  

y = e  

1  

1  

x Lnyxy e  يا

1  

1  

t 

x  
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گـردد در  ملاحظـه ميگيري منظم نيست چون بايد دو سر فلش در انتها و ابتداي مرز شامل يك منحني باشد، اما توجه شود ناحيه انتگرال  »1«گزينه ـ 40
  شوند.)تبديل مي BDو ABبه معادله خط CDو ACكند.چين نشـان داده شـده معـادلات خـط دو سـر فلـش تغيير ميطـرفين خط

u x y
J

v x y
  

     

1 1
1 1 2
1 1

  

  با رسم ناحيه در مختصات دكارتي داريم:
AB y x x y
AC y x x y
BD y x x y
DC y x x y

       
         
         
        

3 3  

uگرددملاحظه مي    وv   3 باشد:مي  
u cos vI u sin v | J | dudv [ ] sin vdv ( )dv [v sin v]

 

    
   

   
        

3 3 3 43 3 3 32 2 21 1 2 1 22 3 3 2 6 2 3  

tg ( ) tg ( )abc sin abc[sin ]d d [ cos ] d
cos cos

  
       

   
1 12 2 2 2

3 2
3 3

3 39 18   
  

tgabc abc( )[ cos(tg ) ] ( )[cos ( tg )]
cos (tg )




           
1 21 2

2 1
3 3 32 2 1 2 13 18 3 1818 2 

  

secدقت كنيد كه tg
cos

    


2 2
2

1 cos  است. از همين تساوي خواهيم داشت: 1
tg

 
 2
1

1
   

    توانيم حاصل انتگرال را حساب كنيم:حالا مي
abc abc abc abcV ( )[ ( ) ] ( )[ ] ( )[ ] ( )                   


1 3 3 1 3 92 1 2 1 2 1 2 3 9 23 18 18 3 9 27 271 2 3 3

  

abc abc( )[ ] ( )( )      2 4 3 9 2 9 4 327 27  
  

  

x  

y  

C  B  

A  

D  



    

1  

انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    1آزمون (پاسخنامه (    

x  كنيم:بسته است، از قضيه گرين استفاده مي Cچون خم  »1«گزينه ـ 1 xP e ( cos y) , Q e (y sin y)    1  
x x xQ P

e (y sin y) e sin y ye
x y

 
      

 
  

sin xx x x
C D

(( cos y)dx (y sin y)dy) ye dA ( ye )dydx e sin xdx
 

             211 2  
    

e 


1
5

x x x x x xcos x
[e ]dx (e e cos x)dx (e (e cos x e sin x))

  
           

1 1 2 1 1 12 2 2 22 2 4 4 5  
  

  
  كنيم:بسته است، از قضيه گرين استفاده مي Cچون خم  »3«گزينه ـ 2

(x y ) (x y ) (x y )P
P e cos( xy) ye cos( xy) xe sin( xy)

y
     

   


2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2  

(x y ) (x y ) (x y )Q
Q e sin( xy) xe sin( xy) ye cos( xy)

x
     

    


2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2  

Qچون P

x y

 


 
  ، پس طبق قضيه گرين حاصل انتگرال روي خم بسته صفر است. 

  
  زير است: صورتبه ABخطي پارامتري پارهمعادله  »1«گزينه ـ 3

C(t) t i ( t) j , t      
 

  
dx dt ,dy dt    

AB
(sin y)dx (sin x)dy sin( t)dt (sin t)( dt) (sin t sin t)dt

 
          

    
  

Fاهيم كار انجام شده ميدان برداريبراي اين كه بخو  »2«ـ گزينه 4
 را حساب كنيم، بايد حاصل انتگرال

C
F.dr


 را محاسبه كنيم و براي اين منظور ابتدا ،
xبا فـرض  Cي منحنيكنيم، با توجه به ضابطهرا پارامتري ميCمنحني t ،گـاه آنy t  x، امـا در مـورد حـدود انتگـرال، چـون     24  2  ، لـذا 1

t  2   خواهد بود، پس داريم: 1

C C

t t
F.dr (y x )dx dy ( t t )dt ( tdt) ( t t )dt [ t]  

                  
3 21 1 12 2 2 2

22 2
3 82 4 4 2 4 2 3 8 4 43 2

    

15( ) ( ) ( )          3 21 4 4 2 4 2 4 2 
 

ــ 5 ــه ـ ــا محاســبه »1«گزين ــي مــي ي مشــتقب ــاي جزئ ــدان  ه ــه مي ــيم ك بين
Fبرداري (P,Q) ( (Lnx Lny), (Lnx Lny))

x y
   

1 1 :پايستار است  

y

x y

x

P ( )
x y xy

Q P

Q ( )
y x xy

     
  


1 1 1

1 1 1




  

Fتابع پتانسيل در نتيجه انتگرال مستقل از مسير است و كافي است نقاط ابتدايي و انتهايي مسير را در
 .قرار بدهيم  

Ln xy
g(x , y) (Lnx Lny)dx ( )dy (Lnx Lny) k k

x
         

221 1
2 2 تابع پتانسيل  

uدر اولين انتگرال با فرض Lnx Lny  داريمdu dx
x


u، پس1

udu 
2

2.  
x)نقاط ابتدا و انتهاي مسير عبارتند از: , y )1 x)و 1 , y )2 xyها روي منحني. البته هر دوي آن2 a :قرار دارند  

(x , y ) Ln (x y ) Ln (x y ) Ln (a) Ln (a)
F.dr g(x , y)

(x , y )
     

2 2 2 22 2 2 2 1 1
1 1 2 2 2 2

    

  
curlAناي انتگرال صفر است، پس ميدان پايستار است، و بنابرايچون روي هر خم بسته  »2«ـ گزينه 6 


.  

  

B

A

x

y

x

y

1x 2x





  

2  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

Fاي است، كافي است ابتدا حاصلسؤال ساده  »4«ـ گزينه 7 dr
  را حساب كنيم، قبل از آنdr

 كنيم:را حساب مي    
r(t) t i ( t) j t k r (t) t i j t k      2 3 22 2 2 3

       
Fاز طرفي xyi zj x k t i t j t k     2 3 3 42

      :بنابراين داريم  

  
i j k

F dr t t t ( t t ) i t j ( t t )k

t t

        3 3 4 5 4 5 3 4

2
2 3 2 4 4 2
2 2 3

  

     

  بنابراين داريم:
C

I F dr [( t t ) i t j ( t t )k]dt i j k            
1 5 4 5 3 4 9 2 73 2 4 4 2 1 3 5

      


  
  ها متفاوت هستند!ها انتگرال حساب شود ديگر نياز نيست بقيه محاسبه شوند، چون گزينهالبته اگر فقط از يكي از مؤلفه

  
گيري را به ناميم و لذا بايد انتگرالمي C3و C1،C2راها آن خط است كهشامل سه پاره Cكه از صورت سؤال مشخص است، خمطور مانه  »2«ـ گزينه 8

ي پـارامتري  كـنم؛ معادلـه  آوريـم، قبـل از آن يـادآوري مـي    مـي  دستبهرا  C3و C1،C2بتدا معادلات پارامتريسه قسمت تقسيم كنيم، براي اين منظور ا
A(xيخطي كه نقطهپاره , y , z )1 1 B(xيرا به نقطه 1 , y , z )2 2     زير است: صورتبهكند وصل مي 2

x x y y z z
t

x x y y z z

  
  

  
1 1 1

2 1 2 1 2 1
  

    :معادلات پارامتري سه منحني به شكل زير استبنابراين 
x dx

y z
C : t , x y(t) t dy dt , t

z(t) t dz dt

x t dx dt
x y z

C : t y t dy dt , t

z t dz dt

x dx
z

C : t , x , y y dy , t

z t dz dt

  
          
     

  
            
       

  
              

1

2

3

11 1

1 1 1 11 2 1 3 1 2 1 2
1

3 1 2 2 14 3 3

 
   
 

 



 

  

C C C
I ( tdt tdt) ( t ) dt ( t )dt (t ) dt dt                  1 2 3

1 1 122 2 1 2 1 2 1 2 2 2
  

    

77
6

t t ( t ) t t
[ ] [ t t] [ t] ( ( ) ) ( )
 

                      
2 2 3 2 21 1 1 32 1 2 1 2 1 1 14 4 4 1 2 1 1 1 1 2 4 42 2 2 3 2 2 2 6 6  

  
  

                 ابتدا توجه كنيد، داريم:  »4« ـ گزينه9
C C C C

T.dR T.Tds | T | ds ds     2     
a2           :داريم باشد، بنابراينمي aانتگرال اخير همان محيط دايره به شعاع

C
T.dR 
   

  
r(t)صورتبهدانيم معادله پارامتري بيضي داده شده مي  »1«ـ گزينه 10 (a cos t, bsin t)،t   باشد، كه بـا جايگـذاري در انتگـرال داده شـده     مي

  شود:نتيجه مي

C
y dx x dy (b sin t( a sin t) a cos t(bcos t)dt ( ab sin t a bcos t)dt

 
        2 2 2 2 2 2 2 3 2 3

 
  

sin t
( ab sin t( cos t) a bcos t( sin t))dt [ ab ( cos t cos t) a b(sin t )] ab

  
           

3
2 2 2 2 2 3 2 21 41 1 3 3 3

  
  

    توانيم از قضيه گرين استفاده كنيم.بسته است، مي Cچون منحني  »1«ـ گزينه 11
Q P

F (x y, ) ( )
x y

 
       

 
1 1 1  

)4          طبق قضيه گرين داريم:بنابراين  ( ) )  21 2 اي به شعاعدايرهمساحت نيم 22
C

F.dr dA  1 2 2  
  

) 1) غلـط اسـت. در گزينـه (   3شود، بنابراين گزينه (مي 2) برابر با3با توجه به توضيحات متن كتاب حاصل انتگرال داده شده در گزينه (  »3«گزينه ـ 12
حاصل انتگرال چون جهت ساعتگرد (منفي مثلثاتي) است بنابراين 2 هم درست است، چون مبدأ درون بيضي داده شده قرار ندارد و 2شود و گزينه (مي (

  .شودمي 2) هم درست است چون طبق مطالب متن كتاب برابر با4لذا حاصل انتگرال صفر است و بالاخره گزينه (

2 2x y 8 

x

y



    

3  

انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  
  ي گرين كمك بگيريم.دايره بسته است، بنابراين بهتر است از قضيهبا توجه به اينكه مسير نيم  »1«ـ گزينه 13

P
P x y

Q Py
( )

x yQ
Q x y

x

              
       

5

1
1 1 2

1
  

(  داريم:بنابراين  ( )   212 مساحت ناحيه12
D

I dx dy (D   2 2  
  

  گيريم:گيريم، چون جهت داده نشده آن را مثبت در نظر ميي گرين كمك ميبا توجه به اينكه مسير بسته است از قضيه  »2«ـ گزينه 14

D D

Q P
I ( )dA ( x y )dA

x y

 
   

   2 23 3  
فر است، اما دقت كنيد استدلال فوق بـا در نظـر گـرفتن    مقدار عبارت زير انتگرال بزرگتر از صفر است، پس حاصل انتگرال هم بزرگتر از صواضح است چون 

حاصل انتگرال بايد در يك منفي ضرب شود، پس حاصل انتگـرال يـا مثبـت     گاهآنآمد، اگر جهت منفي را در نظر بگيريم،  دستبه Cجهت مثبت براي مرز
  است و يا منفي است. 

  
  »  2«گزينه ـ 15

Fميدان برداريروش اول:  (f (x y z) , f (x y z) , f (x y z))      
 توانپايستار است و تابع پتانسيل آن را ميf (u)du    در نظر گرفـت در ايـن

B  صورت داريم: B

A A
I f (x y z)(dx dy dz) f (u)du        

x  :ساده مقابل نيز پاسخ داد صورتبهتوان البته اين سؤال را ميروش دوم:  y z u dx dy dz du      ´ÄoÃ¬Â¶®ÃvºHoŸÄj¸Ã o‡ pH  
B B

A A
f (x y z)(dx dy dz) f (u)du       

  
ابتدا با فرمول  »3«ـ گزينه 16

C
(Pdy Qdx) ي درون منحنـي كنيم. ناحيـه كنيم، در ادامه از قضيه گرين استفاده ميآغاز مي شارC  را بـاD   نشـان

داريم Dي. طبق صورت سؤال در ناحيهدهيممي    وr 1 2.   
  

C C C

y
Pdy Qdx Qdx Pdy Ln(x y )dx tg ( )dy

x
           2 2     شار1

D D D

y
y y y yx[ (tg ( )) ( Ln(x y ))]dydx [ ]dydx ( ]dydx

x x y y x y x y x y

x




  
       

    


     
21 2 2
2 2 2 2 2 2 2
2

2 2

1
  

D

y rsin
dydx rdrd sin drd [r] sin d [ cos ]

x y r

   
            

      
2 2 2

12 2 21 1 2  
  

  
توان فهميد تابع تري براي حل اين سؤال وجود دارد! با نگاهي كوتاه ميحل مناسبسازي، راهبا كمي دقت واضح است غير از روش پارامتري  »3«ـ گزينه 17

d(xyz)  زير انتگرال، ديفرانسيل كامل است، چون داريم: (yz)dx (xz)dy (xy)dz     
2B  و لذا داريم:  B

AA
I d(xyz) [xyz]           1394 1 2 1 2 1393 2788 2786  

fبه بيان ديگر تابعتوضيح:  xyzيك تابع پتانسيل براي ميدان برداري ،F (yz)i (zx) j (xy)k  
   هـاي  است كه به دليل واضح بودن، ديگر از روش

    شهودي آن را نوشتيم! صورتبهنياورديم و  دستبهگفته شده آن را 
  

Fواضح است ميدان  »1«ـ گزينه 18
 كنيم:پايستار است و بنابراين به مسير بستگي ندارد و لذا تابع پتانسيل را حساب مي  

xy xyF (ye y cos xy)dx y dy zdz e sin xy y z         2 3 23 6 3  

I f (C( )) f (C( )) f ( , , ) f ( , , ) (e ) (e ( ) )
  

            
3

2 31 1 3 1 32 2 8
         
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  توانيم از قضية گرين استفاده كنيم.  بسته است، مي Cچون خم  »2«ـ گزينه 19
Q P

F (x x y , xy ) y ( x ) x y
x y

  
        

 
3 2 2 2 2 2 2  

  انتگرال موردنظر برابر است با:بنابراين 
  12

C D
F.dr (x y )dA r .r dr d d r dr

 
           

2 4 2 42 2 2 3
2 2 

   
  

ميدان پايستار است  كنيم:را كنترل مي ابتدا شرط پايستار بودن   »1«ـ گزينه 20
y P y

P
P Qyx x
y xy Q y

Q
x x x

 
        

      

2

2 2

2

2

2 2
    

از صـورت خـود   چون ميدان پايستار است، پس كار انجام شده به مسير بستگي ندارد و فقط به نقاط ابتدايي و انتهايي مسير بستگي دارد (البته اين موضـوع  
گويـد  يي و انتهايي مسير را مشخص كرده است و اين يعني طراح به طور غيرمستقيم به ما مـي ي ابتداسؤال نيز معلوم است، چون طراح سؤال فقط دو نقطه

y  كنيم:ميدان پايستار است!!) پس تابع پتانسيل را حساب مي y
f dx

xx
  

2 2

2  

)  بنابراين داريم: )
W f ( , ) f ( , ) ( )


          

2 2

2
2 14 2 1 1 1 14 1

  
  

x

y



    

5  

انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

    2(آزمون پاسخنامه (    

تشكيل شده است، بنابراين انتگرال را به  C2و C1از اجتماع دو خم Cمطابق شكل مقابل خم  »4«ـ گزينه 1
  كنيم:دو قسمت تقسيم مي

C C
I I I ( xy)dx (y )dy ( xy)dx (y )dy          1 2

2 2
1 2 16 16  

  
yكنيم: با توجه به اين كهرا حساب مي I1ابتدا  لذا ،dy  بنابراين حاصل انتگرال ،I1 صفر است، (به جايy وdy (!صفر قرار دهيد  

tرا براي C2بايد ابتدا منحني I2براي حل انتگرال   :پارامتري كنيم  C (t) ( cos t) i (sin t) j 2
1
2

   

  پس داريم:
C

I ( xy)dx (y )dy ( sin t cos t cos t)dt ( sin t sin t)]


         2
2 2 3

2
5 1516 16 164 12 

  
Iبنابراين I I    1 2   .  
  تر از اين حالت نباشد، كمتر نيست!حل و حجم محاسبات اگر سختي گرين هم ممكن است، اما راهرگيري قضيهپاسخ به اين سؤال با به كاتذكر: 

 

Fبه راحتي واضح است ميدان  »4«ـ گزينه 2
  صورتبهپايستار است و تابع پتانسيل آنf Ln(x y z )  2 2 21

باشد و بنابراين حاصـل انتگـرال بـه    يم 2
  وابسته است، لذا داريم: Cمسير بستگي ندارد و فقط به نقاط ابتدايي و انتهايي مسير

C

f[C( )] Ln( ) Ln
F.dr f[C( )] f[C( )] Ln Ln Ln Ln Ln

f[C( )] Ln( ) Ln( )

            
   



2 2 2

2 2 2

1 11 1 1 1 3 1 1 1 84 12 2 2 1 84 3 28 281 1 2 2 2 3 22 2 4 8 842 2

   

 
را پارامتري كنـيم، بـا    Cكنيم. اگر بخواهيم مسيررا رسم مي Cبراي درك بهتر سؤال مسير  »1«ـ گزينه 3

بـه مسـير و    Oaخوريم، بنابراين بهترين روش اضـافه كـردن خـط   شكل برميمتوجه به تابع زير انتگرال به 
ي گرين استفاده كنيم. يعني مسـير جديـد   قضيه ايجاد يك منحني بسته است تا با اين كار بتوانيم از مزاياي

  شود:مطابق شكل دوم است، پس قضيه گرين به شكل زير نوشته مي C1و Cشامل دو مسير

R
C C

Q P
F.dr F.dr ( )dxdy

x y

 
  

   1

   

  
اما يادتان باشد ما دنبال

C
F.dr
 هستيم و بنابراين انتگرال

C
F.dr 1

كنيم و داريم:، را به سمت راست منتقل مي    

C C

Q P
F.dr ( )dxdy F.dr I I I

x y

 
     

    1 1 2
   

  
  كنيم و براي اين كار داريم:، يعني انتگرال دوگانه را حساب ميI1ا حساب كنيم، ابتدار I2و I1بايد دو انتگرال Iرسيدن بهبراي 

y y

y y

y y

Q
Q e sin x x e cos x

Q Px
(e cos x ) (e cos x )

P x yP e cos x y e cos x
y

                       
 

1
1 1 2

1
  

    شود:زير نوشته مي صورتبه I1بنابراين

D D
I dxdy dxdy    1 2 2  

aاي به شعاعدايره، يعني مساحت نيمDمساحت ناحيهاما انتگرال دوگانه فوق برابر با 

aدانيم برابـر بـا  است كه مي 2 a
S ( ( ) )


  

2
21

2 2 اسـت. بنـابراين    8

aحاصل انتگرال دوگانه برابر با a
I ( )

 
   

2 2
1 2 8 ي پـارامتري شـود. معادلـه    C1، ابتـدا لازم اسـت مسـير   I2ي انتگـرال باشد، امـا بـراي محاسـبه   مي 4

xصورتبه C1پارامتري   وy t است، بنابراينI2 شود:ه ميبه شكل مقابل نوشت  t
a

I (e t)( )dt dt   2


    

aپس حاصل انتگرال خواسته شده برابر با


2

4
a

I I I


     
2

1 2 4  .است  
 

x

a

O

y

C

y

x

2C

1C1

2


1

2

x

a

O

C1C

y
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  ي گرين استفاده كنيم:با توجه به اين كه منحني بسته است، بهتر است از قضيه  »4«ـ گزينه 4
P

P ln(y )
y y Q P y y

xy Q y x y y y y
Q

y x y

                           
   

11 1 1 1 11 1 1
1 1

  

x  بنابراين داريم: y ( x )

D D x y

Q P x
I ( )dxdy ( )dydx dydx [( x) x ]dx [ x x ]

x y

  

 

 
             

     
2 24 2 4 3 481 4 4 4 2 3   

    


8
3I ( ) ( ) ( )


            

2 2 34 8 8 72 644 4 4 24 82 3 3 3  
 

C(t)  مقابل است: صورتبهصورت پارامتري شده آستروئيد داده شده  ،طور كه در متن كتاب گفتيمهمان  »2«گزينه ـ 5 a cos t i a sin tj
 

 3 3  

t tds x y dt ( a cos t sin t) ( a sin t cos t) dt a sin t cos t(sin t cos t) dt a | sin t cos t | , t           2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 9 3 2  
  كند.)تغيير مي 2تا از tآستروئيد است Cمقابل است (چون صورتبهبنابراين انتگرال خط داده شده 

  I (a cos t a sin t)( a | sin t cos t |)dt


 
4 4

2 4 43 3 3


  
  آورده و حاصل را چهار برابر كنيم: دستبهتوانيم انتگرال را در ناحيه اول توجه كنيد كه به دليل تقارن آستروئيد در چهار ناحيه، مختصات مي

a
7
34cos t sin t

a (cos t sin t sin t cos t)dt a ( ) a [ ( )]
 


        

7 7 76 65 53 3 32 1 14 3 12 1226 6 6 6


  

  
گيريم مقدار انتگرال مستقل از مسير است. خم داده نشده، و فقط نقاط انتهايي و ابتدايي خم داده شده نتيجه مي سؤال كه صورتبهبا توجه   »4«گزينه ـ 6

)خطي كه نقاطمعادله پارامتري پاره , )1 و( , )2 است: مقابل صورتبهكند را به هم وصل مي  C(t) t i j , t , dx dt , dy      1 2
 

  

  1( , )

( , )

y y y y y
( cos )dx (sin cos )dy ( cos )dt (t sin )

x x x x t tx t





  
         

2 22 2
2 21 1

21 1 1
  

  
xصورتبه C1معادله پارامتري خط  »1«گزينه ـ 7 t

y t

 
 

1
5   برابر است با: I1، بنابراين1

I (( t ) ( t) )dt ( t t )dt ( t t t )            
1 12 2 2 2 3

1
144 46 2 4 5 44 24 4 4 12 3 3  

  

yصورتبهمعادله سهمي موردنظر  (x )  21 12 4 پارامتري صورتبهتوان كه آن را مياست 8
x t

y (t )



  21 12 4 8
  :برابر است با I2در نظر گرفت در اين صورت 

I (t (t ) ) (t (t ) ) ( t ))dt


           2 2 2 2
2 1

1 1 1 1 22 2 4 14 8 4 8 3
  

  I I ( )


    1 2
4 2 23 3  

  
xاسـت كـه روي دايـره    ADگيري از دو قسمت تشكيل شده است. قسـمت اول قـوس  مسير انتگرال  »4«ـ گزينه 8 y 2 2 )Aياز نقطـه  2 , )2   تـا

)Dينقطه , )1 x  كنيم:ابتدا اين مسير را پارامتري مي باشد كهمي 1 y x cos t , y sin t    2 2 2 2 2  

x  چيست؟ به راحتي داريم: tتغييرات اما حدود cos t cos t t 
          

21 2 1 2 2 12 4  

tبنابراين براي اين قسمت 
    باشد.مي 4

)Dياز نقطه DBاما قسمت دوم قوس , )1 )Bيتا نقطه 1 , )1 بر روي سهميy x 22 yاست. كه با فرض 1 t ،گاهآنx t 22  1از  yو چـون  1
  تغيير خواهد كرد. بنابراين دو انتگرال بر روي دو مسير مختلف داريم: تا 1نيز از  tكند، پستغيير مي تا

ADB AD DB
(x dy y dx) (x dy y dx) (x dy y dx)      2 2 2 2 2 2  

[( cos t) ( cos t) ( sin t) ( sin t)]dt [( t ) (t )( t)]dt





       2 2 2 2 24

12 2 2 2 2 1 1 4  



    

7  

انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

t t t
(cos t sin t)dt ( t t t )dt [cos t( sin t) sin t( cos t)]dt [ t ]

 
 

 
               

5 3 43 3 4 2 3 2 24 4 11
4 4 42 2 4 1 4 4 2 2 1 1 5 3 4  

(cos t cos t sin t sin t sin t cos t)dt ( ) [sin t sin t cos t cos t] 


              2 2 3 3 44 4 4 1 1 222 2 1 1 2 25 3 3 3 15  

[sin sin ( ) cos cos cos( ) cos ( )] [ ]
   

                 3 3 31 1 1 22 2 1 1 2 2 1 1 2 1 222 2 2 2 14 3 4 4 3 4 3 15 2 3 2 2 2 3 2 2 3 15   

[ ] [ ] ( )
  

                 
2 2 2 2 2 22 2 2 22 2 4 2 22 12 2 4 2 22 1 4 2 222 2 2 2 2 42 12 2 12 3 15 6 3 15 3 3 15 3 15 3 15

  
 

yخط C1است كه C2و C1گيري شامل دو بخشمسير انتگرال  »1«ـ گزينه 9 x از( , )   تـا( , )2 xي پـارامتري منحنـي بـا معادلـه   C2و2 cos t 2 
yو sin t x، با فرضكنيمحساب مي C1باشد. ابتدا مقدار انتگرال را براي منحنيمي 2 t گاهآنy t وdx dy dt :و لذا داريم  

C

( y)dx xdy ( t)dt tdt dt dt dt
I [Arctg(t )]

x (y ) t (t ) t t t t t t (t )

   
      

              1

2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1
2 2 4 2 2 4 1 1    

  

Arctg Arctg( ) ( )
  

      1 1 4 4 2  
  هم حساب شود. C2روي مسير نتگرالحالا بايد مقدار ا

C

( y)dx xdy ( sin t)( sin t)dt ( cos t)( cos t)
I dt

x (y ) ( cos t) ( sin t )

    
 

    2

3
22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

  

sin t sin t cos t sin t (sin t )
I dt dt dt

sin t (sin t )cos t sin t sin t

        
  

      
3 3 32 2
2 2 22 2 2

4 4 4 4 4 4 1
8 8 8 14 4 4 8  

  

t


 sin)گي انتگرال است اما چون عاملِي ناسرهنقطه 2 t )1 داريم دهد. بنابراينشود مشكلي رخ نمياز صورت و مخرج حذف مي:  

I dt t
 
 

  


3
22

34 1 328 2 4


  

 
  ي گرين كمك بگيريم:با توجه به اين كه منحني بسته است، بنابراين بهتر است از قضيه  »1«گزينه  ـ10

x x

x x

P
P x e sin y e cos y

Q Py

x yQ
Q x e cos y e cos y

x

         
       

1
1

  

بنابراين بايد حاصل انتگرال
D

dxdy را حساب كنيم كهD :ناحيه نشان داده شده در شكل زير است  
  براين داريم:بنا

cos

D
dxdy rdrd | cos | d cos d cos d [sin ]   

   


 
 

                  
24 4 44 4

4 4

1 1 1 12 2 2 2 22 2 2 2   
 

)خط راست از مبدأ تـا نقطـه   C1تشكيل شده است كه C2و C1از دو مسير Cمسير  »4«ـ گزينه 11 , )3   صـورت بـه ي پـارامتري آن  اسـت و معادلـه :
C (t) : x t , y , t     1 3   است و لذا داريم: 1

C

t
I ( x)dx ( y)dy [ ( t)]( dt) ( t)dt [t ] ( )                  1

21 1 1
1

61 2 2 1 2 3 3 3 1 6 3 3 1 3 62  
  

xيدايره C2اما y 2 2 C  ي پارامتري آن به شكل مقابل است:است كه معادله  9 (t) : x cos t , y sin t 2 3 3  
xتوجه كنيد كه tحدود اما در تعيين   3 :و لذا داريم  cos t cos t t  

          
33 3 1 2  

بنابراين داريم:    
C

I ( x)dx ( y)dy [( cos t)( sin t) ( sin t)( cos t)]dt



         2

3
22 1 2 2 1 2 3 3 2 3 3  

[ sin t sin t cos t sin t cos t]dt [ cos t] cos ( )



          

33
22 3 18 18 3 3 3 1 3  

9بنابراين حاصل انتگرال برابر با 6   باشد.مي 3
توان تابع پتانسيل را حساب كرد و بـا  ميدان پايستار است و بنابراين مي ؛مثلاً اگر دقت كنيد ،هاي ديگر نيز پاسخ دادتوان به روشالبته سؤال را ميتوضيح: 

  تر است.كه اين روش سادهقرار دادن مختصات نقاط ابتدا و انتها حاصل را حساب كرد 
 

x

y

3

3

x

y
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

Fمقابل است. توجه كنيد كـه در انتگـرال اول   صورتبهخم موردنظر خم بسته و   »3«ـ گزينه 12 (x, y) 
  باشـد.  مـي

Pپايستار است (زيرا Fو Q

y x

 
 

 
مقدار انتگرال روي خم بسته )، بنابراينC .صفر است  

Fكنيم. در انتگرال دومبسته است، براي محاسبه انتگرال دوم از قضيه گرين استفاده مي Cچون خم (y, x) 
   اسـت و

Q P

x y

 
  


  ، بنابراين داريم:   2

    
3 22 (مساحت مثلث)62

C D
(ydx xdy) dxdy       2 2    

Iو در نتيجه I ( )    1 2 6 6 .است 
 

  ي گرين كمك بگيريم:ر است از قضيهچون منحني بسته است بهت  »3«ـ گزينه 13

D

P
P x sin y y xy cos y y

Q Py
y I ( y)dxdy

x yQ
Q x y cos y x xy cos y

x

                
        


2 2 2

2 2 2

2 2
3 2 3 2

3 2 3
  

,u)  ي داده شده داريم:با توجه به ناحيه v) (x, y)
u x y , v x y ,

(x, y) (u, v)

 
         

 
1 1 121 1 2  

yاز طرفي (u v) 
1
y، لذا2 u v 2 و بنابراينy u v   3 2     ، پس داريم:3

15
D

I ( u v) | | dudv ( u v) dvdu [ v uv v ] du ( u)du [ u u ]    
                  1

2 3 2 23 22 2
1 11 1 1 1

1 1 1 1 1 13 3 3 8 4 8 22 2 2 2 2 2  
 

Fدر ميدان برداري »3« گزينهـ 14
 :داريمP (Lnx Lny) , Q (Lnx Lny)

x y
   

1   . در نتيجه:1

y

y x

x

P ( )
x y xy

P Q

Q ( )
y x xy

   
  
   

1 1 1

1 1 1





  

Fپس ميدان
 توانيم تابع پتانسيلپايستار است. ميF

 .را پيدا كنيم  
Ln xy

g(x , y) (Lnx Lny)dx ( )dy (Lnx Lny) k k
x

        
221 1

2 2  

uدر اين انتگرال با فرض Lnx Lny  داريمdu dx
x


u، پس1

udu k 
2

2.  

x)  اكنون با قرار دادن نقاط ابتدا و انتهاي مسير در تابع پتانسيل داريم: , y )B Ln (x y ) Ln (x y )Ln xy
F.dr g(x , y)

A (x , y )


  

2 22 2 2 2 2 1 1
1 12 2

   

xمداري Bيدر نقطه y b2 xداريم Aيو در نقطه 2 y a1   در نتيجه: 1
Ln (b) Ln (a) b

F.dr (Lnb Lna)(Lnb Lna) Ln( )Ln(ab)
a


    

2 2 1 1
2 2 2

   

  
curlF) به راحتي با كنترل شرط2در گزينه (  »3«ـ گزينه 51 


 منحني  ،ان پايستار است و با توجه به اينكه تابع همه جا پيوسته و مسيرواضح است ميد

curlF) نيز با كنترل شرط1شود. در گزينه (است، پس حاصل انتگرال صفر مي Cبسته 

 توان گفت ميدان پايستار است و چون تابع همه جا پيوسته مي

باشـد (دقـت كنيـد چـون مبـدأ درون      مـي  2) در مـتن كتـاب گفتـيم حاصـل انتگـرال     3ل آن روي منحني بسته صفر اسـت و در گزينـه (  است، لذا حاص
xدايره y 2 2 جا پاسخ به تست شد، هميننبود، حاصل اين انتگرال هم صفر مي Cاست، اگر مبدأ درون ناحيه محدود به مرز 2است، حاصل انتگرال 4

كند؟ دو گزينه كه صفر است، پس حاصل مقدار ) را انتخاب كنيد چون طراح پرسيده حاصل كدام گزينه با بقيه فرق مي3توانيد گزينه (تمام است و شما مي
Vتوانيم مقدار اين گزينه را حساب كنيم. با توجـه بـه اينكـه چـرخش    اي تمرين مي) هم صفر است. اما بر4خواسته شده در گزينه (

  صـورت بـه
C

V.dr
  

  گيريم.ي گرين كمك ميحساب شود و چون منحني بسته است، لذا از قضيه Cشود، پس بايد انتگرال خط روي مسيرتعريف مي

D

V V
I ( )dA ( x y)dA

x y

 
   

  2 1 2 2  
ها تقارن دارد پسyنسبت به محور هفرد و بيضي داده شد xنسبت به x2تابع

D
x dA فرد است و بيضي داده  yنسبت به y2صفر است و چون تابع 2

  صفر است.  ydA2ها تقارن دارد پسxشده نسبت به محور

D

BA

C

x

y
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني:  پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

B

A

 
   




2

8 
8

 

Fدهيمقرار مي  »2«ـ گزينه 61 (y z , x z , x y)    در اين صورت چون ،curlF 

پس كار انجام شده روي منحني بسته ، استC صفر است.    

i j k

curlF ( ) i ( ) j ( )k i j k
x y z

y z x z x y

  
          

  
  

1 1 1 1 1 1

  

     
     

 
  شود:ي زير حساب ميجرم مفتول با توجه به چگالي آن از رابطه  »2«ـ گزينه 17

C
M (x y z )ds (cos t sin t t ) ( sin t) (cos t) dt


         

22 2 2 2 2 21 1 1


    

( )  2 92 2 4
sin t cos t t t

M ( t )dt ( t )dt [ sin t t] [ ]
    

                
2 2 22 2 22 1 4 1 2 42 1 2 1 2 4 2 24 8 8 32 2 8 2 

  
 

  ها دو مقدار گردش و شار جداگانه محاسبه شوند:كافيست با توجه به فرمول  »3«ـ گزينه 18

  
D D

Q P
A ( )dxdy cos ydxdy cos ydxdy

x y

  
      

    2 22 2
 

    گردش 

    
D D

P Q
B ( )dxdy ( x)sin ydxdy ( x sin y)dxdy

x y

   
       

    
2

2 2
8 

  شار

 
ي مسير داده شده يك مارپيچ فضايي است كه رو هستيم، ابتدا توجه كنيد كه معادلهيك سؤال جالب از مبحث انتگرال روي منحني روبهبا   »3«ـ گزينه 19

C(t)  مقابل است: صورتبهي پارامتري چنين مسيري متر است، معادله 2شعاع آن ( cos t) i sin tj (at)k  2 2
  

     
tدور كامل از اين مارپيچ طي شده است، لذاجا كه سه از آن  6 است، از طرفي گفته شده در آخرين لحظه يعنيt  6 ِبايد ارتفاعz  9  رسيده

tz  باشد، پس داريم: a a       


6 159 6 9   

t  شود:مقابل بازنويسي مي ي پارامتري مسير به شكلپس معادله
C(t) ( cos t) i ( sin t) j ( )k  


152 2

  
   

ي وزن قوطي رنگ است و راستاي اين نيرو در تمام طـول  علاوهه اما دقت كنيد نيروي وارد شده به اين فرد در تمام طول مسير برابر با نيروي وزنِ خودش ب
Fمسير عمود بر سطح يعني در راستاي بردار سطح است و لذا k185
:قابل نمايش است. بنابراين داريم ،  

1665
C C

F.dr dz ( )dt ( )( )


        
   

6 15 15185 185 185 6 185 15 6


  كار انجام شده  

  
  دهيم:سؤال را به دو روش پاسخ مي  »3«گزينه ـ 20

ــرداري روش اول:  ــدان ب Fمي (xf ( x y z ) , yf ( x y z ) , zf ( x y z ))      2 2 2 2 2 2 2 2 2  ــا ــت و ت ــتار اس ــيل آن پايس ــهبع پتانس ــورتب  ص

xf ( x y z )dx  2 2 uدهيمباشد. قرار ميمي 2 x y z  2 2 xdx، در اين صورت2
du

x y z


 2 2 2
uduيا  xdx:لذا داريم ،  

xf ( x y z )dx uf (u)du   2 2 2  

Bو بنابراين مقدار موردنظر برابر

A
uf (u)du .است  

  ساده زير نيز پاسخ داد: صورتبهتوان البته اين سؤال را ميروش دوم: 
x y z u xdx ydy zdz udu xdx ydy zdz udu          2 2 2 2 2 2 2 2  

B B B

A A A
f ( x y z )(xdx ydy zdz) f ( u )(udu) uf (u)du       2 2 2 2  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

     1آزمون (پاسخنامه (    
Fيك سطح بسته است، بهتر است ميدان برداري Sبا توجه به آن كه  »4«گزينه ـ 1

 را چنان بيابيم كهF.n z
      ي ديـورژانس  باشـد تـا بتـوانيم از قضـيه

Fيدان برداري مورد نظر مااستفاده كنيم. فرض كنيم م (P ,Q, R)
    يي قـائم بـر سـطح خـارجي كـره     باشـد. بـردار يكـهx y z  2 2 2 برابـر اسـت    1

)با: x , y, z)n (x , y,z)
x y z

 
 2 2 2

2 2 2
4 4 4

 برقرار شود: مقابلخواهيم تساوي بنابراين مي  F.n xP yQ zR z   
   

Qبا انتخاب  ؛P  ؛R 1 ،بنابراين اين تساوي برقرار خواهد بودF ( , , ) 1


  اگـر  ؛كنـيم ي ديورژانس اسـتفاده مـي  از قضيه است. حالاD  ي ناحيـه
xيدرون كره y z  2 2 2   باشد، داريم: 1

S S D D D
P Q Rzd F.nd (divF)dv ( )dv ( )dv
x y z
  

        
      

     
  

xيدايـره  Dگيـري دقت كنيد كه ميدان انتگـرال   »2«گزينه ـ 2 y a 2 2 صـورت  ي رويـه بـه  اسـت. بـا توجـه بـه ايـن كـه معادلـه        xoyدر صـفحه  2

z (y x )
a

 2 zاست، لذا 21 x
x a


 


zو 2 y
y a





    شود:به شكل زير محاسبه مي dباشد بنابراينمي 2

z z x yd ( ) ( ) dxdy ( ) ( ) dxdy a (x y )dxdy
x y a a a
  

         
 

2 2 2 2 2 2 22 2 11 1 4    

a a a
D

(a r )a (x y )dxdy a r (rdrd ) (a r ) rdr [ ]
a a a a

   
        


   

31 2 2 222 2 2 2 2 2 2 21 1 2 2 44 4 4 38 2
  

  مساحت 

a ( )


2 5 5 1 6
a a[ ]

a
 

 
3 32 5 5

  مساحت 12

  
xي تصوير دايرهابتدا توجه كنيد كه صفحه  »3«گزينه ـ 3 y 2 2 ,g(xدهـيم  قرار مـي است.  xoyيدر صفحه 2 y) x y z  2  ن صـورت ، در اي ـ2

  :داريم
g

d dA x y dA
g.k


    


2 21 4 4



   

r r drd ( r ) ( )


          
2 2 3

2 2 21 26 1321 4 2 1 4 212 12 3  
مساحت

S D
d x y dA       2 21 4   مساحت4

 
,g(xصورتبهرا  gاگر  »2«گزينه ـ 4 y, z) : y z a  2 2 2  بر در نظر بگيريم. بردار واحد قائم برونسوS :برابر است با  

g    :داريم از طرفي yj zk y z | g | a an j k , d dA dA dA
a a | z | z| g | | g.k |y z

  
       

 2 2
2 2 2

24 4

       

D   هد بود:خوا مقابل صورتبه Dنشان دهيم، ناحيه Rبا xyرا بر صفحه Sاگر تصوير : x a , a y a      

a       :داريم بنابراين (مساحت 42
S D D R

y z a z(y z ) aF.nd (yzj z k).( j k) dA dA a dxdy a (D
a a z a z


           

2 2
2 2 2      

  
Fميدان برداري  »4«گزينه ـ 5 (M, N,P) (x, y, z) 

 را داريم. سطحS سـت كـه ناحيـه درون آن را   يك سطح بسته اV  نـاميم. بـه علـت بسـته     مـي
F. بـا محاسـبه ديـورژانس   aيـك كـره اسـت بـه شـعاع      Vتوان از قضيه ديورژانس استفاده كـرد. ناحيـه  مي Sبودن

  بينـيم كـه عـددي ثابـت اسـت:      مـي
x y zdiv F P Q R      1 1 1 3

 ماند برابر است با حجم ناحيهاي كه باقي ميگانهشود و انتگرال سهاز انتگرال خارج مي 3. بنابراين عددV:  

V V
divFdzdydx dzdydx ( ) a a         3 343 3 3 43


½o¨´\eجواب  
 

ــ6 ــه  ـ ــك S  »3«گزين ــي    ي ــس م ــت پ ــته اس ــطح بس ــر   س ــرد. اگ ــتفاده ك ــورژانس اس ــيه دي ــوان از قض ــه   Vت ــده ب ــدود ش ــه مح ــد  Sناحي باش
Fو (P , Q , R) (x , y ,z )  2 2 2داريم: گاهآن  

a a a a a
V V

azI (div F)dzdydx ( x y z)dzdydx (x y z)dzdydx (xz yz ) dydx
    




               
2

2 2 2 2 2 2  

a a a aa aa a a(ax ay )dydx (axy y y) dx (a x a a )dx (a x a x a x) a
    

               
2 2

2 2 3 3 2 2 3 3 41 12 2 2 32 2 2 2 2  

 
rبا توجه به اين كه  »3«گزينه ـ 7 (x, y, z)

 داده شده است، بنابراينdivr    1 1 1 3 و لذا
V

I dv V  3 3.  
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

fبا توجه به اين كه  »3«گزينه ـ 8
n



fاست، لذا nدر جهت fمشتق جهتي  f .n
n


 


  :و بنابراين داريم  divF .( f .n) f    2     

  پس طبق قضيه ديورژانس خواهيم داشت:
S D D D

f f f fd (divF)dv fdv ( )dv
n x y z
   

      
      

2 2 2
2

2 2 2


  

 
    تر است:واضح است حل سؤال با استفاده از قضيه ديورژانس بسيار راحتگويد سطح بسته است و دقت كنيد كه ادبيات سؤال به ما مي  »1«گزينه ـ 9

(z x) ( xy) ( z)divF x x
x y z

    
        

 

2 3 1 3 2
  

y
V

I (divF)dv ( x)dxdydz



     

23 2 4
2 2

 

  
y yx y ( )( x)dx dy dz [ x ] dy [z] ( y )dy [ y ] [ ( ) ]



 
  


                    

2 2

2

2 3 3 33 2 4 2 23 4 22
2 2 2

3 3 3 2 22 2 4 4 4 2 4 22 2 2 3 2 3 3  
    

I [ ] [ ]         
3 8 8 3 16 3 328 8 16 162 3 3 2 3 2 3

  
  

    بر است، بنابراين با استفاده از قضيه ديورژانس داريم:و زمان واضح است بدون استفاده از قضيه ديورژانس حل سؤال بسيار پر زحمت  »1«گزينه ـ 10
y yP Q RdivF x y y e sin z z e sin z x y z (x y z )

x y z
  

              
  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 215 12 3 15 15 15 15 15
  

  و بنابراين داريم:
V

I (x y z )dv sin d d d ( d )( sin d )( d )
   

                    
2 2 2 22 2 2 4 4

1 115 15 15
   

    

[ ] 12 4 2 1I ( )[( cos )] [ ] ( )( )[ ]  
      

1

5 2 4 2 115 2 15 2 25 5
  

  

divFتوانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم، ابتدايك سطح بسته است، پس مي Sچون  »2«گزينه ـ 11
 كنيم:را حساب مي  

S V

( x ) ( y ) ( z )
divF x y z F.nds (x y z )dv

x y z
  

  
         

    
3 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 1
3 3 3 2 2  

xگونگانه در داخل بيضيگيري سهقت كنيد؛ چون انتگرالد y z

( )
  

2 2 2
111 1

2

  گيريم:گون كمك ميتوانيم از تبديل بيضيگيرد. ميصورت مي 

x cos sin , y sin sin , z cos , J sin             21 1
2 2

    
  شود:گون بركره واحد منطبق ميدانيم در اين حالت بيضيمي

sinI [ cos sin ( sin sin cos )]d d d

I sin [ sin (cos sin ) cos )d d d

 

 

 
          

            

  

  

22 1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 2 2 2

1

12 22
1
2

  

   

  

4
5 2I ( sin )( )d d d [ ] [ cos ] [ ] ( ) ( ) ( )

    
                    

52 1 2 12 21 1 1 12 25 52 2 2    
  

 
  :داريم كنيم، در اين صورتاز قضيه ديورژانس استفاده مي   »2«گزينه ـ 12

S V V V V
F.nd divFdv ( x y z)dv [( (x ) y (z ) ]dv dv               2 2 2 2 2 2 2 3 1
  شار  

xگيري نسبت به خطـوط حاصل انتگرال اول در تساوي آخر برابر صفر است، چون ناحيه انتگرال  2،y   وz  برابـر   1تقـارن دارد و انتگـرال دوم   3

است، يعني برابر 3حجم كره به شعاع   341 33 يا36  .است  
  

اگـر   ،يك سطح بسته است Sاما چون .ي ديورژانس استفاده كنيمتوانيم از قضيهو ظاهراً نمي مورد نظر استتابع اسكالر  سطح يك انتگرال  »4«گزينه ـ 13
F.nتابع زير انتگرال را به شكل

  دهـيم: رژانس اسـتفاده كنـيم. قـرار مـي    توانيم از قضيه ديـو بنويسيم ميF (x, y, z)
   و روي سـطح كـرهn (x, y, z)

 
F.nباشد. در اين صورتمي x y z  2 2 2 

  . بنابراين داريم:

    
43  )1(حجم كره به شعاع 43

S S V V V
I (x y z )d F.nd divFdv ( )dv dv               2 2 2 1 1 1 3 3

  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

x

y

z

tدر  »4«گزينه ـ 41   داريم(x , y,z) ( , ,a)   و درt   داريم(x , y,z) ( , ,a)     ،و ايـن  بنابراين ابتدا و انتهاي منحني بر هم منطبق هسـتند
zداريــم: Cبــا دقــت بــه معــادلات پــارامتري اســت.يــك مــرز بســته  Cيعنــي x a cos t a sin t a   2 yو 2 a sin t cos t xz 2 2 2 24  يعنــي 4

y x(a x) 2 y يكه به معادله 4 x ax 2 24 zيبه معادلـه  Sمرز سطح Cشود كه يك استوانه قائم است. پسمنجر مي 4 x a     اسـت و تصـوير
y يبا معادله xoyآن بر صفحه x ax 2 24 F شود. براي ميدان برداريتعيين مي 4 (y z,x z,x y)   

 :داريم   
i j k

curlF
x y z

y z x z x y

  
 

  
  

  


  

از دستور استوكس خواهيم داشت: پس
C S

I F.dr curlF.nd    
     

curlFفهميديم منحني بسته است، در ابتداي سؤال البته نياز به حل سؤال به اين روش نبود، همين كهتوضيح: 
 شويم كـه  كنيم و متوجه ميرا حساب مي

  حاصل انتگرال صفر است.صفر است و لذا ميدان پايستار و 
  

Fدانيم كه براي ميدان برداريِمي  »3«گزينه ـ 51 (P,Q,R)
 روي سطحS :داريم    

S S
I P dydz Qdxdz Rdxdy F.n d     

 
  

Fاده شده، ميدان برداريكه در انتگرال د كندمشخص ميترتيب جملات در صورت سؤال  مقايسه با (xz,x y, y z) 2 2 .را داريم   
د و دانم طراح سؤال حالا چه اصراري داشته كه ترتيب نوشتن جوري باشه كه دانشجو اشتباه كند! البته شايد اين موضـوع باعـث بـالا رفـتن دقـت شـو      (نمي

  Dياز فضا را محصور كرده اسـت. ناحيـه   Dييك سطح بسته است كه ناحيه Sسطح بنابراين شما هم حواستان باشه!) ،خودش كار خوبي هم تلقي شود
xيبه استوانه y 2 2 zگونو سهمي 1 x y 2 1و صفحات مختصات در 2

ي ديورژانس توان از قضيهمي Sبه دليل بسته بودن اول محدود شده است. 8
  :استفاده كرد

S D D
I F.n d divFdv (z x y )dv        2 2   

  
  

اي اي بـه شـعاع يـك اسـت، در مختصـات اسـتوانه      ي اين شكل ربـع دايـره  با توجه به آن كه قاعده
داريم

   2 وr 1هاي. كرانz نيز به وضوح ازz   تاz x y r  2 2   هستند. 2

r z rI (z r ) r dzdr d r ( r z) drd r drd r d d
   

 
                    

2 2 22 1 1 12 2 5 62 2 2 2
13 3 1

2 2 12 4 8        
  

  
zبراي مخـروط   »1«گزينه ـ 61 x y 2 2 dداريـم:  ،2 dA  xاسـتوانه  از طرفـي  .2 y x 2 2 r در مختصـات قطبـي بـه صـورت     4 cos 4، 

 
  2 zبه صورت zيالبته معادلهآيد. در مي 2 x y  2 z، در واقع سطح موردنظر از دو بخش يكسـان تشـكيل شـده كـه در    باشدمي 2   

zو   بنابراين داريم:اند، پس مقدار انتگرال را بايد دو برابر كنيم. قرار گرفته  
cos

S
d dA rdrd cos d cos d

  


 
 


                  

4 2 22 2 2

2 2
2 2 2 2 16 2 32 2 32 2 8 24 

  

 
zي مخروطبرا  »3«گزينه ـ 71 x y 2 2 2،d dA  ي از معادلـه  zپس بايد بـا حـذف  گيريم. در نظر مي xoyخواهد بود. صفحه تصوير را صفحه 2

    كنيم.را حذف مي z بين معادله مخروط و كره،ا پيدا كنيم. ر xoyيمخروط و كره، شكل ايجاد شده در صفحه
z x yx y z ax x y x y ax x y ax           

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 22 2  
xدرون دايره اين سطح، پس تصوير y ax 2 rباشد كه در مختصات قطبي به صورتمي 2 a cos ، 

  2   :داريم . بنابراينشودبيان مي 2

a cos
d dA rdrd a cos d

 

             2 22 2

2 2

22 2 2
  مساحت 

a cos d a ( cos )d ( a )
 

         2 2 2 22 2 1 22 2 1 22 4 
−Ho«TºH oÄp ·j¼M Z»p  
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  با استفاده از قضيه استوكس تساوي مقابل را داريم:  »1«گزينه ـ 81
C S

F.dr F.nds  
    

xيمعادلهبه  Sنيمه بالايي كره y z  2 2 2 xيبه معادله Cدايره آني هموار و مرز يك رويه 1 y 2 2 ي را همه جا رو به خارج رويه nاست. اگر 1
S .يوسيلهجهت القا شده به  گاهآن بگيريمn  رويC مثبت است. توابعP z 2،Q x 2 وR y  Sيدارند. همچنين رويـه  مشتقات جزئي پيوسته 3

zنمودار تابع x y  2 xتوان به صورترا مي Cاست. خم 21 cos t وy sin t وz  پارامتري كرد كهt  2.    
F Pi Qj Rk , dy cos tdt , dx sin t dt

  
       

  با توجه به توضيحات فوق و قضيه استوكس داريم:
C C C

I F.dr Pdx Qdy Rdz z dx xdy y dz
 

         2 32  
zچون  است، پسdz :لذا داريم ،  

C
cos tI xdy (cos t)(cos tdt) (cos t)dt ( )dt [ t sin t] [ ]

  
                    

2 2 2 22 1 2 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 22 2 4 2    
  

  داريم: ديورژانسبا توجه به قضيه   »3«گزينه ـ 19
S V

I F.nd divFdv   
   

Fاگر
به صورتF Pi Qj Rk  

    ،داريم: گاهآنتعريف شود  P Q RdivF y x z y y x z
x y z
  

         
  

3 3 32
  

بنابراين
V

I ( y x z)dv     با توجه به صفحات محصور كننده داريم:باشد، حالا بايد حدود انتگرال را حساب كنيم، مي 32
zz y z y y

z zz y y , x , z

       
           


2 2 2
22 2 1 1 22 2



 
  

z

z

z z z( ) ( )yI ( y x z)dydxdz xy zy dxdz ( x z)dxdz
z





  
        


      

4 4412 1 2 1 2 132

2

1 12 2 22 2 2
2

     
  

z z z z z z( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x zI x zx dz zdz [ z ]

  
     

            
4 4 4 4 5 52 22 2 2

1 1 11 1 12 2 2 2 2 2 32 2 2 2 5 5 2 2  
  

  

   S1تـوانيم بـا اضـافه كـردن سـطح     تـوانيم از قضـيه ديـورژانس اسـتفاده كنـيم، امـا مـي       با توجه به اينكه رويه بسته نيست، بنـابراين نمـي    »1«گزينه ـ 02
zيصفحه(آن قسمت از    كه با سطحz x y  2   :آن را به سطحي بسته تبديل كنيم توانمي Sبه سطح تلاقي دارد) 21

  

  
  

  و بنابراين داريم:
S S S

F.n d F.nd F.nd I I       1 1 2

      

  ك بگيريم، بنابراين داريم:توانيم از قضيه ديورژانس كممي I1يبراي محاسبه
V V

xy x x( y)I (divF)dv [ ]dv
y y y


    

   1 2 2 2
2 2 2 1

1 1 1


  

S1،zرا حساب كنيم، دقت كنيد كه چون سطح I2حالا بايد انتگرال   است و بردار قائم بايد رو به خارج سطح بسته باشد، لذاn k 
 :و بنابراين داريم    

مساحت ناحيه 
S D D

yI F.nd dydx dydx D
y


    

  1

2
2 2

1
1

   

zتصوير رويه Dدقت كنيد x y  2 zيبر روي صفحه 21   است، پس 1اي به شعاع است كه دايرهI ( )   2
2   م:و لذا داري 1

I I I      1 2   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  شود:از فرمول زير حساب مي dطور كه در متن درس گفتيم؛ براي سطح پارامتري داده شدههمان »3«گزينه ـ 12
r rnd ( )dudv
u v
 

   
 

  
r i j kcos vi sin vj uk

r ru cos v sin v u ( u cos v)i ( u sin v) j uk
r u vu sin vi u cos vj u sin v u cos v
v

                  

2 2
2

2 2 2

     
    

  


    

kخواهيم و بنابراين ضـريب بـردار  را انتخاب كنيم؟ دقت كنيد كه ما شار رو به پايين را مي اما كدام علامت
        بايـد منفـي شـود، از طرفـي از صـورت سـؤال

uدانيممي   !و بنابراين بايد علامت منفي را انتخاب كنيم تا همه چي درست شود  nd [( u cos v)i ( u sin v) j uk]dudv     2 22 2
    

xچوناز طرفي  u cos v وy u sin vي، لذا ضابطهF
 بر حسبu وv به صورتu cos vi u sin vjF k

u


 2
2 2

   و لذا داريم: شودنوشته مي  

F.nd [ u cos v u sin v]dudv [ u(cos v sin v) u]dudv ududv      2 2 2 24 4 4 3
   

S
uI F.nd ududv dv udu [v] [ ]

                 
22 1 2 1 2 13 33 3 2 32 2    

   

 
z فرض كنيم سطح موردنظر ما بخشي از مخروط  »2«گزينه ـ 22 x y 2 2 Sقـرار دارد، (يعنـي   xoyيكه در بالاي صفحه 2 : z x y (z )  2 2 2( 

xيتوسط استوانهباشد كه  z a 2 2   جدا شده است از برخورد اين استوانه و مخروط خواهيم داشت: 2
x z a

a x x y x y a
z x y

         
 

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2  

xيمعادله y a 2 2 xدرون بيضي xoyيبر صفحه Sيدهد كه سايهيك بيضي است و در واقع به ما نشان مي 22 y a 2 2 قرار دارد. ايـن ناحيـه    22
  داريم: Sيناميم. با توجه به معادلهمي Dرا

x y
x y x y z (x y )d z z dydx dydx dydx dydx dydx
z z z x y

  
         



2 2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 2 2

21 1 2  

مساحت(  :داريم بنابراين
S D

d dydx (D      2   Sمساحت2

xدرون بيضي Dيناحيه y a 2 2 xي آن به صورتمعادله يعني، است 22 y
a a( )

 
2 2

2 2 1

2

aهـاي ايـن بيضـي عبارتنـد از:    عاعباشد و  لذا ش ـمي 
2

. aو 

aبنابراين مساحت آن برابر aa 
  

2

2 2
a  است.  a

   
2 22
2

  Sمساحت
zاز يك بخش تشكيل شده است، يا يك نيمه هم در بخش Sاكنون بايد دقت كنيم كه آيا   دارد؟  

zمعادلات مخروط x y 2 2 zيو استوانه 2 x a 2 2 دهد كه اين مخروط و استوانه سطح مقطـع  كنند، اين نشان ميتغييري نمي zبه zبا تبديل 2
zيمشابهي هم در ناحيه   ،پس بايد جواب را دو برابر كنيم: دارند  a a   2 22   كلمساحت 2

  
1بخشي از سطح را كه در ،با توجه به آن كه هر دو استوانه نسبت به صفحات مختصات تقارن دارند  »4«گزينه ـ 32

كنـيم و  محاسبه مـي  را ل قرار دارداو 8

Sي سطح موردنظرمعادله كنيم.مي ضرب 8جواب را در  : x z a 2 2 yيي آن توسط معادلهسايه كهاست  2 z a 2 2 1البته در( yozيدر صفحه 2
4 

iناميم. بردارمي Dشود. اين ناحيه ران ميتعيي )اول اين صفحه


  عمود است. پس خواهيم داشت: Dها است برxكه همراستا با محور 

y z
z x z ad x x dydz dydz dydz dydz
x x a z

 
        



2 2 2 2
2 2

2 2 2 21 1  

Sيبايد معادله dيبهتوجه داشته باشيد كه در محاس : x z a 2 2   را مدنظر قرار دهيم. 2
S D

ad dydz
a z

  
 
2

2 28   مساحت8

yيربع اول از دايره Dيناحيه z a 2 2 zاست. در اين ناحيه داريم: 2 a   وy a z   2 2.  

a28a a z a aa a zdydz a dz a dz
a z a z

 
   

 
   

2 2 2 2

2 2 2 2
8 8 8
   

  مساحت
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انتگرال روي سطح: ششم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  كنيم:ديورژانس استفاده ميي ي درون اين مكعب باشد. از قضيهناحيه Vسطح بسته است. فرض كنيم يك S  »2«گزينه ـ 24

divF (x) ( y) ( z)
x y z
  

      
  

2 3 1 2 3 6
  

(  بنابراين داريم:     6 2 2 2 حجم48
S V V

I F.nd divFdv dv (V        6 6
   

  واحد است. 2مكعبي است كه طول هر ضلع آن  Vدقت كنيد كه
  

xروطبــراي مخــ  »1«گزينــه ـــ 52 y z 2 d، داريــم2 dA  xصــفحات. 2   وx 1 را بــا مخــروطx y z 2 دهــيم. از برخــورد مــي 2
xبرخورد   با مخروط داريمy z 2 2  يعنيy z   دهد. از برخوردكه مبدأ مختصات را نشان ميx 1 يبا مخروط، دايرهy z 2 2 دست به 1

yدايره درونگيري ناحيه انتگرالآيد. پس مي z 2 2     كنيم.از مختصات قطبي استفاده مياست.  1
x y z

S S
I x d I (y z )dA r .rdrd d r dr ( )( )

   
               

2 2 2 1 2 12 2 2 2 3 12 2 2 2 2 4 2   

ÂL‰¤  
 

در نتيجه داريم: كنيم.، يك منحني بسته در فضاست از قضيه استوكس استفاده ميCچون منحني  »3«گزينه ـ 62
S

I curlF.nd 
   

i j k

F ( y , x , z ) curlF ( , , x y )
x y z

y x z

  
     

  



3 3 3 2 2

3 3 3

3 3

  

 
   

xصفحهدر ، Cچون خم y z  2 2 )  گيرد، داريم:مي قرار 3 , , )nd dA ( , , )dA  
2 2 1 2 2 11

  

curlF.ndبنابراين (x y )dA  2 23
   نتيجه انتگرالو در

S
curlF.nd

 درون دايره ،x y 2 2   برابر است با: 1

S D
I curlF.nd (x y )dA I r .rdrd ( )[ r ]

 
            

2 1 12 2 2 43 33 3 2 4 2 

  ÂL‰¤  
 

  كنيم. در اين صورت داريم:بسته است از قضيه ديورژانس استفاده مي Sچون سطح   »3«گزينه ـ 27
F ( xz , yx , zy ) divF z x y       2 2 2 2 2 21 1 1
   

V V
I divFdv (z x y )dv      2 2 2  

I . sin d d d d sin d . d ( )( )( )
    

                      
2 2 2 22 2 2 2 32 1282 2 5 5     

Á»o¨ RI~ Th¶  
  

xدايره Sرز سطح م  »1«گزينه ـ 82 y 2 2 zدر صفحه 1   باشد. در اين صورت طبق قضيه استوكس داريم:مي  
  بايد در جهت خلاف مثلثاتي پيموده شود.) Cرو به پايين است، بنابراين مرز  S(چون قائم 

S C
curlF.nds F.dr 

    

r(t)   نويسيم:ميمقابل را به صورت پارامتري Cخم (cos t,sin t, ) F(r(t)) (sin t, cos t, ) dr ( sin t,cos t, )dt      
      

  :داريم در نتيجه
C

F.dr ( sin t cos t )dt


       
2 2 2 2


    
  

  توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم:چون سطح بسته است، مي  »3«گزينه ـ 29

,F(xاگر y, z) P i Qj Rk  
   ،داريم: گاهآن  P Q RdivF x y z (x y z )

x y z
  

        
  

2 2 2 2 2 23 3 3 3
  

S V
I F.nds (x y z )dv     2 2 23

   
  كنيم، در اين صورت داريم:براي محاسبه انتگرال فوق از مختصات كروي استفاده مي

S
I F.nds . sin d d d d sin d d ( )( )( )

   
                       

2 5 2 52 2 4 25 53 3 3 2 2 6 55     

    
  

  كنيم:از قضيه ديورژانس استفاده مي  »4«گزينه ـ 03
S V V V

F.ndS divFdV ( (x) (y) (z))dV dV abc
x y z
  

      
      3 4

   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

2 2D:x +y =2x

z

y

x

 S

     2آزمون (پاسخنامه (    
  
zبخشي از سطح Sفرض كنيم  »3«گزينه ـ 1  x y 2 xي باشد كـه دورن اسـتوانه   2 y x 2 2 قـرار   2

  ناميم.مي Dشود. ما اين تصوير رامين استوانه مشخص ميتوسط ه xoyبر صفحه Sدارد. تصوير

  )D(مساحت2
S D D

x y
d dydx dydx

x y x y
       

   
2 2

2 2 2 21 2   Sمساحت2

  است. مساحت آن لذا . پس شعاع آن يك واست 1شعاع اي به دايره Dيناحيه
  

 
ها استفاده كنيم، اما يـك روش ديگـر چـون    توانيم از روش معمول حل اين انتگرالرو هستيم، ميبا يك انتگرال سطح براي تابع اسكالر روبه  »4«گزينه ـ 2

Fكنيم ميدان برداريتلاش مي رح شده در متن كتاب است.سطح بسته است، همان روش مط
    را طوري پيـدا كنـيم كـهF.n z 2     باشـد. در ايـن صـورت 

Fچون
 يبر سطح كره ارجرو به خي قائم يكه ي ديورژانس استفاده كنيم. بردارتوانيم از قضيهمي شود،برداري ميx y z  2 2 2   برابر است با: 1

( x , y, z) ( x , y, z)
n (x , y,z)

x y z
  

 2 2 2
2 2 2 2 2 2

24 4 4
  

Fميدان برداري (P,Q,R)
 بايد چنان باشد كه تساويF.n xP yQ zR z    2  برقرار باشد. انتخابP  ،Q   وR z  مناسب است. در اين

  :داريم صورت
S S V

I z d F.nd divFdv      2    

xيي درون كرهناحيه Vكه y z  2 2 2 Fي ديورژانساست. با محاسبه 1
 :داريمP Q R

divF
x y z

  
   
  

1
 اريمد بنابراين:  

)  
4
حجم 3

V
I ( )dv (V  1  

  

xيوار) بـا معادلـه  گون (بيضيبيضي  »1«گزينه ـ 3 y (z )
  

2 2 24 12 2 4  
)گـوني بـه مركـز   بيضـي   , , ) 4        اسـت كـه فقـط بخـش كـوچكي از آن در

zيناحيه   گيرد. اگر فرض كنيمقرار ميS بخشي از اين سطح است كه درz   قرار دارد. براي آن كه تصويرS يبر صفحهxoy     معلـوم شـود كـافي
zيرا با صفحه گوني بيضياست معادله   .برخورد دهيم  

x y (z )
x y

z

       
 

2 2 2
2 2

4 1 122 2 4  


  

zيبخشي از صفحه Dاگر   يباشد كه توسط دايرهx y 2 2 ي محدود شده اسـت، طبـق نتيجـه    12
  قضيه استوكس خواهيم داشت:

S S
I (curlF).nd curl F.nd


    

    

nدر اينجا k
 ياست و با محاسبهcurlF

 توانيم انتگرالده را مشخص كنيم. با توجه به آن كهميn k
 يي سومين مؤلفهاست فقط محاسبهcurlF

 كافي است:  

xz xz

xz xy

i j k

curlF ( ) i ( ) j (y e xy ze x z cos yz)k
x y z

x sin(yz) xy e xye

 

 

  
     

  
2 2 2

2 2

  

  
ÂaoÀ Âa oÀ  

xz  بنابراين خواهيم داشت:
S D

I curlF.nd [y e ( xz) x z cos yz]dydx


      2 21
   

  صفر است. بنابراين داريم: zمقدار Dاما روي سطح
D

I (y )dydx  2   

xيرا روي دايره Iو در نهايت با استفاده از دستگاه قطبي مقدار y 2 2   آوريم:دست ميبه 12
r

I r sin rdrd sin d ( cos )d ( sin )
   

                 
42 12 2 22 2 2 2144 1 144 112 1 2 2 364 4 2 8 2    
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انتگرال روي سطحفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

xگـون بخشي از بيضـي  S(استفاده از روش پارامتري كردن) فرض كنيمروش دوم:  y (z )
  

2 2 24 12 2 4  
zباشـد كـه بـالاتر از صـفحه          .قـرار دارد

zگون و صفحهي اين سطح است، مقطع اين بيضيكه لبه Cمنحني   :است  
x y (z )

x y
C :

z
z

         
 

2 2 2 2 24 1212 2 4  


  

x)معادلات پارامتري , y,z) ( cos t , sin t , ) 12 12  كنندهبيانC .به ازاي هستندt  2 يك دور از منحنيC ي كنيم. حال از قضـيه را طي مي
xz  استوكس داريم: xy

S C C
I curl F.nds F.dr [x sin yzdx xy e dy xye dz] [ cos t sin t cos t ]dt

           
22 2 2144


      

I sin ( t)dt ( cos t)dt (t sin t)
  

        
2 22 21 1 1144 2 36 1 4 18 4 364 2 4  

  

  
zيبخشي از صفحه S1ي بالايي است. فرض كنيمامل نيمكرهفقط ش Sسطح  »3«گزينه ـ 4    .بـا اضـافه كـردن آن بـه      باشد كه در اين كره قـرار دارد

Sگاهآن Sسطح S1 ييك سطح بسته است كه ناحيهD كند.(درون نيمكره) را محدود مي    

S S V V
I F.n d divFdv (z y x )dv       1

2 2 2
1 

   
  در دستگاه كروي براي نيمكره به شعاع يك داريم:

cos
I sin d d d sin d d [ ] d d

 
    

                      
2 1 2 2 22 2 22 21

1 1 2
5 5 5 5      

  

Fانتگرال حالا
 رويS1 يكنيم. از معادلهرا حساب ميS :z 1  :داريمnd ( , , )dydx  1   خواهيم داشت بنابراين:    

S S
I F.nd (x z y )d      1 1

2 2
2

   
zداريم S1با توجه به آن كه روي   پس در عبارت زير انتگرال به جايzدهيم و داريم:، صفر قرار مي  

S D
I y d y dydx r sin rdrd sin d ( cos )d ( sin )

    
                            1

2 1 2 22 2 2 2 2
2

21 1 1 11 2 24 8 8 2 4    
  

13  برابر است با: Iپس حاصل انتگرال
2I I I ( )

 
     1 2

2
5 4  

  
nDدانيممي  »2«گزينه ـ 5 f f .n 

 ژانس داريم:، بنابراين طبق قضيه ديور  
S V

f .nd div( f )dv    
     

)divحالا كافيست f )
 :را حساب كنيم، براي اين منظور به محاسبات زير توجه كنيد  

x y z x xx y yy z zzdiv(f f ) (f .f ) (f .f ) (f .f ) f f .f f f .f f f .f
x y z

  
         

  
2 2 2  

x y z xx yy zz(f f f ) f (f f f ) | f | fdiv( f ) div(f f ) | f | fdiv( f )               2 2 2 2 2      
f  بنابراين داريم: f fdiv( f ) div( f )     7 4 3

   

  ) ( )    243 1 حجم كره43
V V V

I div( f )dv dv dv (       3 3 3
  

  

بنابراين كنيم.خم بسته است، از قضيه استوكس استفاده مي Cچون  »3«گزينه ـ 6
C S

I F.dr curlF.nd   
  .  

i j k

curlF ( z ) i (z z) j ( z ) i zj
x y z

z y sin x xy z xz yz

  
       

  

   2 2 2

2 1 2 2 1

2 2

  

   
 

xيهم روي صفحه Cروي آن قرار گرفته باشد. منحنيCحنياكنون به سطحي نياز داريم كه من y z  2 x)يو هم روي استوانه 3 ) y  2 21 4 قرار  16
gبنابراين فرض كنيمي صفحه استفاده كنيم. تريم كه از معادلهي استوكس راحتدارد. معمولاً براي قضيه : x y z   2 3 صورت با فرض ، در اين

  باشد داريم: xoyكه تصوير اين صفحه روياين
g ( , , )

nd dA dA curlF.nd ( z ) z z
| g.k |


         


2 1 1 2 2 1 5 21


  

x)درون بيضيxoyتصوير ناحيه مورد نظر روي صفحه ) y  2 21 4   جا خواهيم داشت:ناميم. تا اينمي Dي درون اين بيضي راناحيهگيرد، ميقرار  16
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

S D
I curlF.nd ( z )dA     5 2

   
  جايگذاري كنيم. yو xرا برحسب zنوشته شود. بايد yو xقرار دارد، پس تابع زير انتگرال هم بايد برحسب xoyيدر صفحه Dياما ناحيه

zاز معادله صفحه y x  3   آيد، بنابراين داريم:دست ميبه 2
D D

I ( y x)dA ( y (x ))dA       13 5 1 3 5 1 1  

yگيري نسبت بهچون ناحيه انتگرال   وx 1 متقارن است پس انتگرالy5و(x )1 1 :روي ناحيه برابر صفر است و در نتيجه داريم  
( )   4 2 24

S D
curlF.nd dA      3 3

  مساحت بيضي  

  
بـا توجـه بـه آن     كنـد! ي اسـتوكس حـل آن را راحـت مـي    سازي، سخت اسـت، امـا اسـتفاده از قضـيه    حل سؤال از روش مستقيم پارامتري  »4«گزينه  ـ7
zكه sin t sin t cos t 2 zروي سـطح  Cتوان گفت منحنياست، مي 2 xy xقـرار دارد. همچنـين   2 y cos t sin t   2 2 2 2 مـرز   C. بنـابراين 1

zقسمتي از سطح xy xياست كه داخل استوانه 2 y 2 2 gگيرد. به اين ترتيب با فرضقرار مي 1 :z xy 2  :داريم  
( y , x , )

nd dydx ( y, x , )dydx
  

       
2 2 1 2 2 11

  

curlFچون قائم رو به بالاست، پس بايد علامت مثبت در نظر گرفته شود. حالا بايد
 :را حساب كنيم    

i j k

curlF (y x )k
x y z

xy x xy y x z

  
   

  

     2 2 2

1

1 1 1

  

  

curlF.ndپس [(y x ) ]dydx    1 1
  انيم:دو با استفاده از قضيه استوكس مي

S
F curl F.nd 
      ياست، بنـابراين اگـر دايـرهx y 2 2 را كـه   1

  خواهيم داشت: ،نشان دهيم Dاست با xoyي برصفحه Sتصوير

S D D D D D
curlF.nd (y x )dydx xdydx ydydx dydx dydx                 1

     
  ها صفر است.در انتگرال دوم، حاصل انتگرال براي آن yدر انتگرال اول و فرد بودن xو فرد بودن Dيه علت تقارن ناحيهبتوضيح: 

  

  ي ديورژانس كمك بگيريم.توانيم از قضيهسطح بسته است، بنابراين مي Sچون  »1«گزينه ـ 8
  

V
(x y z )dv (x y z )V        2 2 3 2 2 divFشار3 x y z (x y z )          2 1 4 3 2 4 2 2 3

  
  داريم:زير را  هايگفتيم، تساوي قبلاً طور كههاي چندگانه كمك گرفتيم؛ هماندر نوشتن تساوي آخر از اطلاعات قبلي خود از فصل انتگراليادآوري: 

V V V V V V
xdv x dv x V , ydv y dv y V , zdv z dv z V            

  

zسطحبخشي از توان با اضافه كردن بسته نيست، اما مي Sسطح  »4«گزينه ـ 9   بخشي كه از تقاطع با)z x y  2 آن را به شود) حاصل مي 22
  را نوشت: مقابلحي بسته تبديل كرد و تساوي سط

S S S
F.nd F.nd F.nd I I       1 1 2

      

2 2S:z=2- x +y

2 2
1S :z=0 x +y 4

z

y
x

z

y
-2

2
2

-2

2
-2

z

y
x

-2

2
-2

22 n

n

S

1S
22

-2

x

  
  

  توان با استفاده از قضيه ديورژانس به دست آورد:را مي I1انتگرال
V V

I (divF)dv ( z)dv  1 6
  

اي داريم:ي داده شده در مختصات استوانهبراي ناحيه   2 وr  2 و همچنينz r  2:پس خواهيم داشت ،  
( r)r

I zrdzdrd rz drd r( r) drd ( r r r r )drd
    

                   
22 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 3 4

1 6 3 3 2 2 8 12 6
        


  

r
( r r r r ) d ( )( ) ( r r r )drd ( r r ) d ( )( )

  
                       

42 22 2 2 22 3 4 5 2 3 2 33 1 8 32 4 42 4 4 2 2 3 4 4 3 2 3 2 82 5 5 5 3 4 3   
 
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انتگرال روي سطحفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

D:

T

(0,-1,1)
(-1,-1,1)

P:

R:

(-1,0,1)

T

T:

y
x

z

zبا توجه به معادله S1روي سطح   :داريم  n ( , , ) k  1
    

  بنابراين:
S S S

F.nd z d ( )d        1 1 1
23

     

  پس:
S

F.nd     1
8 8

    
  

اي از فضا باشد كه توسط وجوه باقي مانـده از مكعـب و بـه همـراه     ناحيه Sفرض كنيم  »3«گزينه ـ 10
Pيصفحه : x y z    هاي باقي مانده از مكعب شود. ما مقدار انتگرال را فقط روي وجهود ميمحد

  كنيم تا يك سطح بسته به دست آيد.ها اضافه ميرا به آن Pخواهيم. اما موقتاً سطحمي
و شـش   Rپـنج ضـلعي ماننـد    3و  Tمثلـث ماننـد   3كه موردنظر ما در ايـن سـؤال اسـت از     Sسطح
  اند.را محدود كرده Dيتشكيل شده است كه ناحيه Pوجهي

Pيدقت كنيد كه صفحه : x y z    قسيم كرده اسـت و  ي مساوي تمكعب موردنظر را به دو نيمه
ي پاييني را داريـم. حجـم كـل ايـن مكعـب برابـر اسـت بـا        ما فقط نيمه  2 2 2 بنـابراين حجـم    8

  كنيم:ي ديورژانس استفاده مياست. روي اين سطح بسته از قضيه 4برابر  Dيناحيه
) 12 حجم

S V
F.n d dv (V     3 3
   

xمكعبتوجه:   1 yو 1  1 zو 1  1 xيي صفحهي صفحات و محورهاي مختصات تقارن دارد. در معادلهنسبت به همه 1 y z      اگـر
  كند.ي مساوي تقسيم ميكند. بنابراين، اين صفحه، مكعب را به دو نيمهيد معادله تغييري نميجاي متغيرها (نام متغيرها) را با هم عوض كن

  وجـه ديگـر بخـش كـوچكتر     3وجه مكعب، بخش بزرگتـر و از   3خواهيد از اين موضوع مطمئن شويد به شكل داده شده دقت كنيد. در اين شكل از اگر مي
وجه آن بخـش كـوچكتر و    3ي ديگر مكعب كه رسم نشده است نيز از ) پس در نيمهTو بخش كوچك مانند Rها باقي مانده است. (بخش بزرگ مانندآن 

  ماند.وجه آن بخش بزرگتر باقي مي 3از 
 

1ست كه درمنظور از مثلث كروي، قسمتي از سطح كره ا  »3«گزينه ـ 11
، xoyيبـر صـفحه   Sاول قرار دارد و مانند يـك مثلـث خميـده اسـت. تصـوير      8

zبه صـورت  yو xرا برحسب zي كره بايدباشد كه يك ربع دايره به شعاع يك است. در ضمن از معادلهمي Dناحيه x y  2 جـايگزين كنـيم،    21
  بنابراين داريم:

S D
I (x y z)dxdy (x y x y )dxdy         2 21  

1

1

z

y

x

D

1

1

z

y

x

S

2 2x +y =1

  

داريم Dيريم، در ناحيه، بهتر است از مختصات قطبي كمك بگيDبه ناحيهبا توجه 
   2 وr 1.  

r
I (r cos r sin r )rdrd (r cos r sin r r )drd [ (cos sin ) ( r ) ] d

  
                   

1
131 12 2 2 2 2 22 2 2 11 1 13 3     

  

[ (cos sin ) ]d [ (sin cos ) ] sin cos ( ) sin( ) cos( )

 
  

               
2 21 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 2 3 2 3 2 3 3
    

  
     

1 1 2 4
3 6 3 6 3 6  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

b

a
x

y

D

z

x

y

S:

0 z< 

Sيي رويهمعادله  »4«گزينه ـ 21 : z xy2 zي متقـارن در نـواحي  داراي دو نيمـه  Sدهد كهنشان مي 2   وz       اسـت. زيـرا بـا تبـديلz  بـهz 
  داريم: Sي كنيم. با توجه به معادلهدست آورده و جواب را دو برابر ميي بالايي را بهساحت نيمهشود. ما مي آن عوض نميمعادله

x y
y x z x y x y xy (x y) x y

d z z dA dA dA dA dA dA
xy xy xyz z z

     
          

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2
21 1 2 2 2

  

xيك مستطيل است كه توسط خطوط xoyروي صفحهSيسايه ،y  ،x a وy b  مشخص شده است. اين ناحيه
  ناميم.مي Dرا 

a b a

D

byx y x
dydx ( )dydx ( x y y ) dx

xy y x x


         

3
21 22 2 2 2 32    

  )S(مساحت 

ab
[ a a b b b a ] (a b)   
4 4 4 22 3 3 3

a a
( b x b )dx [ bx b x ]

x
   

3 3 3
2 2 22 1 4 42 2 23 3 3 

  

  
  كنيم.پس از قضيه ديورژانس استفاده مي يك سطح بسته است.Sناميم.ميSسطح كره را  »3«گزينه ـ 13

S V V
F.n ds divF dv (x y z )dv
 

       2 2   شار23

x)  مقابل نوشت: صورتتوان بهي كره را ميمعادله ) y z2 2 21 1
2 4     

uصورتبا تغيير دستگاه به x ، v y ،w z
1
2    :داريمu v w2 2 2 1

4   است:1ژاكوبين دستگاه جديد برابر با و  

xyz uvwJ J

1
1 1 1

1
   

 
 
 

  

  به اين ترتيب داريم:

D
((u ) v w )dudvdw    2 2 213   شار2

uيدرون كرهDكه v w2 2 2 1
4  .از مختصات كروي داريم: است  

، ،            
12 2  

D
(u v w u )dwdvdu     2 2 2 13   شار4

)  دانيم كه:اكنون مي )


  31 4 1 1
4 3 2 3 (حجم كره)8

D
I dwdvdu 1

1 1
4 4  

  زوج است خواهيم داشت: uي كره نسبت بهفرد است ولي معادله uهمچنين چون
D

I u dwdvdu  2  

uيو براي جمله v w 2 2   با استفاده از مختصات كروي داريم: 3
D

I (u v w )dwdvdu sin d d d
  
 

            
122 2 2 2 223  

( d )( sin d )( d ) ( ) [ cos ] [ ] ( )( )( )
   

   
              

   
1
21 52 42 12 2 25 5 32 8 5  

I)  در نتيجه: I I ) ( )  
      

 1 2 33 3 3 8 5 8   شار5
  

Fكنيم كه براي ميدان بردارييادآوري مي  »3«گزينه  ـ14 (M, N,P)
 :داريم  

S S
Mdydz Ndxdz Pdxdy F.nd    

   
zدر اين مثال ميدان برداري zF ( ,e ,e )  2 2

         :را داريمz z
S S

I e dxdy e dzdx F.nd     2 2    

:Sسطح z x y 2 zتمام سطح مخروط در 2   ياست. بنابراين سايهS  يبر صـفحهxoy     برابـر اسـت بـا
داريمDيناميم. در ناحيهمي D. اين سايه راxoyيتمام صفحه   2 وr  .  

zبه صورت Sي سطحكه معادلهبا توجه به آن x y 2 gاست. داريم:2 : z x y   2 2   ه داريم:در نتيج 2
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انتگرال روي سطحفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

z

y

x

2 2S:z=x +y

2 2D:x +y 1

0 z 1 

1-1

-1

1

R

y

x

  g | g | g ( x , y , z)
nd dA dA dA ( x , y , z) dA

z z| g | | g.k | | g.k |

  
        
      

  
2 2 2 1

2  

zو به صورت yو xبرحسب zالبته x y 2 F.ndيشود. اكنون با محاسبهنوشته مي 2
  دهيمحل انتگرال را ادامه مي:  

x yz z r
S D D

y x y rsin r
I F.nd ( ye ze ) dA e dydx e rdrd

z rx y

        
       


    

2 22 2 222 2 2
2 2

1
 

    

  هاي يگانه را از هم جدا كنيم:توانيم انتگرالحدود انتگرال اعداد ثابت هستند پس مي
r !

I ( sin )d re dr [(cos )]
 

   
           

2 22
2

1 11 2 4 22
  

rreبراي حل انتگرالنكته:  dr
  2


  آيد، استفاده كنيد:دست ميبهتوانيد از تساوي زير كه از فرمول تابع گاما جزء ميعلاوه بر جدول جزءبه 

  n ar
n

n!
r e dr

a
 


 1  

  
zگوني سهميبخشي از پوسته Sدقت كنيد كه  »3«گزينه ـ 15 x y 2 است، كه توسط  2

zيصفحه 1 پيدا كردن تصوير جدا شده است. برايS بر صفحهxoy  آن را با صـفحهz 1 
  دهيم.برخورد مي

z
x y

z x y

   
 

2 2
2 2

1
1  

  
  

xي، درون دايرهxoyيبر صفحه Sپس تصوير y 2 2 S:zيناميم. با توجه به معادلهمي Dاست كه اين ناحيه را 1 x y 2   داريم: 2

x yd z z dydx x y dydx      2 2 2 21 1 4 4  

  داريم: Dبه Sگيري ازي انتگرالبنابراين با تغيير ناحيه
S D

I | xyz |d |xy(x y ) | x y dydx       2 2 2 21 4 4  
توانيم مقدار انتگرال را روي ربع زوج است، مي yو xمتقارن است و تابع انتگرالده نسبت به yو xنسبت به محورهاي Dياكنون با توجه به آن كه ناحيه

  دست آورده و جواب را چهار برابر كنيم.به Dاول ناحيه
داريم Dدر ربع اول ناحيه

   2 وr 1.  

                   I (r cos ) (r sin ) r r rdrd r cos sin r (rdrd )
 

            
1 12 2 4 22 24 1 4 4 1 4

   
  

uبا فرض r  21 rداريم 4 (u ) 2 1 duو 14 rdr   شود:به شكل زير حل مي r، بنابراين انتگرال نسبت به8

du
I r r (rdr) (u ) ( u ) (u u u )du ( u u u ) C            

5 3 1 7 5 3
4 2 2 2 2 2 2 2 21

1 1 1 2 4 21 4 1 26 8 128 128 7 5 3  

I [ ( r ) ( r ) ( r ) ] C       
7 5 3

2 2 22 2 21
1 2 4 21 4 1 4 1 4128 7 5 3  

I  هاي بالا و پايين داريم:ا جايگذاري كرانب [ ( r ) ( r ) ( r ) ]      
7 5 3

2 2 22 2 21
11 2 4 21 4 1 4 1 4128 7 5 3 

  

I [ ]


       1
1 25 5 1 5 1 5 2 4 2 125 5 1

128 7 5 3 7 5 3 84
   


  

  داريم: Iي انتگرالي محاسبهبنابراين با جايگذاري جواب اين انتگرال و ادامه

  sin
I cos sin d ( )[ ]

    
     

2
22 125 5 1 125 5 1 125 5 14 484 84 2 42   
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

S

z

x

y
2a

2b
D

D

y

x
2a2b

(-1,0,0)

1

1

1

x+y=1

z=1-x-y

y

z

x

x

z

y

(0,0,1)

(0,1,0)
(1,0,0)

(0,-1,0)

xيو استوانه Sيبراي آنكه رويه  »1«گزينه  ـ16 y bx 2 2 را جابجـا   yو xبهتر ديده شـوند، محورهـاي   2
aايم. با توجه به آن كهكرده b   گيـرد. دقـت   نه از كره كمتر است و داخل آن قرار ميپس قطر استوا ،است

zبخشي از كره است كه خارج از استوانه قرار دارد و شرط Sكنيد كه    ي شـود كـه فقـط نيمكـره    باعث مـي
curlFبالايي را در نظر داشته باشيم. ابتدا
 وn

 آوريم:مي دستبهرا ها آن را حساب كرده و ضرب داخلي  
i j k

curlF (y z)i (x z) j (x y)k
x y z

y z x z x y

  
      

  

  2 2 2 2 2 2

2 2 2

  

    

gصورتبه gحالا با توجه به اين كه : x y z ax   2 2 2 2  :است، داريم   g ( x a)i yj zk    2 2 2 2
    

pتصوير شود، xoyحهو با فرض اين كه ناحيه در صف k
 و لذا| g.k | | z | z  2 2

 :و بنابراين داريم  
g [(x a)i yj zk] (x a) y

nd dA dA [ i j k]dA
z z z| g.p |

    
     


2

2

         

curlF.ndو لذا
  شود:به شكل زير حساب مي  

x a y (y z)(x a) y(x z)
curlF.nd [ (y z)i (x z) j (x y)k].( i j k)dA [ (x y)]dA

z z z z

   
            

2 22 2 2
        

yx ya zx za yx yz a(z y) yz zx xz yz z y y
[ x y]dA [ ]dA a( )dA a( )dA

z z z z

          
      

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 1  
  بنابراين انتگرال زير را داريم:

D D

y y
I a ( )dydx a ( )dydx

z ax x y
   

 
  2 2

2 1 2 1
2

  

xيي درون دايرهناحيه Dيناحيه y ax 2 2 xيو خارج از دايره 2 y bx 2 2 است. در هـر دوي ايـن    2
  ها متقارن است.xنسبت به محور Dپس ،دهدمعادله را تغيير نمي yبه yمعادلات تبديل
yاز طرفي عبارت

ax x y 2 22
  صفر است. Dفرد است. بنابراين انتگرالِ آن روي yنسبت به 

a (a b ) 2 22) a( a b )    2 مساحت22
D

I a dydx a (D  2 2  
  

ي وجهي است كه نسبت به همـه  8كه در شكل مقابل رسم شده است، يك  Sسطح  »3«گزينه  ـ17
Sيات تقـارن دارد. در معادلـه  صفحات مختص ـ :| x | | y | | z |  1  تبـديلx،yوz  بـهx،y 

يك سطح  Sاز طرفي اطمينان داريم. Sكند. به همين دليل از متقارن بودنتغييري ايجاد نمي zو
 باشد، Sي درونناحيه Vفرض كنيم توانيم از قضيه ديورژانس استفاده كنيم.بنابراين مي بسته است.

  ي ديورژانس خواهيم داشت:با استفاده از قضيه

S V V V
I F.nd divFdv ( x y z )dv (x y z )dv           2 2 2 2 2 23 3 3 3

   
  

fتابع (x , y,z) x y z  2 2 )در نقاط 2 x , y, z)      تـوانيم  مقادير يكسـاني دارد. بنـابراين مـي
1مقدار انتگرال را روي

1آورده و حاصل را هشت برابـر كنـيم. در   دستبه Vياحيهاول از ن 8
اول از  8

xداريم Vيناحيه  ،y،z وx y z  1 يو اگر اين صفحه را با صفحهz    برخورد دهـيم، 
xخط y 1 ي اين شكل يك مثلـث اسـت كـه بـه محورهـاي      آيد. به اين ترتيب قاعدهمي دستبه

xو خط yو xمختصات y 1 شود.محدود مي  
xدر ايــن ناحيــه بــه وضــوح داريــم 1 وy x  1هــاي؛ كــرانz نيــز از معــادلاتz   

zو x y  1 شود.علوم ميم  
x x y

I (x y z )dzdydx
  

    
1 1 1 2 2 2

1 3
  
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انتگرال روي سطحفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

2

22

2

y

xD

-

-

 zو x،yي تقارن متغيرهـاي توان به طور عادي حل كرد كه در اين صورت محاسبات كمي طولاني و احتمالاً توأم با خطاست! اما اگر از نكتهانتگرال را مي
را با يكديگر عوض كنيم، هيچ تغييري در معادلات ناحيه  zو يا x،yنسبت به اين سه متغير متقارن است، اگر جايگيري نسبت به يكديگر (ناحيه انتگرال

xيعني؛ ناحيه y z  1 وx, y, z   توانيم تساوي مقابل را بنويسيم:شود، و بنابراين ميايجاد نمي  x y z   2 2 2  
  ضرب كنيم، بنابراين داريم: 3ها را حساب كرده و حاصل را در پس كافي است يكي از انتگرال

xx x y x x y
I [ x dz]dydx [ x ( x y)dy]dx [x ( x)y ] dx

   
            

12 21 1 1 1 1 12 2 2
1 3 3 9 1 9 1 2      

  

x x x
x ( x) dx x ( x x)dx [ ] ( )            

3 5 41 1 12 2 2 29 9 9 9 1 1 1 31 1 22 2 2 3 5 2 2 3 5 2 2  
  

1البته اين عدد حاصل انتگرال روي
6كه برابر با بنابراين جواب برابر است با هشت برابر آن اول است، 8

5 
38 2شود.مي  

  

  بالايي جدا شده است.  يكرهسطح مربع شكلي باشد كه از نيم Sفرض كنيم  »3«گزينه ـ 18
xمربع xoyيبر صفحه Sتصوير  2 yو 2  2 xيبـه معادلـه   Sكه سطحاست. با توجه به آن 2 y z  2 2 2 ي نسـبت بـه همـه    4

yمحورهاي مختصات و نسبت به خط x تقارن دارد (تعويض نامx وy توانيم مساحت بخشي ازدهد)، ميبا هم معادله را تغيير نميS   كه تصـوير آن در
yا و خط ه xربع اول و بين محور  x قرار دارد را محاسبه كرده و حاصل را هشت برابر كنيم. اين بخش را ناحيهD ناميم. مي  

x  داريم: Sروي سطح y
x y x y z

d z z dA dA dA dA
z z z x y

 
        

 

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
21 1

4
  

 داريم: Dي در ناحيه
   4.  

روي خطx  rداريم 2 cos  rبنابراين 2
cos




rخواهيم داشت: Dيپس در ناحيه است، 2
cos

 


2.  

sec

D

r sec
dydx drd ( r ) d

x y r   

 
 

      
  

    
2 24 4

2 2 2
2 2 28 8 8 4

4 4
  Sمساحت

( sec )d ( sec d )
 

          2 24 48 2 4 2 8 2 2 24 
  

secاكنون از تغيير متغير sin t  كنيم. به ازاياستفاده مي 2   داريمt


 و به ازاي 4
  tداريم 4


   ، همچنين:2

cos t
sec tan d cos tdt sin t sin t d cos tdt d dt

sin t sin t
          



2
2

2 2 2 1 2
2 1

  
 

توان به روش مستقيم هم انتگرال خط را حساب كرد. اولاً بـا نگـاهي گـذرا معلـوم اسـت      كنيم؛ هر چند ميي استوكس استفاده مياز قضيه  »3«ـ گزينه 19
gياي در صفحهمنحني بسته ،Cكه : x y z   ادساعتگرد و يا همـان مثلثـاتي   جهت آن با نگاه از بالا، پ كهدقت كنيد  Cي منحنيضابطه است. به 3

xاست، (در واقع هرگاه x a cos t  وy y bsin t  باشد وa وb مثبت باشند، جهت حركت روي منحنيC    با نگاه از بالا، همان جهـت مثلثـاتي
sinخواهد بود. اما اگر جاي t وcos t با هم عوض شود يا علامتa وb   (.حـالا بـردار   قرينه شود، جهت عكس مثلثاتي را خـواهيم داشـتn

    را بـراي ايـن

pوقتي كه سطح k
 ،كنيم:حساب مي باشد  g

g : x y z g i j k nd dA ( , , )dA
| g.k |


           


3 1 1 1

       

curlFحالا
 دهيم:را تشكيل مي  

x x
S D

x x z

i j k

curlF ( x e e )k ( x)k curlF.nd ( x)dA I curlF.nd ( x)dA
x y z

ye x e z e

  
           

  



 
2 2

2 2 2 2

  

      

  دهيم:خبُ حالا بايد انتگرال دوگانه پديد آمده را حل كنيم، اين كار را به دو روش انجام مي
يبراي محاسبهروش اول: 

D
xdA x، ابتدا از معادلات پارامتري2 cos t 1 وy sin t 1 خواهيم داشت(x ) (y )   2 21 1 . با تغيير دستگاه 1

,u)به صورت v) (x , y )  1 ژاكوبين دستگاه جديد برابر است با: 1
1 11



uدر اين دستگاه به صورت Dيو معادله  v 2 2 ي است يعني دايره 1

uآيد. دقت كنيد كهمي دستبهواحد  x 1 پسx u 1 كنيم:است. اكنون از مختصات قطبي استفاده مي  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

D D

r r cos sin
xdA (u )dudv (r cos )rdrd ( cos ) d ( )d ( )

    
                    

3 22 1 2 21 21 12 2 1 2 1 2 2 2 23 2 3 2 3 2    
  

xاز معادلات پارامتريروش دوم:  cos t 1 وy sin t 1 شود كهمعلوم مي(x ) (y )   2 21 1 كـه   xoyروي صـفحه  Sاست. بنابراين تصـوير  1
)اي به مركزايم، دايرهناميده Dآن را , )1 ,x)يو شعاع يك است. مركز هندسي اين ناحيه همان نقطه 1 y) ( , ) 1   است. و مساحت آن 1

)     2 1 مساحت 2
D

xdA x (D   2 2  
  

  با توجه به ناحيه داده شده بهتر است از قضيه ديورژانس كمك بگيريم:  »4«گزينه ـ 20
x z x x z

divF ( ) x y ( ) ( ) x y
xx y x y x y x y

       
   

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

  

V V

x z
(divF)dv ( ) x y )dv

x y x y
    

   2 2
2 2 2 2
2 2شار  

xبا توجه به اينكه

x y2 2
متقارن است، پس حاصل انتگرال مربوط به آن صفر است. اما براي قسـمت دوم   yو  xگيري نسبت بهفرد است و ناحيه انتگرال 2

xتو سوم با توجه به وجود عبار y2   اي كمك بگيريم:بهتر است از مختصات استوانه 2
z z z

( r)rdzdrd ( r )dzdrd [( ) r z] drd
r rr 

  

 
                  

2

1

22 2 2 2 2 2 2 22 2
21 1 1 1 1

2 2 2
2  

  شار

[ Ln ] 2 7 3 2r
( r r )drd ( r )drd d [ Lnr]

r r r

  
                

2

1

32 2 2 2 22 2 2
1 1

4 1 3 32 3 33  
 شار

  
Fي ديورژانس استفاده كنيم. ابتدا بايد ميـدان بـرداري  كنيم از قضيهبسته است، بنابراين تلاش مي Sسطح  »2«گزينه ـ 21 (P ,Q,R)

    را طـوري پيـدا
F.nبرابر باكنيم كه تابع زير انتگرال 

  گون داريم:ي بيضيباشد. با توجه به معادله  g : ax by cz  2 2 2 1  

g axi byj czk axi byj czk
n

| g | a x b y c z a x b y c z

    
  

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

4 4 4

     
   

ax i byj czk
F.n (Pi Qj Rk).( )

a x b y c z a x b y c z a x b y c z

 
    

     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

       

axPپس بايد كاري كنيم كه byQ czR  1 انتخابگون دقت كنيد، ي بيضيباشد. اگر به معادلهP x،Q yوR z داريم: مناسب است پس  

F xi yj zk divF (x) (y) (z)
x y z

  
          

  
1 1 1 3

     

. . .
a b c abc


  

4 1 1 1 43 گونحجم بيضي(3
V V

I divFdv dv (     3 3
  

xتوان به صورتگون را ميبيضياين ي توجه كنيد كه معادله y z

( ) ( ) ( )
a b c

  
2 2 2

2 2 2
11 1 1 هاي آن به ترتيبنوشت پس شعاع

a

1،
b

و 1
c

  .هستند 1

  

  ديورژانس داريم:ي باشد، طبق قضيه Sي درونناحيه Vيك سطح بسته است، فرض كنيم S »4«گزينه ـ 22

S V
I F.nds divFdv  

   

F xzi xyz j zk divF ( xz) (xyz ) ( z) z xz
x y z

  
         

  
2 2 24 3 4 3 4 3

     

V
I divFdv ( z xz )dv     24 3

  

zيكـه معادلـه  فرد است. با توجه به آن xنسبت به xz2يها جملهتابع زير انتگرال از مجموع سه جمله تشكيل شده است كه از ميان آن x y 2 2 بـه   2
شود. بنابراين داريم:توانيم نتيجه بگيريم كه انتگرال اين جمله برابر با صفر ميكند، ميتغييري نمي xازاي

V
I ( z )dv  4 ي محـدود  براي ناحيه .3

zيكنيم. از برخورد صفحهاي استفاده ميانهبه مخروط و صفحه معمولاً از دستگاه استو  zيو استوانه 4 x y 2 2 xيبه دايره 2 y 2 2 رسيم. مي 4
پس   2 وr  2 است. حدودz رتند ازهم عباz x y r  2 zو 2    . پس داريم:4

rr z r
I ( z )rdzdrd [ z z] rdrd

 

  
         

2 4 4 2 4 424 3 2 3
   
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انتگرال روي سطحفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

1
y=2-z

y

x

z

21

2z=1-x

O

r
( r r)rdrd ( r r r )drd [ r r ] d d

   
                        

42 4 2 4 2 22 2 3 2 3 4232 12 2 3 44 3 2 22 16 16 2 324      
    

S
I F.nds    32

    

  

   Sيگيـر اسـت. زيـرا بايـد چهـار انتگـرال سـطح را روي چهـار تكـه         طـور مسـتقيم دشـوار و وقـت     بـه  Sي انتگـرال روي سـطح  محاسبه  »1«گزينه ـ 23
Fي ديورژانس را به خدمت بگيريم. در ضمن ديورژانساستفاده كرده و قضيه Sتوانيم از بسته بودن سطحبه صورت جداگانه حساب كنيم. اما مي

 ي ضابطه

Fتري نسبت به خودبسيار ساده
 :دارد  xzdivF (xy) (y e ) (sin xy) y y y

x y z

  
       
  

22 2 3


  

    :كنيمگانه استفاده ميموردنظر به انتگرالي سه سطحبراي تبديل انتگرال  رژانسي ديوبنابراين از قضيه
S V V

F.nds divFdv ydv    3
   

zياز برخورد رويه xهايگانه استفاده از مختصات دكارتي است. كراني اين انتگرال سهين راه براي محاسبهترساده x  zيبا صـفحه  21    دسـت  بـه
xآيند كه عبارتند ازمي 1 وx  1 .كران پايينzبه وضوحz    .كران بالاياستz از برخورد صفحاتy z  yو 2   به صورتz  دسـت  به 2
yاز صفحات yراي متغيرآيد. بمي    

y و z  yدو كران به صورت 2   وy z 2 حدودآيد. دست ميبهx اعداد ثابت هستند x  1 zبه صورت z، حدود1 x   21 دسـت  به
yصورتهم به yبستگي دارند، حدود xاند و بهآمده z  2 هستند و برحسبz اند. در نتيجـه بايـد ترتيـب   ه شدهنوشتdydzdx    را نوشـته و حـل

  كنيم:
x z x z

V

y
ydv ydydzdx [ ] dzdx

   
 

      
2 2 21 1 2 1 1 2

1 13 3 3 2   

x
x ( z) ( z)

dzdx dx ((x ) )dx




  

  
       

  
   

2
2 12 31 1 1 1 2 3

1 1 1
2 3 2 13 1 82 2 3 2



  

(x x x )dx ( )         
1 6 4 2 1 3 1843 3 7 1 77 5 35

−Ho«Tº H oÄp ·j¼M Z»p  
  

  

Sياستوانه  »3«گزينه ـ 24 : x y ax 2 yها تقارن دارد به ايـن معنـا كـه نيمـي از آن در    yنسبت به محور 2   و نيمـي از آن درy    .قـرار دارد

zهمچنين نيمي از اين كره و استوانه در  و نيمي درz  1رد. بنـابراين مـا مسـاحت بخشـي از اسـتوانه را كـه درون كـره و در       قرار دا
اول قـرار داد   8

xي سطح استوانه دردقت كنيد كه همهكنيم. برابر مي 4محاسبه و جواب را   قرار دارد و هيچ بخشي از آن درx  اگر شرط .اردقرار ند)a     قـرار
  كرديم.)برابر مي 8كرديم و در واقع جواب را ديگر ضرب مي 2داده نشده بود بايد حاصل انتگرال را در يك عدد 

x  قطع استوانه و كره را حساب كنيم.را درست تشخيص دهيم بايد م xozيروي صفحه Sيبراي آن كه سايه y ax
z ax a

x y z a

     
  

2 2
2 2

2 2 2 2  

axبه عبارتي سهميِ a z 2   كند.را مشخص مي xozروي Sيسايه 2
  

z

y

z

x

D

D

2 2ax=a -z

x
S

  
Sروي سطح : x y ax   2   داريم: 2

x z
x a y x ax a a a

d y y dxdz ( ) dxdz dxdz dxdz dxdz
y y (ax x ) ax x

   
        

 

2 2 2 22 2 2
2 2 2

2 4 4 41 1 2 4 4 2
  

a a ax a a

S R

a dxdz a ax a a x
d a dzdx a dx a dx

x a xax x ax x ax x
   

  
     

  
     

2 2

2 2 2
4 14 2 2   مساحت22

a adx
a a a a x a

x 
   22 4   مساحت 4
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  

F(xميدان برداري  »4«گزينه  ـ25 , y , z)
 يدر مبدأ مختصات، ناپيوسته است. اگر سطح بستهS مبدأ نباشد و مبدأ درون آن قـرار نگرفتـه باشـد،    ، شامل

  ي ديورژانس استفاده كنيم:توانيم از قضيهمي
S D

I F.nd divFdv   
   

Fديورژانس
دانيم كهكنيم. ميرا حساب ميr (x y z )  

1
2 2 2 F  است. 2 (x y z ) (y z , z x , x y)




     2 2 2 2  

divF ( x)(x y z ) (y z) ( y)(x y z ) (z x) ( z)(x y z ) (x y)
  

       
             

1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 22 2 22 2 22 2 2
  

(x y z ) [x(y z) y(z x) z(x y)] (x y z ) [xy xz yz yx zx zy] 
 

   
                  

1 12 2 2 2 2 22 2  
  سطحي بسته باشد كه مبدأ مختصات روي آن و درون آن قرار نگرفته است، خواهيم داشت: Sبنابراين اگر

D
I ( )dv     

Fي ديورژانس اسـتفاده كنـيم زيـرا   توانيم از قضيهقرار گرفته است. ديگر نميسطحي بسته باشد كه مبدأ درون آن  Sحالا فرض كنيم
    در مبـدأ ناپيوسـته

divFجا كهاست. اما از آن 

 برابـر اسـت.    كـه مبـدأ درون آن باشـد،    توانيم از اين نكته استفاده كنيم كه مقدار انتگـرال روي هـر سـطح بسـته    است، مي  

S، يك كره به شعاع دلخواه و مركز مبدأ انتخاب كنيم. فرض كنيمSتوانيم به جاي سطحپس مي : x y z  2 2 2 nباشد. در اين صـورت  1 (x , y , z)
 

F.nاست. حالا ضرب داخلي
  كنيم:را حساب مي  F.n [x(y z) y(z x) z(x y)] [xy xz yz yx zx zy]

r r

  
 

            
1 1  

  بنابراين در اين حالت هم داريم:
S S

I F.nd ( )d     
     

  شود.باشد و چه نباشد، حاصل انتگرال صفر مي Sپس چه مبدأ درون
  

  كنيم:ي ديورژانس استفاده ميباشد. از قضيه Sي درونناحيهVاست. فرض كنيميك سطح بسته  S»  3«گزينه ـ 26

حجم(
S V V

divF (x) (y) (z) I F.nd divFdv dv (V
x y z

  
             
     1 1 1 3 3 3

    

  كنيم:ك را كم مي، از حجم مكعب بزرگ، حجم مكعب كوچVي حجمبراي محاسبه  3 32 1   Vحجم7
I  در نتيجه داريم:   3 7 21  

  

aفرض كنيم  »2«گزينه ـ 27 (a ,a ,a ) 1 2 3
 برداري ثابت باشد وF a r 

    هاي ميدان برداريمؤلفهباشد. ابتداF
 كنيم:را مشخص مي  

i j k

F a r a a a (a z a y)i (a z a x) j (a y a x)k

x y z

        1 2 3 2 3 1 3 1 2

  
        

  ي استوكس داريم:با استفاده از قضيه
C C S

I (a r).dr F.dr curlF.nd      
       

curlFابتدا
 كنيم:را محاسبه مي  

i j k

curlF a i a j a k curlF (a i a j a k) a
x y z

a z a y a z a x a y a x

  
        

  
   

1 2 3 1 2 3

2 3 1 3 1 2

2 2 2 2 2

  

         

  نتگرال داريم:با جايگذاري در ا
S S

I a.nd a.nd    2 2     

  

zرا قسمتي از صفحه كنيم.از نتيجه قضيه استوكس استفاده مي  »2«گزينه ـ 28 1 كه داخل رويهگيريم ميz r به سـمت   ن قائمچو .قرار دارد 2
به سمت پايين است و انتگرال داده شده با Sخارج سطح و داراي مؤلفه سوم منفي است. پس قائم

S
curlF.nd

   .چـون  برابر اسـتS   بـر صـفحهz 1 

nواقع است k 
پس كافيست مؤلفه سوم ،curlF


F  را محاسبه كنيم:  F

( ) curlF.( k)
x y

 
         
 

2 1 1 1 2 2
مؤلفه سوم كرلcurlF.k 

  

پس
S

I ds  rداخل دايره Sياحيهاست. ن Sيعني منفي دو برابر مساحت 2 1 و مساحت آن است. بنابراين جواب مسألهI   2 باشد.مي  
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انتگرال روي سطحفصل ششم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

يست. براي اين كار كافيست مثالي پيدا كنيم كه نادرست بودن اين گزينـه را نشـان دهـد.    ) همواره صحيح ن2ي (دهيم كه گزينهنشان مي  »2«گزينه ـ 29

rفرض كنيم (x, y, z)
 وr | r | x y z   2 2 2 ي برداراندازهr

 باشد. ميدان برداريr
F

r
 3

 هايرا در نظر بگيريد. مؤلفهF
 :به اين صورت هستند    

r x y z
F ( , , )

r r r r
 3 3 3 3

  

divFيپـذير اسـت. همچنـين بـا محاسـبه     برداري در مبدأ تعريف نشده است اما در هر نقطه بـه جـز مبـدأ تعريـف شـده و مشـتق       اين ميدان
  بينـيم  مـي

divFكه 

 ي ديورژانساست. براي محاسبهF

 توجه كنيد كهx
x x

r
rx y z

 
 2 2 2
2

2
yو به همين ترتيب داريم 

y
r

r
 وz

z
r

r
 .  

Fحالا ديورژانس
 كنيم:را حساب مي  x y z

F (r x, r y, r z) r x r r y r r z r
r r r

               3 3 3 4 3 4 3 4 33 3 3
  

x y z
divF r ( ) r r r r r r

r r r
                 

2 2 2
4 3 5 2 3 3 33 3 3 3 3 3


  

divFتا اينجا ديديم كه 

 است وF

 در هر نقطه به جز( , , )   كنيم كه هيچ ميدان برداري ماننـد تعريف شده است. حالا ثابت ميG
     وجـود نـدارد كـه

)روي , , )3    تعريف شده باشد وF curlG
  ،براي هر سطح بسته مانند گاهآنباشد. اگر چنين ميدان برداري وجود داشته باشدS :خواهيم داشت  

S S
F.nds curlG.nds  

     

ي واحد باشد؛كره Sدهيم كه وقتياما نشان مي
S

F.nds 
   ي واحد داريـم است. روي كرهg : x y z  2 2 2 zيي واحـد از دو نيمـه  و كـره  1   

zو   ها را باشود. كه آنتشكيل ميS1 وS2 دهم. روينشان ميS1 ،داريمg : x y z , z   2 2 2 1  :پس داريم  
g ( x, y, z)

n d dA dA (x, y, z)dA
z z| g.k |


   


2 2 2 1

2


   

zالبته x y  2 F.ndsياست. با محاسبه 21
  :داريم  

x y z r dA dA dA
Fnd ( ) dA dA

z z rzr r r r x y z x y x y
       

     

2 2 2 2

3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2
1 1

1 1

   

ي واحد است روي اين دايره داريمدايره xoyيبر صفحه S1تصوير   2 وr 1 داريم پس:  

S D

dA rdrd
F.nd ( )[ r ]

x y r

 
        

  
   1

2 1 2 1
2 2 2

2 1 2
1 1

 

   

هم داريم S2به همين ترتيب روي
S

F.nd   2
2

  پس
S

F.nd      2 2 4
  پس به تناقض رسيديم يعني يك سطح بسته مانندS  پيدا كرديم

كه
S

F.nd 
   دهد كهاست. اين نشان ميF

 تواندنميcurlG
 نادرست است.2ينه (باشد. گز (  

  

curlFكنيم. ابتدااز قضيه استوكس استفاده مي  »1«ـ گزينه 30
 كنيم:را حساب مي  

  
i j k

curlF j
x y z

cos (x ) sin y z x

  
 

  

1394 4 4 1

  

  

gيدر صفحه Cمنحني : x y z  1 داريم: سقرار دارد، پ  g i j k   
    

xيتوسط معادله xoyيتصوير اين سطح بر صفحه y 2 2 kهمان xoyيمشخص شده است، در ضمن بردار نرمال صفحه 1


  است، پس داريم: 
g

nd dydx (i j k)dydx curlF.nd dydx
| g.k |


       



       

    ساعتگرد است، پس يك علامت منفي بايد پشت انتگرال دوگانه قرار دهيم: دقت كنيد چون جهت طي شدن منحني البته
( )   21 1اي به شعاع(مساحت دايره ( مساحت ناحيه)

D
dydx (D   C S

I F.dr curlF.nd
  

      
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