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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

  

انجام دهـيم، وجـود    در حل برخي از معادلات بايد از تغيير متغير مناسب استفاده كنيم. دستور كلي براي اين كه بدانيم در چه نوع معادلاتي بايد اين كار را

و يـا   xyهـاي تركيـب  Lnجلـوي  يـا در تـوان توابـع نمـايي يـا     اتي و هاي مثلث ـهايي كرد؛ اگر مثلاً درون كمانتوان به طور غيررسمي توصيهندارد. اما مي

xخصوصاً by c   وجود داشته باشد، اين عبارات را مساويu  (يا هر متغير جديد ديگري)تر حـل كنـيم.   را ساده كنيم معادلهدر نظر گرفته و سعي مي

yالبته قبلاً به طور كلي اشاره كرده بوديم كه معادلاتي به فرم f (ax by c)    را همواره با تغيير متغيرu ax by c    اب رسـاند تـوان بـه جـو   مـي.   

شرايط معادله را با توجـه   وان متغير جديد در نظر گرفت. ضمناً توجه كنيد كهشده بود، معمولاً بايد آن تركيب را به عن راگر عبارتي تكرادر برخي معادلات، 

  !تر حل كردراحتها هم بتوان مسأله را شايد با آن روش .بررسي كرد بايد هاي آينده نيزبه درسنامه

 جوابي از معادله  :53مثالdyx y tg(x y ) xy
dx

 2 2 2 22 )كه از نقطه2 , )1     كند را تعيين كنيد.عبور مي 2

 :كمانعبارت جلوي با توجه به   پاسخtg از تغيير متغييرx y u2     كنيم:استفاده مي 2

dy du dy dux y u xy x . y x y xy
dx dx dx dx

      2 2 2 2 2 22 2 2 2   

tg(xبرابر با چپ تساوي خوب دقت كنيد عبارت سمت اگر خبُ الان y )2   صورت سؤال مقايسه كنيد). بنابراين داريم:معادله داده شده در (با  است tguيا 2

u x y x cdu du cos utgu dx du x c Ln(sin u) x c Ln(sin(x y )) sin(x y ) e
dx tgu sin u

            
2 2 2 2 2 2´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH ¸Ã oŠ pH

)از نقطهجواب گفته شده   , )1   كند، لذا داريم:عبور مي 2

  c c xsin( ) e e Ln c c sin(x y ) e  
          1 1 2 2 11 1 1 12   

  

 معادله ديفرانسيل جواب عمومي  :45مثال(x ysinxy)dx xsin(xy)dy  2   كدام است؟  

1 (cos(xy) c x  31
3  2 (cos(xy) c x   31

3  3 (sin(xy) c x  31
3  4 (sin(xy) c x   31

3  

 :با توجه به وجود »1«گزينه  پاسخxy ينوسي، از تغيير متغيردر كمان تابع سxy u گيريم:كمك مي  

uy
x

udu dxdu ydx xdu udxxxy u ydx xdy du dy dy dy
x x x

  
          2   

uyاز تساوي بالا و تساوي
x

 در بازنويسي معادله با تابع جديدu و متغيرx گيريم:كمك مي  

xu xdu udx(x sin u)dx x sin u ( ) (x usin u)dx xsin udu u sin u dx
x x


       2 3

2  ´ÄnHj nj ¸Ã oŠ Jo† IM   

u xyx xx dx sin udu cos u c cos(xy) c cos(xy) c x           
3 3

2 31
3 3 3 ´ÄoÃ¬Â¶ −Ho«TºH   

  

 پذيرمتغيرهاي ديگر در حل معادلات تفكيك استفاده از تغيير
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 ي ديفرانسيلجواب معادله :55مثال( x y )dx dy 92(مهندسي عمران ـ سراسري   ؟كدام است(  

1(x y Ln( x y) x c     
11 2  2(x y Ln( x y) x c     

11 2  

3(x y Ln( x y) x c     
11 2  4(x y Ln( x y) x c     

11 2 

 :عبارت زير راديكال، يعني  »2«گزينه  پاسخx y را برابرu2 گيريم. در اين صورتدر نظر ميx y u  yو  2 uu  1 yيا 2 uu  2 با  1
  جايگذاري داريم:

dy ydx dxdyx ydx dy x y x y y u uu
dx


           2 1oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

duuu dxdxu u du uu uu u dx du
u u dx u

          
1 1 11 2 2 2 2

2 oM´Ãv£U¸Ã oŠ njJo†¸Ã oŠ   

u
u dx u xdu c u Ln(u )

u



      


1
12 1 2

oM´Ãv£U¸Ã oŠ ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

u x y,u x yxu Ln (u ) c x y Ln( x y) x c              
2 11 12 2   

 
 

 ي ديفرانسيلجواب معادله  :65مثالy Ln(x y) Ln(x y)    1 كدام است؟  
1 (x Ln(x y) yLn(x y) C       2 ((x y) Ln(x y) x y C    2   
3 (y Ln(x y) xLn(x y) C       4 ((x y) Ln(x y) y C      

 :بـا توجـه بـه وجـود     ابق مطالب بيان شـده اي است. مطسؤال ساده»  4«گزينه  پاسخ ،»x y«  در جلـويLn   از تغييـر متغيـرu x y    كمـك
u  گيريم:مي x y u y y u          1 1   

  دهيم:حالا جايگذاري را انجام مي

  ( u ) Lnu Lnu Lnu u Lnu Lnu u Lnudu dx Lnudu dx
Lnu

                  
11 1 1 ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH    

u x yuLnu u x C (x y) Ln(x y) x y x C (x y) Ln(x y) y C                     
uLnu«از روش جزء به جزء برابر با  Lnuduحاصل انتگراليادآوري:  u« كنم حاصل آن را حفظ باشيد.آيد و پيشنهاد ميبه دست مي  

 

 1جواب عمومي معادله :75مثالxy y[Ln(xy) ]   91(مهندسي مكانيك ـ سراسري   باشد؟ برابر كدام گزينه مي(  

1 (cxxy e  2 (yx y ce   3 (xy x ce   4 (yxy ce  

 :وجود عبارت شامل» 1«گزينه  پاسخ(yx)جلوي تابعLn ما را به انتخاب تغيير متغيرu xy كند. نتيجه اين تغيير متغيرراهنمايي ميu y xy     .است

  بنابراين داريم: 
duu
dx du uxy y(Ln(xy) ) xy y y Lnxy u yLnu Lnu

dx x


           1    

u Lnudx dx du dxdu u Lnu
x uLnu x

   oM´Ãv£U¸Ã oŠnjJo†¸Ã oŠ  

    گيريم:پذير رسيديم، از طرفين آن انتگرال مينهايتاً به يك معادله تفكيك
u xycx cxLn(Lnu) Lnx Lnc Lnu xc u e xy e           
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

 معادله :85مثالy y sin x cosx    با شرطy( )   درx   92و مهندسي نساجي ـ سراسري  79(مهندسي برق ـ آزاد  :داراي پاسخي است برابر(    

1 (2

4  2 (
4  3 (

8  4 (2

8  

 :وجود عبارت شاملبا توجه به   »1«گزينه  پاسخy x»  ،تغيير متغير ازدر زير راديكالu y sin x  اگر از تغيير متغير گفته شده كنيماستفاده مي .

duمشتق بگيريم نتيجه xنسبت به dy cos x
dx dx

  ياdy du cos x
dx dx

  خواهد بود. با جايگذاري متغيرu   :و مشتق آن در معادله ديفرانسيل اوليه داريم  

dxdu duy y sin x cos x cos x u cos x u du udx
dx dx

           njJo†¸Ã oŠ   

 u du dx u x c
u

    2oM´Ãv£U¸Ã oŠ ´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

uبا قرار دادن y sin x  آيد:دست ميبه مقابلصورت در تساوي فوق، جواب عمومي به  y sin x x c  2  

)جواب از نقطه ي سؤالطبق گفته , )  كند، لذا داريم:عبور مي  c c y sin x x       2 2     

xدر نقطه yسؤال از ما مقدار   :را خواسته است. با جايگذاري درمعادله بالا داريم  y sin ( ) y y 
       

2
2 2 4   

  

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :95مثالy y xy tg( )
x x
   
 

1 2
2   كدام است؟  2

1(y xsin( ) C(x )
x


  


2 1 22  2(ysin( ) C(x )
x


  


2 2 1 22  

3(y xsin( ) C(x )
x


  


2 1 22  4(ysin( ) C(x )
x


  


2 2 1 22  

 :دليل وجود جملهبه » 2«گزينه  پاسخy x
x



2
xدر كمان تانژانت كه شامل 2 y» است از تغيير متغيرy xu

x





2
  كنيم:   استفاده مي 2

y x xu y x (x ) u y (x ) u x y (x ) u
x


            


2 12 2 2 2 22 2 2  

y u (x )u (x )u (u )         
1 1 1 1 12 2 12 2 2 2 2  

yاز طرفي بايد جمله
x



1
uرا نيز برحسب 2 x» :بنويسيم، لذا داريم  

(x )u x xu ( ) (u )
x x

   
   

 

1 12 1 1 1 2 12 2 12 2 2 2 2  

x)  حالا بايد جايگذاري را در معادله انجام دهيم: ) u (u ) (u ) tgu (x ) u tgu         
1 1 1 12 1 1 22 2 2 2  

duu dudx du x tgu(x ) tgu
dx dx du

 
    

1 1 222 2
oM´Ãv£U¸Ã o‡  

dx du Ln (x ) Ln sin u Lnc
x tgu

    


2 2 22
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã o‡ pH  

y xu
x y xLn (x ) Lncsin u (x ) csin u (x ) csin( )

x




 
       



2
2 2 22 22 2 2 2  

cy x y x(x ) c sin ( ) sin ( ) c (x )
x x

 
     

 

1
2

1 1 1
2 2 22 22 22 2
·H¼U ¾M¸Ã oŠ oM´Ãv£U¸Ã oŠ  

cجايجديد به Cبا جايگذاري


1
yصورتجواب معادله به 2 xsin ( ) C(x )

x


 


2   شود.تعيين مي 22
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معادلات ديفرانسيلفصل اول:  ارشدكارشناسي  يكمدرسان شريف رتبه 

  معادلات مرتبه اول خطي :4درسنامه                    

  نامند:مي )y(نسبت به هر معادله به فرم كلي زير را يك معادله مرتبه اول خطي

y p(x)y q(x)   
  توان تحقيق كرد كه جواب عمومي اين معادله به صورت زير است:مي

y [ (x)q(x)dx c]
(x)

  
 

1 

p(x)dx(x)ياز رابطه (x)كه e  تر هستند كـه آيد. برخي دوستان براي حفظ كردن رابطه راحتبه دست مي(x)       را بـه عنـوان يـك تـابع جديـد
  كنند:ننويسند و بنابراين رابطه را به صورت زير حفظ مي

p(x)dx p(x)dxy e [ q(x)e c]   

 (x)يي اول استفاده كنيم. (بعـد از محاسـبه  را ابتدا حساب كرده و از رابطه (x)كنيمالبته ما در اين كتاب براي جلوگيري از افزايش حجم كتاب، سعي مي
  كنيم)تقسيم مي (x)و در نهايت كل عبارت را بركرده  cي مقدار ثابتعلاوهگيريم و جواب انتگرال را بهو از آن انتگرال ميضرب كرده  q(x)آن را در

  كند.يك معادله كامل تبديل ميي مرتبه اول خطي را به ساز است كه يك معادلهيك عامل انتگرال(x)توجه:

 يجواب معادله  :510مثالy (tgx)y cosx   .را بيابيد  

 :با آوردن عبارت  پاسخ(tgx)y رسيم كه در آنبه سمت چپ تساوي، به فرم استاندارد معادله مرتبه اول خطي ميp(x) tgx  وq(x) cos x  .است  
sin x dxp(x)dx tgxdx Ln(cos x)cos x(x) e e e e cos x


       (x)y (tgx)y cos x    ´Ã¹¨Â¶JIve Hn HkTMH  

Lnaeيدقت كنيد در قسمت آخر از رابطه a نويسيم:استفاده كرديم. خبُ حالا به راحتي جواب عمومي را به صورت زير مي  

  cos xy [ cos x.cos xdx c] [ cos xdx c] [ dx c] y [ x sin x c]
cos x cos x cos x cos x


           21 1 1 1 2 1 1 1 22 2 4  

  

 سريع تشخيص دهيم يك معادله به فرم كهاين يبرا  :3تذكرM(x , y)dx N(x , y)dy   نسبت بهy خطي است يا نه، بايد دو شرط زير برقرار باشد:  

  .نباشد dyدر ضريب yالف) 

  .نباشد) yخطي برحسبباشد (شامل توابع غير yي اول براياي از درجهچندجمله يك شامل dxضريبب) 
  

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :610مثالxxy y y e
xx

 
 2 96(مهندسي عمران ـ سراسري    كدام است؟(  

1 (xxe (x c)   2(xxe (x c)   3(xe (x c)    4(xe (x c)   
  
  

 :در معادله را با ضرب » 1«گزينه   پاسخx2 صورتبهxxy y xy x e    نيسـت و در   yخبـري از  dyدر ايـن معادلـه در ضـريب    نويسيم.مي 2

x)صورتبه، yاي درجه اول نسبت بهيك چند جمله dxضريب )y1 وجود دارد. لذا معادله نسبت بهy  .خطي است  
xx xxxy (x )y x e y ( )y xe

x
       2 11 oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

xp(x)در معادله خطي حاصل شده
x



صورتفاكتور انتگرال را بهتوانيم مي، لذا 1

x xdx x Lnxx e(x) e e
x




   
1

دست آورده و جواب عمـومي را  به 

  تعيين كنيم: 
x

x x
x

ey(x) [ (xe )dx c] xe (x c)
xe

x

    
1  
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

  معادله ديفرانسيل  :710مثالdy(x ) y (x )
dx

    51 3   شود؟سازي به يك معادله ديفرانسيل كامل تبديل ميبا استفاده از چه عامل انتگرال 1
  )96(مديريت دريايي ـ سراسري     

1 (( x) 31  2 (( x) 31  3 (xe3  4 (xe3  
 :معادله ديفرانسيل مزبور نسبت به » 2«ه گزين  پاسخy خطي است. چون در ضريبdy عبارتي شاملy از طرفـي در ضـريب   .وجود نداردdx   يـك

dy  داريم:  yحضور دارد؛ با تقسيم معادله بر ضريب yاي درجه اول ازچندجمله y ( x)
dx x

  


43 11   

p(x)در معادله فوق
x





3

    كنيم: محاسبه مي مقابلصورت ساز را بهاست و فاكتور انتگرال 1

dx Ln( x) Ln( x)x(x) e e e ( x)



        

3
3

3 1 1 31 1  
  

  مراحل حل معادله مرتبه اول خطي  
  

  تقسيم كنيد). yابتدا معادله را به فرم استاندارد تبديل كنيد (جملات را بر ضريبگام اول: 
  را حساب كنيد. (x)عبارتگام دوم: 

  ترين كار است).در اين مرحله، اصلي q(x)dx(x)ي انتگرالجواب عمومي را طبق فرمول حساب كنيد (محاسبهگام سوم: 

 يجواب معادله  :810مثالdycoshx cosh xsinh x y sinhx
dx

 22 با كدام گزينه برابر است؟ 

1 (ycosh x cosh x c 3   2 (y cosh x c
cosh x

 32
3  3 (y cosh x c

cosh x
 3  4 (ycosh x cosh x c 32

3  

 :معادله نسبت به»  4« گزينه  پاسخy خطي است؛ چون اولاً در ضريبdy،y وجود ندارد و ثانياً در ضريبdx هم توانy،   يك است. اما براي حـل
  داريم:برميا به ترتيب ها رمعادله گام

coshگام اول: ابتدا با تقسيم طرفين بر x شود:كنيم و معادله به شكل مقابل ميمعادله را به فرم استاندارد تبديل مي  sinh xy y cosh x sinh x
cosh x

   2   

  داريم: را حساب كنيم. در اين معادله (x)گام دوم: حالا بايد
sinh x dx Ln(cosh x)cosh x(x) e e cosh x


      
  نويسيم:گام سوم: حالا جواب را به شكل زير مي

y [ cosh x. cosh x sinh xdx c] ycosh x cosh x(sinh xdx) c ycosh x cosh x c
coshx

         2 31 22 2 3   

  

 جواب عمومي معادله :910مثالdyx y x y x
dx

   3 23  93(مهندسي مكانيك ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (
x

x x sy cx e x e e ds     
2 2 21 1  2 (

x
x x sy cx e x e e ds     

3 3 31 1  

3 (
x

x x sy cxe xe e ds   
2 2 2  4 (

x
x x sy cxe xe e ds   

3 3 3
 

 :صورتبندي مناسب معادله را بهبا دسته » 4«گزينه   پاسخdyx ( x ) y x
dx

  3 23 يك dxنيست و در ضريب yخبري از dyداريم. در ضريب 1

   داريم: yخطي مرتبه اول است. با تقسيم طرفين بر ضريب yحضور دارد. پس اين معادله نسبت به yاي درجه اول ازچند جمله

  dy ( x ) y x
dx x

  2 13  

  شود:رو محاسبه ميصورت روبهبه فاكتور انتگرال
x( x )dx x Lnxx e(x) e e
x

 
   

32 3
13

  

x  :شودو جواب عمومي به سادگي تعيين مي x x
x

y (x) [ e .x dx c] xe [ e dx c]
xe

x

    
3 3 3

3
1 1   

x  ) خواهد بود، يعني:  4گزينه ( ، جواب به صورتsبه xبا تغيير نام متغير زير انتگرال از x x sy cxe xe e ds   
3 3 3   
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 در معادله ديفرانسيل  :101مثالsintty y
t

  2 شرطy( ) b
 2 برقرار است. اگرt   باشد و بخواهيم

t
lim y(t)



1
2

بايد  bباشد، آنگاه مقدار 
 با كدام گزينه برابر باشد؟

1 (   2 (
2
2   3 (

2
2   4 (

2
4   

 :ابتدا طرفين معادله را بر ضريب»  4«گزينه  پاسخy كنيم تا به فرم استاندارد معادله مرتبه اول خطي برسيم:تقسيم مي  sin ty y
t t

   2
2   

p(t)با توجه به اينكه
t


ساز به صورت، لذا عامل انتگرال2

dt Lnt Lntt(t) e e e t


    
2

2
2   بنابراين جواب به صورت زير است: آيد،دست ميبه 2

sint cos t cy [ (t )dt c] y
t t t

 
     2

2 2 2
1   

)yبا توجه به شرط ) b
 2 :داريم  

cos c
b c b

( )


  

  




2

2
2

4
2

   

  پس جواب معادله به صورت مقابل است:
cos t b

y
t


 



2

2
4   

tچون   شود؛ از طرفي طبق صورت سؤالپس مخرج صفر ميy قدار عددي دارد، پس صورت كسر هم بايد به سمت صفر برود، پس داريم:م  

t t t

t
cos t cos ty lim y lim lim

t t t  

  
    

2

2 2 2
1 1 12

2  
cos t

t
lim( cos t b) b b



 
        



2 21
2

414 4
    

  
 در معادله ديفرانسيل :111مثالx(e y)dx x dy  2 با فرضy( )  1مقدار ،y(     ،كدام است؟1(

  )97سراسري  ـ برداري و مهندسي نساجيهندسي عمران، مهندسي نقشه(م
1 (e23  2(e2    3(e2    4(e23    
 :به معادله داده شده نسبت » 1«گزينه  پاسخy خطي است، چون در ضريبdy خبري از ،y نيست و در ضريبdx   اي درجـه اول  يـك چندجملـه

  وجود دارد. لذا داريم: yاز
x

x dxx e yx dy (e y)dx y
x x


     

22 oM´Ãv£U¸ÃÎoŠ  

dx
x x x x xx

x x
y y e (x) e e e y(x) [ e . e dx C] y ( x C)

x x xe e
 

             
1
2

1
2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 2  

)yبا توجه به اينكه ) 1 ثابتCبرابرC 1 صورتجواب خصوصي بهشود، مي
x

y ( x )
e

 
2
1 2 )yتوانو لذا به راحتي ميخواهد بود 1   :محاسبه كردرا 1(

                                y( ) ( ) e
e e

    2
2 2
1 31 2 1 3  

  
 به ازاي سه جواب  :211مثالy1،y2 ،y3 از معادله ديفرانسيلy p(x)y Q(x)  89(مهندسي هوافضا ـ سراسري   بارت درست است؟، كدام ع(  

1(y y2 y)2  جوابي از معادله است.  1 y
y y




2 1
3 1

  جوابي از معادله است.  
3(y y2 yمضرب ثابتي از 1 y3 y)4  است.  1 y c(y y )  3 2   واب عمومي معادله است. ج 1
 :معادله ديفرانسيل داده شده خطي نسبت به »3«گزينه  پاسخy صورتاست و جواب عمومي آن بهp(x)dx p(x)dxy e [ e Q(x)dx c]   

yجواب كهشود. هنگاميبا توجه به شرايط اوليه داده شده تعيين مي cاست كه ثابت , y , y3 2 cمقدار 3شود قاعدتاً در ورودي مسأله داده مي 1 ,c ,c3 2 1 
  آيد.دست مينيز متناسب با هر شرط اوليه به

p(x)dxp(x)dx

p(x)dx
p(x)dxp(x)dx

p(x)dx
p(x)dxp(x)dx

y e [ e Q(x)dx c ]
y y e (c c )

y e [ e Q(x)dx c ]
y y e (c c )

y e [ e Q(x)dx c ]









  
        

      








1 1

2 1 2 1
2 2

3 1 3 1
3 3

  

yاگر حاصل  y2 yرا بر 1 y3 cثابت مقدارواهيم ديد كه حاصل تقسيم برابر خ ،تقسيم كنيم 1 c
c c




2 1
3 1

yديگر است. به عبارت  y2 مضرب ثابتي از  1
y y3       است. 1
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  شود.هاي اين فصل ارائه ميدر اين بخش، ابتدا روش تشخيص نوع معادله و روش حل آن و در پايان مطلبي كوتاه در مورد اهميت درسنامه
  
  

است. چه بسا بسياري از افراد اگر نوع » تشخيص روش حل يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول«رو هستند ترين مشكلي كه معمولاً دانشجويان با آن روبهمهم
يا وقت زيادي صرف پيدا كردن  كنند ومعادله و روش حل آن را تشخيص دهند بتوانند معادله را حل كنند؛ اما به دليل ناتواني در تشخيص، يا معادله را حل نمي

ام در اين بخش شما را ها وجود ندارد؛ ولي سعي كردهرساند. هر چند دستورالعمل كلي براي اين روشي خود زيان ميكنند كه هر يك به اندازهروش مناسب مي
آيد را قبل از نگاه كردن به پاسخ خودتان بررسي مي ن اين قسمتهايي كه پس از پايابه وضعيت خوبي در اين زمينه برسانم. فقط يادتان باشد بايد حتماً تمرين

  كنيد تا ذهنتان در اين حوزه تقويت شود.

Mdxطوركلي فرم نوشتاري معادله ديفرانسيل ممكن است به صورتبه Ndy  ،dy My
dx N

    و يا به صورتf (x, y, y )    .براي تشخيصباشد 
هاي گيرد. سپس اولويتهاي دوگانه زير قرار ميروش حل يك معادله ديفرانسيل، ابتدا بايد مشخص كنيد كه معادله مورد نظر در كدام يك از دسته

 كار بگيريد تا به راحتي روش حل معادله را تشخيص دهيد.پيشنهاد شده را به

  .نشده استعملگر غيرخطي اعمال  yالف) معادلاتي كه بر روي
  هاي زير داده شود:مثلاً به صورت yاين است كه در معادله، yمنظور از اعمال عملگر غيرخطي رويتوجه:  

n yy , sin(y ) , e , Lny , y Lny , y sin(y ) , ...        
هاي زير مخصوص معادلاتي است كه عملگر غير كنيم. پس اولويت) روش حل آنها را بررسي ميدهيم و در بند ((ب)كه فعلاً آن را مورد بررسي قرار نمي

Mdxصورت نداريم و ضمناً فرم نمايش معادله به yخطي روي Ndy   ياdy My
dx N

    .است  

  پذيرياولويت اول: بررسي تفكيك
شود هميشه در اولويت نخست قرار گيرد. در اين پذيري معمولاً بدون دخالت دست و به صورت ذهني است، پيشنهاد ميل اينكه بررسي تفكيكبه دلي

fدهندهو يا جملات تشكيل Nو  M مرحله بايد سعي كنيم (x, y, y ) صورتضرب دو تابع جداشونده بهصورت حاصلرا بهF(x)G(y)  .بنويسيم  

dyxمثلاً در معادله ديفرانسيل y
dx

 2   واضح است كه93(مهندسي برق ـ سراسري (M وN دشوارتر،  هجداشونده هستند و يا به عنوان يك نمون  

dytgyدر معادله ديفرانسيل sin(x y) sin(x y)
dx

    ،صورت توان بهكارگيري اتحاد مثلثاتي تبديل جمع به ضرب ميطرف راست تساوي را با به
sin(x y) sin(x y) sin x.cos y      بازنويسي كرد.  F(x)G(y)يا همان 2

yدر معادلاتي به فرم  توجه: f (ax by c)    با در نظر گرفتن تغييرمتغيرu ax by c  ، كنيم. پذير دست پيدا ميبه يك معادله تفكيك  

dyمثلاً در معادله  y x
dx

   2 2 u) با انتخاب تغييرمتغير95سراسري  - (معماري كشتي3 y x  2 duپذير، به معادله تفكيك3 dx
u
رسيم.مي 

  اولويت دوم: بررسي همگن بودن
fدهندهيا جملات تشكيل Nو Mدر اين مرحله بايد بررسي كرد كه آيا (x, y, y )  همگن از درجه يكسان هستند يا خير؟ در صورت مثبت بودن پاسخ

yuير متغيربدون درنگ از تغي
x

 شود. گيري ساده جواب عمومي تعيين ميپذير ايجاد كرده كه با يك انتگرالاستفاده كنيد و يك معادله جديد تفكيك

yاي كه لازم است به خاطر بسپاريد اين است كه وجود عبارتنكته
x

(مگن بودن است. مثلاً در  معادلهنشانه بارز ه معمولاًدر معادله،  
x
ysec(xy

dx
dyx   

yتك جملات همگن از درجه يك هستند، عبارت) ضمن اينكه تك95(مهندسي برق ـ سراسري 
x

yuآمده است. پس با تغييرمتغير secنيز در كمان 
x

 
  پذير دست خواهيم يافت. معادله تفكيك به يك

  اولويت سوم: بررسي خطي بودن معادله
  كنيم:را دوباره يادآوري مي yيا xبررسي شود. ابتدا خطي بودن نسبت به yيا xاگر معادله جزو دو حالت فوق نبود بهتر است خطي بودن معادله نسبت به

  باشد. yاي درجه اول از شامل يك چندجمله بايد، dxوجود داشته باشد و همچنين ضريب yعبارتي بر حسب نبايد dyدر ضريب :yخطي نسبت به 
  باشد. xاي درجه اول از شامل يك چندجمله بايد، dyوجود داشته باشد و همچنين ضريب xعبارتي بر حسب نبايد dxدر ضريب :xي نسبت به خط

xyمثلاً در معادله xy x Lnx     22 3 1 يك ، dxضريب نيست؛ همچنين در yخبري از dy)، در ضريب95سراسري  (مهندسي مكانيك ـ 4
  خطي است. yپس معادله نسبت به. xy3وجود دارد؛ يعني yاي درجه اول ازچندجمله

  ديفرانسيل مرتبه اول تروش حل در معادلا نوع و تشخيص

  هاي اين فصلي اهميت درسنامهو روش حل آن و درجه همعادلنوع  تشخيص
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gدر معادلاتي به فرمتوجه:  (y)y g(y)p(x) q(x)    كه در آن مشتقg(y) توان با انتخاب تغيير متغيردر جمله اول ظاهر شده است، ميu g(y) 
  ايجاد كرد. uيك معادله خطي جديد برحسب متغير

  اولويت چهارم: بررسي برنولي بودن معادله
  كنيم:را مرور مي yيا xاگر معادله خطي نبود بلافاصله برنولي بودن آن را بررسي كنيد. جهت يادآوري، روش تشخيص برنولي بودن نسبت به

  حضور داشته باشند. yو yهمزمان بايد، dxوجود داشته باشد و همچنين در ضريب yعبارتي بر حسب نبايد dyدر ضريب :yبرنولي نسبت به 
  حضور داشته باشند.xو  xهمزمان بايد، dyوجود داشته باشد و همچنين در ضريب xعبارتي بر حسب نبايد dxدر ضريب :xبرنولي نسبت به 

ydxمثلاً در معادله (x x y )dy  3 2  در ضريب94سراسري  -(هوافضا (dx خبري ازx نبوده و همچنين در ضريبdy طور همزمانبهx وx3  

yبرنولي است و يا معادلهxحضور دارند. پس معادله نسبت به x cos xy '
xy




2 4 y)صورت) را با طرفين وسطين، به89سراسري  - (رياضي22 x cos x )dx xydy 2 4 22 

xعبارت  dx. چون در ضريب yخطي است و نه نسبت به xتوان نوشت. همانگونه كه در ظاهر امر پيداست معادله نه نسبت بهمي cos x4 و در  2
 dyتقسيم كنيم، در ضريب )yكننده معادله نسبت به (در واقع همان عبارت غير خطي yوجود دارد. اما توجه كنيد كه اگر معادله را بر yعبارات dyضريب

  برنولي خواهد شد. yآيد. پس معادله نسبت بهه وجود ميب y1و yدو عبارت dxشود و همچنين در ضريبحذف مي yعبارت شامل
در ضريب كند. بنابراين هنگام تشخيص يك معادله برنولي، اگر مثلاً ضرب مي nyيا درnxمعمولاً طراح براي آشفته كردن ذهن دانشجو معادله را در توجه:

dy،nyوجود داشت، بايد معادله را برny تقسيم و سپس وضعيت برنولي بودن معادله را نسبت بهy بررسي كرد. به همين ترتيب اگر در ضريبdx،nx 
  كنيم.بررسي مي xتقسيم و سپس وضعيت برنولي بودن معادله را نسبت به nxوجود داشت، ابتدا معادله را بر

  بندي و ديفرانسيل كاملاولويت پنجم: بررسي روش دسته
ydxهايي نظيرانسيل عبارتكه در يك معادله ديفردر صورتي xdy يا xdx ydy توان معادله را به روش ديفرانسيل وجود داشته باشد، احتمالاً مي

x)كامل حل كرد. مثلاً در معادله y y)dx (x x y )dy   2 3 3 2 ، عبارتydx xdy ديفرانسيل كامل است؛ يعنيd(xy) كه . همچنين در مواقعي

xصورتدو جمله به y  وx y 1 yكه تساويوجود داشته باشند، طوري 1 x
y x


©nqM ·H¼U ©nqM ·H¼U

¦a¼¨ ·H¼U KÄo† ¦a¼¨ ·H¼U KÄo†
آن دو جمله نيز برقرار باشد،  

)عادلهدهند.  مثلاً در متشكيل يك ديفرانسيل كامل مي x y )dx ( x y )dy
x y

   3 3 4 21 14 3   قاعده گفته شده براي دو 95(مهندسي نفت ـ سراسري (

xجمله y3 xو  34 y4 d(xصادق بوده و ديفرانسيل كامل هستند؛ به عبارت ديگر 23 y )4 3 .  

  اولويت ششم: بررسي كامل بودن 
fصورتها بهمرحله بايد شرط كامل بودن را بررسي كنيم. به ياد داشته باشيد كه اگر گزينهدر اين  (x, y) c  باشند، احتمالاً معادله كامل است و يا عامل
هايي به طور ذهني و يا ت چنين گزينهتوانيد به محض رويها تغيير كند! يعني شما ميساز دارد. در واقع در چنين مواردي ممكن است حتي اولويتانتگرال

  گيري ساده بود).در مدت زماني كوتاه شرط كامل بودن را كنترل كنيد (خصوصاً اگر مشتق
  شود. اي و يا تركيب آنها با توابع نمايي يا مثلثاتي ديده ميمعمولاً در اكثر معادلاتي كه به روش كامل قابل حل هستند، توابع چندجمله توجه:

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل  :002مثال
y

y
e x yy
x xe

 


3
4

6 4
6

  )95(مهندسي معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (yxe yx c 46   2 (yxe yx c 46  3 (yxe yx c 36  4 (yxe yx c 36  
 :صورتها، جواب عمومي بهگزينه با توجه به فرم»  1«گزينه   پاسخf (x, y) c است. ضمن اينكهM وN اي با تابع نماييتركيب چندجملهye 

Mاهيد ديد كهاست؛ لذا بررسي كامل بودن معادله در اولويت نخست قرار دارد. با محاسبه خو N
y x

 


 
و معادله كامل است. بنابراين با تمرين و تجربه  

   بندي گفته شده نيست و خودتان به راحتي اولويت و روش حل مناسب را تشخيص خواهيد داد.خواهيد ديد كه پس از مدتي نياز به اولويت
  

  تغيير متغير كارگيرياولويت هفتم: به
ب يك از مراحل بالا براي معادله كارساز نباشد، بايد به دنبال تغيير متغير باشيم. به صورت كلي بايد با سعي و خطا به تغيير متغير مناسدر صورتيكه هيچ

  هايي كرد:صورت غير رسمي توصيهتوان بهدست يافت. با اين حال مي
 اگر تركيبx وy در كمان توابع مثلثاتي، در توان توابع نمايي، جلويLn گيريم.يا زير راديكال قرار داشت، آن تركيب را تغيير متغير درنظر مي  
 شود تغيير متغير را طوري درنظر هاد ميها، پيشندر صورت مشاهده توابع معكوس مثلثاتي يا توابع معكوس مثلثاتي هايپربوليك بين گزينه

uبگيريد كه عبارات uيا 21 2   ظاهر شوند.  1
xyمثلاً در معادله  ' y xyLnx y   u، تغيير متغيرLnجلوي yو xبا توجه به تركيب 22 x y گيريم تا معادله جديد به صورت را در نظر مي 2

du dx
uLnu

 كارگيري تغيير متغيرظاهر شود يا با بهu xy xyyمعادله ،2 ' y x y   2 2 42 duصورترا به 1 dx
u


2 1

كنيم؛ خب! بازنويسي مي 

sinگيري از معادله در سمت چپ تساوي،حالا به راحتي با انتگرال h u1 آيد.دست ميبه  
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fدر بررسي معادلاتي كه به فرم توجه: (x, y, y )   غيير داد و ابتدا خطي بودن و سپس به هايي كه قبلاً توضيح داده شد را تتوان ترتيب اولويتاند ميداده شده
sinبندي را بررسي كرد. مثلاً در معادله ديفرانسيلپذيري، كامل بودن، همگن بودن و در نهايت دستهترتيب، تغيير متغير، تفكيك yy e xy tgy  1   

f) كه به فرم94سراسري ـ (مكانيك  (x, y, y )    كنيد به علت وجود دو جمله غير خطي دهيم. ملاحظه ميبررسي خطي بودن قرار ميداده شده، اولويت اول را
sinكننده ye  وtgy معادله نسبت بهy خطي نيست اما با كمي تيزبيني متوجه خواهيد شد كه در ضريبdx نه عبارتي بر حسبهيچگوx شود و از ديده نمي

خطي است. اما اگر از روش  xشود. پس به راحتي مشخص شد كه معادله نسبت بهديده مي xtgyصورتبه xاي درجه اول ازيك چندجمله dyطرفي، در ضريب
  كرديم.كرديم كه قطعاً بايد زمان و انرژي بيشتري را صرف ميپذيري و همگن بودن را بررسي ميكرديم بايد ابتدا تفكيكقبل استفاده مي

  هايي جهت تسلط در تشخيص روش حل معادله ديفرانسيلتمرين

1 ـ1
2

1 1
1

y ( )dx (Ln x tg x)dy
x x

   


  2 ـxdy ydx x y dx   2 2   
cos(xـ3 y)dx xsin(x y)dx xsin(x y)dy     4ـy x xy y   2 281 18  

dyـ 5 x y cosx
dx y sin x






2
3

3
4

ttyـ 6   (t )y te   1 2  

ـ 7
xy

xy
y(e y)y
x(e y)

  
 2

dyـ 8  
dx sin ( x y )

 
 
11 1  

yyـ 9 ( y )x   2 yـ 10  21 ydyxe x e
dx

 2 4 22 3  
xy ـ11 xy xy(ye cos x e sin x x)dx (xe cos x )dy    2 2 2 2 2 3  12ـx(x )y y e (x )    21 1  

yـ13 x y x y    1 1 yـ14  2 ( x y)   22 6 3 2  
y(xـ 15 y xy ) dx x(x y xy )dy     2 2 2 22 1 2 1   16 ـdyx y x y x

dx
   3 23   

yـ 17 x cos xy
xy

 
2 4 yyـ 18  22 (sin y ) sin xcos xcosy

cosy
     

)ـ 19 x xy ) dx ( y x ) dy     2 2 23 2 2 6 3   20 ـyx y (x y )tg ( ) xy
x

   2 2 2 13  

xyـ21 xsin y xe cos y  
2 yـ 22 22 xy xy   42 16   

yـ 23 x yy
x xy
 


2
dxـ 24  2 x x cosy xsin y

dy
   2   

dyyـ 25 ( y )sin x
dx

  21   26 ـxy y[Ln(xy) ]   1   

Ln(Lny)ـ 27 Lnx( xy )dx ( x y )dy
x yLny

   3 2 22
3   28ـdysin y cosy( xcosy)

dx
 1  

xـ  29 y xy e e      30ـdy( x y) x y
dx

   2 3 2  

dyـ  31 xy y
dx x xy

 
 



2
2

2 1
2

dyـ 32    x
dx x y y


2 3   

x)ـ33 y)y y  x)ـ34   2 xy)y y 2 4   

xy)ـ35 Lnx)dx y dy 3 xyـ 36   2 sinxcosxy
y( x )
 



2
21

   

xyxyـ37 e y     38ـy sin y cosx( cosy sin x)  2   

xyـ 39 (x x y ) y x y    2 2 2 dyx(xـ 40   2 )cosy sin y x(x )
dx

    21 1   

xyـ 41 xyy(x e y)dx x(y x e )dy   3 3    42 ـy
x y xy

 
2 3

1   

xyـ 43
x cosy sin y

 
2

2
2

yxdyـ 44    ydx xtg( )
x

   1   

yـ 45 yxcos( )(ydx xdy) y sin( )(xdy y dx)
x x

     46 ـ
xxy x y ey

x y

    
3 2 3

2 2
2 1

3
   

yxyـ47 sin y y e cosy     48ـ(x y ) dy (y ) dx   2 21 2 2   
)ـ49 y )dx (tg y x)dy  2 y)ـ50 11 )dx (y y x)dy    2 21 2    
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1(N تنها تابعي ازx است. همچنينM صورتنيز بهF(x)G(y)  .ده كرد.پذير استفاتوان از روش معادلات تفكيكپس مياست  

2(M  وN  توان از تغيير متغيربنابراين ميهستند.  1همگن از درجهyu
x

 استفاده كرد. همچنين به دليل وجود عبارتx dy y dx توان به بحث مي

)yd[Arcsinديفرانسيل كامل هم فكر كرد. يعني ايجاد )]
x

  گيري.و سپس انتگرال d(Ln(x))و  

xبه دليل وجود) 3 y هايدر كمانsin وcos توان از تغيير متغيرميu x y  پذير كمك گرفت. پس از اعمال تغيير متغير به يك معادله تفكيك

  خواهيم رسيد.

)اي داريم:جملهسمت راست تساوي اتحاد مربع دودر ) 4 x y) y بنابراين فرم معادله. 29 f (ax by c)    كارگيري تغيير متغير ست. در نتيجه بها

u x y 9 نمايد و آن هم به سادگي قابل حل خواهد بود.پذير جديد ايجاد مييك معادله تفكيك  

5(M  وN  صورتها را بهتوان با فاكتورگيري آنهمگن هستند و نه مينهF(x)G(y) اينجا مردود است. همچنين در  پذيري دربحث تفكيك نوشت. پس

yهاي غيرخطي كنندهعبارت dxضريب cos x وx23 و در ضريبdy جملهy34بحث خطي بودن نسبت به ،x ياy ترين بنابراين جديكنند. را رد مي

Mبحث بررسي كامل بودن معادله است. با بررسي N
y x

 


 
  خواهيد ديد كه معادله كامل است. 

fمعادله به فرم) 6 (t, y, y )    ودن در اولويت نخست قرار دارد. در ضريبشده؛ بنابراين بررسي خطي بدادهdyخبري از ،y  نيست. همچنين در

  خطي است.  y وجود دارد. پس معادله نسبت به y اي درجه اول نسبت بهيك چندجمله dtضريب

7 (M وN صورتتوان بهرا نميF(x)G(y) نوشت. همچنين بحث همگن بودنA وB نيز منتفي است. از طرف ديگر در ضريبdy، 2 جملهxy2  و
xyxe برحسبy  دارد؛ پس معادله نسبت بهوجودy خطي نيست اما نسبت بهx چطور؟! در ضريبdx نيز جملهxyye  بحث خطي بودن معادله نسبت

مل بودن معادله است. با راهنماي ما در بررسي كا xyeكند. بنابراين بايد كامل بودن معادله بررسي شود. از طرفي وجود تابع نماييرا مردود مي yيا xبه

Nمحاسبه
x




Mو 
y




  ها برابرند و درنتيجه معادله كامل است.خواهيد ديد كه آن 

uما را به انتخاب تغيير متغير sinدر كمان yو xپذيري در اينجا مطرح نيست؛ اما وجود عبارت شامل) واضح است كه بحث تفكيك8 x y  1  سوق

  شود.گيري ساده جواب عمومي تعيين ميرسيم و با يك انتگرالپذير جديد ميكارگيري تغيير متغير و اعمال آن در معادله، به يك معادله تفكيكدهد. با بهمي

  پذير خواهد بود.هستند، معادله تفكيك F(x)G(y)صورتكه به Nو Mتوجه به با) 9

Myشويد كه معادله به صورتبا كمي دقت متوجه مي) 10
N

  داده شده و در آنM وN اي و توابع نمايي تشكيل شده است. از تركيب چندجمله

yMكنيم و خواهيم ديد كهبنابراين ابتدا كامل بودن معادله را بررسي مي N e
y x

 
 

 
تقسيم كنيم حاصل Nرا بر ye24اگر. حالا 24

x


شود و اين مي 2

و برابر xساز معادله تنها بر حسبيعني اينكه عامل انتگرال
x2
  خواهد بود. 1

Mdxمعادله به فرم ) 11 Ndy   است و تركيب جملات نمايي ،xye، اي درمثلثاتي و چند جملهM وN شوند. پس با بررسي شرط كامل ديده مي

Mبودن حاصل N
y x

 
 

 
 شود و معادله كامل است.مي  

fمعادله به فرم) 12 (x, y, y )   در ضريباست و بررسي خطي بودن اولويت دارد .dy خبري ازy نيست، همچنين ضريبdx اي شامل يك چندجمله

  ست.از نوع خطي مرتبه اول ا yاست. پس معادله داده شده نسبت به yدرجه اول از

fمعادله به فرم )13 (x, y, y )   بينيم كه در ضريباست. با بررسي خطي بودن معادله ميdy خبري ازy نيست و در ضريبdx جملاتy وy2 

  است.  yهمزمان با هم وجود دارند. بنابراين معادله برنولي نسبت به

yمعادله داده شده به فرم )14 f (ax by c)    است. لذا تغيير متغيرu x y 6   دهد.پذير را نتيجه مييك معادله جديد تفكيك 3
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

 

 

 حل معادلات ديفرانسيل خطي غيرهمگن با ضرايب ثابت :2درسنامه
  

  .رويم(البته با ضرايب ثابت) مي غيرهمگنرا بررسي كرديم. در اين درسنامه سراغ معادلات  همگندر درسنامه قبل صرفاً معادلات ديفرانسيل 
هاي اين فصل داشته است. ترين سؤالات را در مقايسه با ساير درسنامهپرتكرار ،، اين درسنامهي گذشتههابه لحاظ تعداد سؤالات مطرح شده در آزمون

صورت كلي زير، معادله ديفرانسيل خطي معادله به هر كنيم كه بهابتدا يادآوري مي دقت كافي را داشته باشيد. مطالب اين درسنامهبنابراين در مطالعه 
  شود:غيرهمگن با ضرايب ثابت گفته مي

(n) (y )
n na y a y a y a y f (x)

     1
1 1   

fكه در اين معادله، (x) مخالف صفر و ضرايبna aIU ثابت هستند. ياعداد  
  بايد سه گام زير را انجام دهيم: جواب كامل معادله غيرهمگنبراي تعيين 

fيعني، طرف دوم متناظر، بايد ي همگنمعادله رسيدن بهبراي كنيم (ب ميرا حساhyابتدا جواب عمومي معادله همگن يعني گام اول: (x)  مساويرا 
  .قبل ياد گرفتيم درسنامهرا در  همگن حل معادلاتي نحوه دهيم) كه البتهصفر قرار 
  تعيين اين جواب است).  ،درسنامه بحث اصلي اينرا حساب كنيم (كه pyدر اين مرحله بايد جواب خصوصي معادله غيرهمگن يعنيگام دوم: 
pجواب دوجواب كامل يا جواب عمومي معادله غيرهمگن از جمع  گام سوم: hy y» گردد:صورت زير معرفي مييد كه بهآميدست به  

h py y  جواب عمومي معادله غيرهمگن 
فكر كنيد احياناً نبايد شود وقتي صحبت از جواب عمومي اين نوع معادلات مي .گويندمعادلات غيرهمگن جواب كامل را همان جواب عمومي مي در ه:توج

  ).  !منظور طراح جواب عمومي قسمت همگن است (ديده شده اين ابهام براي برخي از داوطلبان پيش آمده است

 هاي تعيين جواب خصوصيروش    

  همگن با ضرايب ثابت سه روش زير را داريم:غيردست آوردن جواب خصوصي يك معادله براي به
  ) روش تغيير پارامتر لاگرانژ3، ) روش اپراتور معكوس2، ) روش ضرايب نامعين1

   ،شوند. اما روش سومستفاده مي) اتاين نوع معادلا برخي از آن هم البتهدر حل معادلات با ضرايب ثابت ( هاي فوق، دو روش اول، صرفاًاز بين روش
ضرايب متغير (موضوع درسنامه بعد) با درسنامه) و هم در معادلات غيرهمگن اين ضرايب ثابت (موضوع با  همگناست كه هم در معادلات غير يترروش كامل

ر آيد كه دق با توجه به شرايط حل مسئله به كمك ما ميهاي فوهركدام از روش شويممتوجه مي هاسؤالات آزمونبا بررسي  گيرد.مورد استفاده قرار مي
   ها متوجه خواهيد شد كه از كدام روش بايد در كدام نوع سؤالات كمك بگيريم.توضيح روش

  

  ضرايب نامعين روشـ 1

  دوديت زير را دارد:كه البته دو محخي از معادلات است براي تعيين جواب خصوصي بر و قانونمند يك روش استاندارد اين روش تقريباً
  حتماً بايد ضرايب معادله ثابت باشد.  الف)

fتابع ب) (x)  را داشته باشد.اي، نمايي، سينوسي، كسينوسي و يا ضرب اين توابع و يا جمع اين توابع چندجمله حالاتبايد يكي از   
  :كنيمبراي آموزش چگونگي اين روش چند مثال را باهم مرور مي

 معادله ديفرانسيل  :26مثالy y x   24   را حل كنيد.  8
 :كنيم.را تعيين مي همگنابتدا جواب عمومي قسمت   پاسخ  

hi y c cos x c sin x             2 2
1 24 4 2 2 2   

يم كه جواب خصوصي به زندرجه دوم است، حدس مي ايجملهخواهيم جواب خصوصي را تعيين كنيم. با توجه به طرف سمت راست كه يك چندحالا مي
pyصورت ax bx c  2 براي راحتي در نمايش عبارات و محاسبات به جاي است)py همانyرا در معادله  جواب خصوصييد باحالا  .نويسيم)را مي

y  تعيين گردد.  yو براي اين منظور بايد قرار دهيم ax b y a    2 2  

a  پس داريم: (ax bx c) x ax bx ( c a) x        2 2 2 22 4 8 4 4 4 2 8  

 x2كنيم. سمت راست ضريبمقادير مجهول را تعيين مي »و يا به عبارت ديگر جملات يكسان در طرفين تساوي xتوان ازضرايب هم«با مساوي قراردادن 
  و ساير ضرايب صفر است.  8عدد 

a a   4 8   در سمت چپ x2ضريب در سمت راست x2ضريب 2
b b   4   ضريبx در سمت راست ضريبx  در سمت چپ  

a cc a      24 2 1ضريبx در سمت راست ضريبx  در سمت چپ  
pyپس جواب خصوصي به صورت x 22   لذا جواب كامل (عمومي) معادله غيرهمگن به صورت زير است: بوده است و 1

h py y y c cos x c sin x x     2
1 22 2 2 1  
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 معادله ديفرانسيل :27مثالxy y e   24   را حل كنيد.  4
 :همگن يعني به وضوح جواب قسمت پاسخy y  4  برابر باhy c cos x c sin x 1 22 چون در  ايد سراغ تعيين جواب خصوصي برويم؛است. ب 2

xزنيم جواب به صورتسمت راست يك تابع نمايي داريم، حدس مي
py Ae xyاست. پس 2 Ae xyو 2 Ae    دهيم:را در معادله قرار مي 24

x x x x x xy y e Ae Ae e Ae e A A           42 2 2 2 2 2 14 4 4 4 4 2 2 1 2
oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

xپس جواب خصوصي به صورت
py e 21

x  است: مقابلمعادله به صورت  است و بنابراين جواب عمومي 2
h py y y c cos x c sin x e     2

1 2
12 2 2  

  

 عمومي معادله جواب :28مثالxy y e    كنيد.  تعيينرا  
 :همگن به راحتي برابر با متجواب عمومي قس  پاسخx x

hy c e c e 1 با توجه به سمت  ن برويم؛مگحالا بايد سراغ قسمت ه آيد.دست ميبه 2
xكنيم شكل جواب خصوصي به صورتراست، فرض مي

py Ae .است  
xyبا محاسبه  Ae  :و قراردادن آن در معادله داريم  x x x x xy y e Ae Ae e e         

شكل كلي جواب خصوصي نادرست انتخاب شده است. اما اگر مثلاً شكل جواب خصوصي را از ابتدا به  يعنيعجب! به يك تساوي نادرست رسيديم، اين 
xصورت

py Axe كنيم:امتحان مي دوباره شد؟نتيجه چه مي ،كرديمانتخاب مي  x x x
p p py Axe y A(x )e y A(x )e       1 2  

x  با قراردادن در معادله داريم: x x x x xy y e A(x )e Axe e Ae e A A            
12 2 2 1 2  

xپس جواب خصوصي به صورت
py xe

1
  شود:آيد و نهايتاً جواب عمومي معادله به صورت زير نوشته ميدست ميبه 2

x x x
h py y y c e c e xe    1 2

1
2  

  چه بود؟ شديم xمجبور به ضرب امتحان دوباره جواب خصوصياما علت اينكه در 
xyتوانيم به عنوان كانديداي جواب خصوصي مثلاًهاي قسمت همگن معادله بود، بنابراين نمييكي از جواب xeپاسخ اين است كه چون Ae  انتخاب كنيم و

  ي انتخاب جواب خصوصي را به صورت قانونمند به شما خواهيم گفت. البته لازم نيست نگران باشيد چون نحوهدر آن جواب را اصلاح كرديم.  xبا ضرب
fنوع تابع اين كه با توجه به (x) )ب خصوصي را بيان خواهيم كرد.نحوه انتخاب جوا باشد، كدام شكلهمگن) به غير يمعادله سمت راست يعني تابع  
  كنيم و سپس فرمول كلي را بيان خواهيم كرد.هاي پرتكرار را جداگانه بررسي ميابتدا حالت

  

fاگر )1    (x) جهاي از درجملهيك چندn مانندnP (x) باشد.   

  صوصي را به صورت زير در نظر بگيريم:خاب بايد جو در اين صورت
r n n

p n ny x (A x A x A )
   1
1  

nPبا درجه آن اي است كه درجهيعني يك چندجمله (x)  اصلاح بيضرب در ضر است كهيكسانrx رابطه ايندر ( شده استr  صفر به تعداد تكرار عدد
  .)عنوان ريشه در معادله مشخصه است

 عنوان كانديداي جواب خصوصي بايد به ،صرفاً عدد ثابت داشتيم معادله اگر در سمت راست :4تذكرr
py x A قرار دهيم )A(عددي ثابت است .  

 زير تعيين كنيد.جواب خصوصي را براي معادلات  كلي فرم :29مثال  
yالف) y x  4     (ب      ،y y x   23 1    

 :اي از درجه يك داريم، پسدر حالت (الف) چون در طرف سمت راست يك چندجمله پاسخr
py x (Ax B)   به عنوان جواب خصوصي در نظر

ادله مشخصههاي معشود. از طرفي چون ريشهگرفته مي  2 ي صفر در معادله مشخصه برابر با صفر است، اين يعنيتعداد تكرار ريشهباشد، پس مي 
r   و لذا شكل جواب خصوصيpy Ax B .خواهد بود  

r، پس) داريم2اي از درجه (در حالت (ب) چون سمت راست يك چند جمله
py x (Ax Bx C)  2 شود. به عنوان جواب خصوصي در نظر گرفته مي

  رويم.مي rحالا سراغ تعيين عدد
معادله مشخصه به صورت   2  و يا ( )   1  هاي آنباشد كه ريشهمي   و  1 بار در معادله ي صفر يكباشد و اين يعني ريشهمي
rبايد مشخصه تكرار شده، پس 1 يناباشد. بنابرpy x (Ax Bx C)  1  خواهد بود. 2
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fاگر )2    (x) ياي از درجهجملهبه صورت حاصلضرب يك چندn مانندnP (x) يعني ،در يك عبارت نمايي باشدx
nf (x) e P (x).     

  صورت جواب خصوصي بايد به شكل زير باشد:در اين
n(rاي از درجه(يك چندجمله x

py x e  
  در معادله مشخصه است.هايتعداد تكرارهاي ريشه rكه در اين رابطه

 واب خصوصي معادلات زير را تعيين كنيد.فرم كلي ج: 30مثال  
xyالف) y y e   2 xyب)         4 y xe   xyج)          2 y y (x )e    2 2 36 9 1  
 :پس جواب را به صورتچون فقط عدد ثابت و تابع نمايي داريم، در قسمت (الف)   پاسخr x

py x (Ae ) گيريم. حالا بايد وضعيتدر نظر ميr  

)را تعيين كنيم. معادله مشخصه )  21  پس ،است 1 معادله مشخصه است و چون سمت راست2ي تكراري مرتبه (ريشه (xe 1 ) .داريم 1 .(است 
rپس  xاين يعنيبايد انتخاب گردد.  2

py x Ae   انتخاب درست است. 2

rداريم، بنابراين بايد xxe2در قسمت (ب) چون سمت راست x
py x (ax b)e  هاي معادله برويم. ريشه rدر نظر گرفته شود. حالا بايد سراغ تعيين 2

مشخصه به صورت  2 1  باشد و اين يعنيمي  1  عدد ضريب 2و چون عدد)xدر توانxe2يا همان( هاي معادله هيچ تكراري در ريشه
rمشخصه ندارد، پس بايد    .بنابرايندر نظر گرفته شودx x

py x (ax b)e e (ax b)   2 2 .انتخاب درست است  

rاست، لذا 2اي هم اي داريم هم تابع نمايي و درجه چندجملههم چندجمله در قسمت (ج) چون x
py x (ax bx c)e  2 بايد نوشته شود. حالا بايد  3

) مرتبه تكرار) 2(با  هاي معادله مشخصه برويم: سراغ ريشه )            2 26 9 3 3   

)شده استدو مرتبه تكرار 3در اين حالت هم )  3پس ،r  xبايد در نظر گرفته شود، يعني 2
py x (ax bx c)e  2 2   خواهد بود.جواب خصوصي  3

  

  

fاگر )3    (x) به صورتxf (x) e [M(x)cos( x) N(x)sin( x)]   باشد.  

  اهد بود:صورت زير خودر اين صورت جواب خصوصي به
r x

py x e [R(x)cos( x) Q(x)sin( x)]    

iهايتعداد ريشه rدر اين رابطه  باشد ودر معادله مشخصه ميR(x) وQ(x) اي از درجهدو چندجملهnباشند كهميn بزرگترين درجه از بين
 باشد.مي N(x)و M(x)درجات

 معادلات زير تعيين كنيد. جواب خصوصي را درفرم كلي   :31مثال  
xy) فال y e sin x                        

xyب)  y y x e cos x    22 5 2  

 :صورت ، جواب خصوصي را بهچون فقط تابع نمايي و مثلثاتي داريم ،در قسمت (الف) با توجه به عبارت سمت راست پاسخr x
py x e (A cos x Bsin x)    

  اي در ضابطه نداشتيم و عملاً را قرار داديم، چون توابع چندجملهBوAمقاديربه ترتيب  Q(x)و R(x)گيريم. دقت كنيد كه به جايدر نظر مي
هاي معادله مشخصه برويم كه به را نوشتيم. حالا بايد سراغ تعيين ريشهBوAمقادير ثابت همانبايد صفر در نظر گرفته شود كه  Q(x)و R(x)يدرجه
وضوح   2   هاي آنباشد كه ريشهمي و1با ياست كه هيچ اشتراكi i    1صفر استعادله مشخصه در م هاندارد. پس تعداد تكرار ريشه .
rپس   نظر گرفته شود وبايد درx

py e (Acos x Bsin x)  .بايد در نظر گرفته شود  
   است.  فرمهمين  ، نيزشودمطرح ميمعمولاً در سؤالات شكل جواب خصوصي كه  ترينتقريباً كامل رويم؛ميحالا سراغ قسمت (ب) 

r x
py x e [(ax bx c)cos x (dx ex f )sin x]     2 22 2  

توجه كنيد كه  ،معادله غيرهمگنبا توجه به سمت راست   1 و  iي به صورت يهاحالا ببينيم ريشه ،باشدمي 2 1 چند بار  در معادله مشخصه 2
,  :نويسيممي مقابلاند؟ معادله مشخصه را به صورت تكرار شده i          2

1 22 5 1 2   
iبار تكراركه يك 1 rيعني در معادله مشخصه داريم؛ 2 1  .بنابراينبايد در نظر گرفته شودpy شود:به صورت زير نوشته مي  

x
py xe [(ax bx c)cos x (dx ex f )sin x]     2 22 2  
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 را براي زيركلي البته اگر بخواهيم يك فرمول براي نوشتن فرم جواب خصوصي حفظ كنيم، همان فرمول حالت سوم است. يعني بايد فرمول  :1نكته 
py:حفظ كنيم  

r x
py x e [R(x)cos x Q(x)sin x]    

  

و تابع مثلثاتي در سمت راست  ياچندجمله مثلاً اگر بتدا به سمت راست معادله دقت كنيد؛ا ،اگر بخواهيم براساس همين فرمول سؤالات را بررسي كنيم
rقرار دهيم كه در Aثابت مثلاً ضريببايد  Q(x)و R(x)به جاي ،معادله نبود و فقط تابع نمايي داشتيم xx e نداشتيم شود. اگر تابع مثلثاتي ضرب مي

rنويسيم كه دراي ميجملهبه جاي عبارت داخل كروشه يك چند كلاً، اي و تابع نمايي داشتيمجملهو فقط چند xx e شود و اگر مثلاً تابع نمايي ضرب مي
. چند تمرين ديگر براي هميشه مشكل شما را حل ماند)(بقيه عبارات فوق باقي مي نويسيمرا ديگر نمي xeاي داشتيم،نداشتيم و تابع مثلثاتي و چندجمله

 كنيم.ها را بيشتر براساس فرمول كلي بررسي مياين تمرين كند.مي

 تابع ن (سمت راست معادلهمگدانيم و قسمت غيرهبا فرض اينكه جواب معادله مشخصه را مي ،هاي زيردر مثال :32مثالf (x)( است داده شده،   
  جواب خصوصي را تعيين كنيد.فرم 

1( xf (x) e (asin x bcos x)     ،     i , i       1 21 1  
 :چون در ضابطه  پاسخf (x) به صورت اي نداريم، بنابراين فرم جواب خصوصيچندجملهr x

py x e (Asin x Bcosx)  با  شود. از طرفينوشته مي

iهاي معادله مشخصه به صورتتوجه به اينكه ريشه   1  ،بار تكرار داريم. پسبنابراين يكاستr 1 وx
py xe (Asin x Bcos x) .    

2 (f (x) ax bx c  2     ،, ,     1 2 31 2 

rپس ،اي داريمجملهبا توجه به اينكه فقط تابع چند
py x (Ax Bx C)  2 گيريم. حالا بايددر نظر ميr  را تعيين كنيم كه تعداد تكرار عدد صفر در

هاي معادله مشخصه است كه چونريشه 1   تكرار شد، پسيكبارr 1و بنابراينpy x(Ax Bx C)  2 .بايد باشد  
3 (xf (x) ( x x )e 7 4 33 5    ،     1 2 3 

fبا توجه به ضابطه ابتدا توجه كنيد كه (x)،  rاست كه دو مرتبه تكرار شده است، پس 3في ريشه معادله مشخصه هماست و از طر 3  است. از طرفي  2
x  :خواهد بود مقابلبه صورت  pyداريم، پس7اي از درجهجملهچند x

py x ( )e x (A A x A x A x )e      2 3 2 2 7 3
1 2 77¾]nj pH ÁH¾±μ]k¹a  

fبا اين استدلال كه ضابطهنبايد  ،نويسيماي را ميدقت كنيد كه وقتي چندجمله (x) فقط شاملx x4 Aصرفاً است «7 x A x7 4
7 قرار دهيم و بايد  4

  طور كامل لحاظ كنيم.) را به7(اي درجه جملات چندجمله

fيضابطه ايمعادله هرگاه در سمت راست :2نكته  (x) هـاي گفتـه شـده بـود، بايـد      صورت مجموع توابعي بود كه هركدام به تنهايي جزو حالتبه
  ها را با هم جمع كرد.هركدام را جداگانه حساب كرد و جواب

 و عبارت سمت راست معادله يعني نمگهاي قسمت ههاي زير اگر جوابدر مثال :33مثالf (x) ،جواب خصوصي را تعيين نماييد.فرم كلي را بدانيم 

1( xf (x) xe sin x      ،  , ,     1 2 31 2 3 

 :كنيمفرض مي  پاسخxf (x) xe1  وf (x) sin x2براي .f (x)1 بايدr x
py x e (ax b) 1  چون .فرض شود 1  هايجزو ريشهيك و عدد   

xپساست، ) 1معادله مشخصه (با مرتبه تكرار 
py xe (ax b) 1. اما برايf (x) sin x2 بايدpy rشكلرا به 2

py x (csin x dsin x) 2  در نظر گرفت  
f(دقت كنيد عليرغم اينكه (x) sin x2 است، ولي ما بايد عبارتي هم شاملsin x و همcos x را بنويسيم(.  

rهاي معادله مشخصه نيست، پسجزو ريشه iچون  را تعيين كرد؛rحالا بايد مقدار   است و لذاpy ccos x dsin x 2  و بنابراين جواب خصوصي

x  است: مقابلنهايي به شكل 
p p py y y xe (ax b) ccos x dsin x     1 2  

2(xf (x) (x )sinx e cos x  1 2     ،     i, , i , i        1 2 31 1  
fكنيمفرض مي (x) (x )sin x 1 xfو 1 (x) e cos x2 pyابتدا .2 fبراي .كنيمرا تعيين مي 1 (x)1 بايدr

py x [(ax b)cos x (cx d)sin x]   1 
rرار شده است، پسبار تكدر سمت راست يك iنظر گرفته شود كه چوندر 1 است. اما برايxf (x) e cos x2  بايد جواب به صورت 2

r x
py x e [Asin x Bcos x] 2 2 i1در نظر گرفت و چون 2 rپس ،ريشه معادله مشخصه نيست 2   اين داريم:بنابر  

x
p p py y y x[(ax b)cos x (cx d)sin x] e (Acos x Bsin x)       1 2 2 2  
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  هاي تعيين جواب خصوصيبندي روشجمع      
  

در اين  رديم.ـ تغيير پارامترها را در اين درسنامه بررسي ك3ـ اپراتور معكوس و 2 ،ـ ضرايب نامعين1 هايجهت تعيين جواب خصوصي يعني روش اصليسه روش 
  :خواهيم پاسخ سؤال زير را بدهيمبندي ضمن يادآوري ميكنيم. در واقع در اين جمعبندي ميجمعرسنامه ياد گرفتيم، د طور خلاصه مطالبي را كه در اينقسمت به

  چه سؤالي استفاده كنيم؟حل از كدام روش در 
  باشد:تواند پاسخ خوبي به سؤال فوق چند راهنمايي زير مي

xe،sinاي،چندجمله توابعي به شكل صورت سؤال، ،ـ اگر در سمت راست1 x وcos x  توابع حاصل شده  اين ر عبارتي كه از جمع و يا ضربهو يا
اگر ضرايب جواب خصوصي به صورت  ؛ها دقت كنيدكوس كمك بگيريم. حالا به گزينهروش ضرايب نامعين و يا اپراتور مع دواز  يبهتر است از يك بود، ،است

صورت معلوم (اعداد مشخص) داده شده ها ضرايب جواب خصوصي بهشود و اگر در گزينهاستفاده از روش ضرايب نامعين توصيه مي ،مجهول داده شده بود
  شود.توصيه مي استفاده از روش اپراتور معكوس بود،

  شده در سمت راست معادله به شكل توابع فوق نبود، مثلاً به فرم توابع زير بود:گر تابع دادهـ ا2

secx،
sin x

1،tgx ،xe Lnx ،
xe

x



2  

  بندي ارائه شده است:اند براي كامل شدن اين جمعهاي مختلف حل شدهچند مثال بعدي كه از روش لاگرانژ سؤال را حل كنيد.حتماً بايد از روش تغيير پارامتر 
 كدام تابع جواب خصوصي معادله  :73مثالxy y y e   2   )89(مهندسي مكانيك ـ سراسري   است؟ 3

1(xy x e 23  2(xy xe 3  3(xy x e 23
2  4(xy xe

3
2  

 :با توجه به اينكه سمت راست فقط  »3«گزينه   پاسخxe3 ر معكوس كمك بگيـريم. در ايـن سـؤال   داريم، بهتر است از روش اپراتو 1   اسـت و از

P(D)يمعادله 2ي مرتبه دد يك ريشهطرفي ع (D )  Pاست. نظر به اينكه 21 (D)  x      لذا داريم: 2 x x
p

x xy e ( e ) x e
P ( )

  


2 2 233 31 2 2  
  

 يجواب خصوصي معادله  :74مثالx(D ) (D )y x e  3 2 2 44   است؟ فرم كدامبه  1
1 (x(A Bx Cx )e  2 4  2( x(A Bx Cx )e 2 2 4  3( x(Ax Bx Cx )e 2 3 4 4  4( x(Ax Bx Cx )e 3 4 5 4  
 :ها ضرايب مجهول دارند و در سمت راست هم تابعبا توجه به اينكه گزينه» 4«گزينه  پاسخxx e2 روش ضرايب نامعين داريم، بهترين انتخاب استفاده از 4
rجواب خصوصي به صورت در يعني كانديدا ؛اي درجه دوم قرار دهيمبايد يك چندجمله x2براي ؛است x

Py x (Cx Bx A)e  2 را  rاست، حالا بايد4
تعيين كنيم. بايد ببينيم  rي مرتبه سوم است، پسه چندم معادله مشخصه است؟ به راحتي معلوم است ريشهي مرتبريشه4    .) است4و لذا جواب گزينه ( 3

  

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل  :75مثالy y sin( x)  4 3   )80 سراسري (مهندسي عمران ـ          كدام است؟ 2
1(y c cos ( x) c sin ( x) cos( x)  1 2

32 2 24  2(y c cos( x) c sin ( x) sin ( x)  1 2
32 2 24  

3(y c cos( x) c sin ( x) x cos( x)  1 2
32 2 24  4(y c cos( x) c sin( x) cos( x) sin( x)   1 2

3 32 2 2 24 4  

 :نيسـت،   قسـمت همگـن  ها يكسان است، پس نيازي بـه تعيـين جـواب    در تمام گزينه ي همگنمعادلهابتدا توجه كنيد كه جواب   »3«گزينه   پاسخ
محاسبه آن هم كار سختي نيست! با توجه به اين كه هرچند  2 4  بنابراينi  2 :و بنابراين داريم  hy c cos( x) c sin( x) 1 22 2 

هـا داده  رچند چون ضرايب معلوم براي جواب خصوصي در گزينـه توان كمك گرفت (هاز هر دو روش ضرايب نامعين و اپراتور معكوس مي pyبراي محاسبه
كنيم كـه خودتـان مقايسـه كنيـد. ابتـدا از روش ضـرايب نـامعين كمـك         شده است و روش اپراتور معكوس احتمالاً بهتر باشد). سؤال را از دو روش حل مي

r  :گيريم. كانديداي جواب به صورت مقابل استمي
py x [A cos ( x) Bsin ( x)] 2 2 

rباشد، پسريشه معادله مشخصه ميi2چون 1 :و لذا داريم  py x(A cos x Bsin x) 2 2 
  :  محاسبه كرده و در معادله ديفرانسيل قرار دهيمرا  py، بايد مشتق دومBوAبراي يافتن ضرايب مجهول حالا

py A sin( x) Ax cos( x) Bcos( x) Bx sin( x)     4 2 4 2 4 2 4 2 py A cos( x) Ax sin( x) Bsin( x) Bx cos( x)     2 2 2 2 2 2  
 :شودبه صورت زير محاسبه مي Bو Aدر معادله و مساوي قرار دادن جملات مشابه در دو طرف تساوي، pyقرار دادنبا 

Asin( x) Bcos( x) sin( x) A , B      
34 2 4 2 3 2 4  

pyدر نتيجه x cos ( x)


3 h  است:مقابل  نابراين جواب عمومي معادله به صورت. ب24 py y y c cos( x) c sin( x) x cos( x)    1 2
32 2 24  
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sinدر سمت راست روش اپراتور معكوس: x3 داريم، بنابراين 2  و لذا 2  2 Dچون معادله مشخصه به صورت 4  2 4  است. اگر به جاي 
D2 عدد4 ،قرار دهيمP(D) D 2   ي به شكل زير است:جواب خصوص يعنيشود، پس بايد مشتق بگيريم؛ صفر مي 4

p
x x x xy ( sin x) sin( x) [ sin( x)] (sin x)dx x( cos x) x cos x

P (D) D D
 

     
 

3 1 3 3 1 33 2 3 2 2 2 2 22 2 2 2 2 4   

  جواب خصوصي را تعيين كرد.تر همانطور كه ديديد روش اپراتور معكوس كمي سريع
  

 حل معادله ديفرانسيل درجه دوم  :76مثالy y sec x   85(مكاترونيك ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (y (c Ln | cos x |)cos x (c x)sin x   1 2   2( y (c x)cos x (c x)sin x   1 2  
3( y (c Ln | sin x |)sin x (c x)cos x   1 2  4( y (c cos x)cos x (c sin x)sin x   1 2  
 :مجبوريم از روش تغيير پارامتر كمك بگيريم. ابتدا جواب عمومي قسمت همگن را  ،بينيد با توجه به سمت راستطور كه ميهمان» 1«گزينه  پاسخ

hi  كنيم:تعيين مي y c cos x c sin x         2
1 21   

yبا فرض cos x1 وy sin x2 :آنگاه رونسكين به شكل مقابل خواهد بود  cos x sin x
w cos x sin x

sin x cos x
   


2 2 1  

sin  كنيم:را حساب مي w2و w1حالا x cos xsin xw , w
sec x cos x sin x sec xcos x

    
1 2 1    

  بنابراين داريم:

P
w wsin xu dx dx Ln | cos x | , u dx ( )dx x y y u y u cos xLn | cosx | xsinx
w cos x w


             1 2

1 2 1 1 2 21  

y c cos x c sin x cos xLn | cos x | x sin x (c Ln | cos x |) cos x (c x)sin x        1 2 1 2  
  

 يك جواب خصوصي معادله ديفرانسيل :77مثالxy y y xe   2 3   )96 سراسري ـبرداري ـ نساجي نقشه(مهندسي   كدام است؟ 64
1 (xe ( x x )  28 4 1   2( xe ( x x )  24 8 1   3 (xe ( x x )  24 8 1   4 (xe ( x x )  28 4 1   

 :كنيم:به روش اپراتور معكوس مسئله را حل مي » 4«گزينه  پاسخ  
x

x
p p

xe(D D ) y xe y
D D


    

 
2

2
642 3 64

2 3
   

x x x x
p

x x x xy e [ ] e [ ] e [ ] e [ ( )]
D D(D ) (D ) D D D D D

       
         2 2 2
164 64 64 64 41 2 1 3 2 1 2 2 3 4

   

f (x) f (x)dx x xD
pxxdx

x
xy e [ ] e ( )

D D


 




  

 


2

2
2

2

264 324 4   

اكنون
D 

1
  دهيم:انجام ميقسمت براي خارج D2تقسيم را تا ضريبلذا وجود دارد  2اي درجه كنيم. چون صورت چندجملهرا محاسبه مي 4

D

D D

 


 

2
4

1 1
4 16 64

   

  
  

x x x
p

D D x xy e [( ) x ] e ( ) e ( x x )   
          

2 2
2 21 132 32 8 4 14 16 64 4 8 32   

  
  است.يكسان تقريباً محاسبات  حجمراي اين سؤال قابل استفاده بود و البته روش ضرايب نامعين هم بتوجه: 

  

  

 97 سراسري ـمعدن (مهندسي   ، كدام است؟ زيرجواب خصوصي معادله ديفرانسيل : 78مثال(  
xy y y y xe     3 3  

1 (x
py (A x A ) x e  3

1  2 (x
py A x e 4

  3(x
py (A x A ) x e  2

1   4 (x
py (A x A ) x e  4

1  

D( )

D

D D( )

D

 

 
2

2

1 4

4

4 16

16
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 شي اويلرومعادلات ك     
 

ب ثابـت  اي بـا ضـراي  ها را به سادگي با تغيير متغيـر بـه معادلـه   توان آنرويم كه ميگروه ديگري از معادلات خطي با ضرايب متغير ميسراغ  ،قسمتدر اين 

n  است: مقابلبه صورت  اويلر ام كوشيnتبديل نمود. شكل كلي يك معادله مرتبه (n) n (n )
nx y a x y a xy a y f (x) 
     1 1

1 1    

x  قابل نمايش است: مقابلاويلر مرتبه دوم به صورت  كوشييك معادله  ،براي مثال y a xy a y f (x)   2
1    

مرتبه دوم جمله  اويلر شيومثلاً در ك است. yدر مشتقات هاي طبيعيبا توان xضربمتشكل از حاصل ياويلر تركيب كوشيبينيد معادله طور كه ميهمان

در واقع براي  ) است.y(يا همان yدر مشتق صفرم xشامل آخري و جمله yدر مشتق اول x1شامل ضرب بعد، جمله yدر مشتق دوم x2اول از ضرب
  يكسان بود، آن معادله  xدقت كنيد؛ اگر مرتبه مشتق با توان yدر مشتقاتxضرباين كه ببينيد يك معادله كوشي اويلر هست يا نه بايد به حاصل

xيكوشي اويلر است براي مثال معادله y xy y   3  چون .يك معادله كوشي اويلر نيستy درx3  در صورتي كه بايد درضرب شده استx2 

tبا تغيير متغير اويلر شيومعادله ك شد.ضرب مي Lnx  به عبارت ديگر ياوtx e شود كه حل ي خطي با ضرايب ثابت تبديل ميبه يك معادله

txپس از تغيير متغير در معادلات كوشي اويلر دقت كنيد كهايم. هرا از قبل ياد گرفت معادلات با ضرايب ثابت e  اي با متغيربه معادلهt تابع وy  و مشتقات آن
گيري و جايگزيني نخواهيم كرد و با فرمول كلي بدون شما را درگير مشتقبخش حدالامكان در اين  ماباشد).  tنسبت بهرسيم (كه البته مشتقات بايد مي

گيري براي مشتقكنيم. حساب مي tرا برحسب متغير yو yهامعادلات كوشي اويلر را حل خواهيد كرد. اما براي درك بهتر اين جايگزيني گيريمشتق
  :كنيمرا حساب مي yو yاي مشتق كمك بگيريم. براي مثالبايد از قاعده زنجيره tبرحسب

xy Dy  
dyDyx dtdy dy dt dy dy dy.y . y ( ) xy

dx dt dx x dt x dt dt


         

1 1 njJo†¸Ã o‡   

dtt Lnx
dx xd y d dy d d dy dy d dy dy d dy dt. . . . .y ( ) (y ) ( ) ( ) ( )

dx dx dx dx x dt dt x dx dt dt x dt dt dxdx x x

  
           

12

2 2 2
1 1 1 1 1   

xdy d y dy d y d y dyy ( ) ( ) y ( ) x y
dt dt dtx x dt x dt dt

           
22 2 22

2 2 2 2 2 2
1 1 1 njJo†¸Ã o‡   

x y (D D)y D(D )y    2 2 1
dy Dy
dt


   

nشود كه تركيبمشخص مي تحقيقبه  (n)x y :به صورت زير خواهد شد  

n (n)x y D(D )(D ) [D (n )]y    1 2 1 
  

nبراي مثال در حالت  x(يعني براي جمله 3 y3 (:بايد به شكل زير عمل كنيم  
n (D ( )) D

n (D ( )) (D ) x y D(D )(D ) y
n (D ( )) (D )

    


         
      

3
1 1 1
2 2 1 1 1 2
3 3 1 2

   

  گام زير بيان كنيم: چهارخواهيم روش حل معادلات كوشي اويلر غيرهمگن را به صورت خبُ حالا مي

nبه جاي گام اول: (n)x y بايدD(D )(D ) (D (n )) y   1 2 1 در سمت راست به جاي تابعو  قرار دهيمf (x) بايدtf (e   .قرار دهيم (

f(يعني باشد(واضح است اگر معادله همگن  (x)   (ديگر جايگزيني باشدtx e .نياز نيست  

  كنيم.حل مي (كه از قبل بلديم)،هاي گفته شده با روش را است yو تابع آن tكه متغير آن را دله ديفرانسيل با ضرايب ثابتمعا وم:گام د

كنيم س، ضرايب نامعين و يا تغيير پارامتر تعيين ميهاي اپراتور معكواگر معادله غيرهمگن باشد، در اين مرحله جواب خصوصي را با يكي از روش گام سوم:

  گيرد. بديهي است اگر معادله همگن باشد، اين مرحله لازم نيست.كه البته در اغلب سؤالات دو روش اول مورد استفاده قرار مي

  قرار دهيم. Lnxبايد tدر اين مرحله به جاي متغير :چهارمگام 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

 معادلات زير را حل كنيد. :105مثال  

x) الف y xy y   2 2 6            ، (بx y xy y
x

   2
2
12 2  

 :پاسخ    
xبه جايالف) حل  y2 يدباD(D ) y1 و به جايxy بايدDy را داريم: زيري قرار دهيم. لذا معادله    

[D(D ) D ]y (D D ) y       21 2 6 6    
  هاي معادله مشخصه را حساب كنيم:ي مرتبه دوم خطي و همگن رسيديم كه بايد ريشهبه يك معادله

( )( ) ,                2
1 26 3 2 2 3    

  هستند: زيربه شكل  هابنابراين جواب

  
Lnbt Lnx e bt t t t Lnx Lnx cy c e c e c e c e y c e c e y c x

x
             1 2 2 3 2 3 2 2

1 2 1 2 1 2 1 3   

t  داريم: ي گفته شدههابا جايگزيني) بحل 
t(D(D ) D ) y (D D ) y e

(e )
       2 2

2
11 2 2 3 2   

)  كنيم:ابتدا جواب قسمت همگن را حساب مي )( ) ,               2
1 23 2 1 2 1 2    

t  به شكل مقابل است: قسمت همگن بنابراين جواب عمومي t t t
hy c e c e c e c e    1 2 2

1 2 1 2   
  نيست، لذا داريم: همعادله مشخص ريشه 2وان از روش اپراتور معكوس كمك گرفت، چونتاما براي تعيين جواب خصوصي مي

t t
t t

p
e ey e e

P(D) D D ( ) ( )

 
    

     

2 22 2
2 2

1 1
123 2 2 3 2 2

   

  به شكل مقابل است: كامل بنابراين جواب
t

t t
h p

ey y y c e c e


    
22

1 2 12   

  :قرار دهيمرا  Lnxتعبار tحالا بايد در گام آخر به جاي
Lnx

Lnx Lnx ey c e c e c x c x
x


     

22 2
1 2 1 2 2

1
12 12

   

  

 اگر :106مثالc و k هاي حقيقي باشند جواب عمومي معادلهثابتr u ru  2  81(مهندسي برق ـ سراسري   :برابر است با(  

1(u c k
r

 
1  2(u cLnr k   3(u c(Lnr )

r
 

1  4(u cr k   

 :با فرض اين كه  »2«گزينه   پاسخu تابع وr ستيم، با فـرض رو همتغير باشد، با يك معادله كوشي اويلر روبهtr e  هـاي گفتـه شـده    و جـايگزيني
D(D)  داريم: ) D) y D y y c c t y c c Lnr             2 2

1 2 1 21   ¾~hz¶ ¾²jI • ¶   
  

 له با شرايط كمكيأجواب مس :107مثالx y xy y

y( ) , y ( )

   


 

2 3 5
1 1 1




  )85مهندسي مكانيك ـ سراسري (  كدام است؟ 

1(x sin (Lnx)2  2(x sin (Lnx)3  3(x sin (Lnx)4  4(x sin ( Lnx)2 2  

 :هايبا جايگزيني  »1«گزينه   پاسخx y D(D ) y  2 xyو 1 Dy  :داريم  

D(D )y Dy y (D D ) y       21 3 5 4 5   

i  است: مقابلبه صورت مشخصه  معادله هايريشه i ( , )  
                 2 4 16 2 4 24 5 2 2 12 2

  

  آيد:جواب عمومي معادله ديفرانسيل حاصل از ضابطه زير به دست مي بنابراين
t Lnxt Lnx

h hy (t) e (c cost c sint) y (x) e (c cos (Lnx) c sin (Lnx) )     2 2
1 2 1 2  

hy (x) c x cos(Lnx) c x sin (Lnx) 2 2
1 2  

توان با توجه به شرايط مـرزي داده شـده   را مي c2و c1البته ضرايب تواند صحيح باشد.مي )1فقط گزينه (توان گفت هم مي، c2و c1ها، بدون محاسبهبا توجه به گزينه
  محاسبه كرد.
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 جواب مسأله با مقادير اوليه :108مثالx y xy y ; x , y( ) , y ( )       2 9 1 2 1  85سراسري  مهندسي عمران ـ(  كدام است؟(  

1(y cos ( Lnx) 2 3  2(y sin ( Lnx) 2 3  
3(y cos ( Lnx) sin ( Lnx) 2 3 3  4(y cos ( Lnx) sin ( Lnx) 2 3 2 3  

 :گفته شده داريم: يهابا جايگزيني  »1«گزينه   پاسخ  x y xy y D(D )y Dy y (D )y           2 29 1 9 9    

i  به صورت مقابل است:مشخصه  معادله هايريشه ( , )           2 9 3 3   

t  بنابراين جواب به شكل مقابل است: Lnx( )ty(t) e (c cos ( t) c sin ( t)) y(x) c cos ( Lnx) c sin ( Lnx)    1 2 1 23 3 3 3  
  داريم:با توجه به شرايط اوليه  c2و c1بيبراي محاسبه ضرا

y( )

y ( )

y(x) c cos ( Lnx) c sin ( Lnx) c cos( ) c
y cos ( Lnx)

y (x) c sin ( Lnx) c cos ( Lnx) c cos( ) c
x x



 

      


 
        



1 2
1 2 1 1

1
1 2 2 2

3 3 2 2
2 33 3 33 3 1





  
  

 

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :109مثالx y xy y Ln x   2 82 سراسري (مهندسي معدن ـ         كدام است؟( 

1 (y c x c x Lnx  1
1 2  2 (y (c c Lnx) x Lnx  1 2  3 (y c x c x Lnx  1

1 2  4 (y (c c Lnx) x Lnx  1 2  

 :رو هستيم با فرضاين كه با يك معادله كوشي اويلر روبهبا توجه به   »3«گزينه   پاسخtx e هايو جايگزينيx y D(D ) y  2 1،xy Dy  

t  داريم: t t
hD(D ) y Dy y Lne (D ) y t y c e c e                 2 2

1 21 1 1 1  
pyحالا بايد جواب خصوصي را تعيين كنيم با فرض At B  يم:دار  y y t At B t A ,B          1    

pyبنابراين جواب خصوصي به شكل t  ي غيرهمگن برحسب متغيراست. پس جواب عمومي معادلهt:به صورت زير است  

 t t
h py y y c e c e t    1 2  

tحالا جايگزيني Lnx دهيم:مي را انجام  y c x c x Lnx  1
1 2  

  

 ديفرانسيلمعادله  :110مثالt y aty by   2   داده شده كه در آنa  وb هـاي  هاي حقيقي هسـتند. بـه ازاي كـدام ثابـت    ثابتa  وb   معادلـه

   )90سراسري (مهندسي مكانيك ـ   هاي نوساني است؟ديفرانسيل داراي جواب

1 (b (a )  21  2 (b (a )  24 1  3 (b (a )  24   اي وجود ندارندbو a) چنان ثابت4  1

 :با جايگزيني  »2«گزينه   پاسخt y D(D ) y  2 tyو 1 Dy  :داريم  

D(D ) y aDy by [D (a ) D b]y (a ) b (a ) b (a ) b                      2 2 2 21 1 1 1 4 1 4   ¾~hz¶ ¾²jI • ¶   
 

 فرض كنيد :111مثالpy يجواب خصوصي معادلهx y xy b y cos(aLnx)   2 باشد. اگر بخواهيم جواب خصوصي معادلـه متنـاوب نباشـد، چـه      2

bاياي بايد بين ثابت هرابطه a» 80 سراسري (مهندسي كشاورزي ـ  ؟برقرار باشد(  

1(b a 2  2(a b 2   3(| a | | b |   4(| a | | b |  

 :يهابا جايگزيني »4«گزينه   پاسخtx e وxy Dy  وx y D(D ) y  2   داريم: 1

 t
p

cos (at)[ (D(D ) D b )]y cos (a Lne ) (D b )y cos (at) y
D b

        


2 2 2
2 21  

|خب اگر a | | b | آنگاهp
t cos (at)y

D
 |ولي اگر ،متناوب نيست تابع tكه به دليل وجود ضريب 2 a | | b | آنگاهp

cos (at)y
a b


 2      .  كه تابع متناوب است 2
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دهند و انتظار دارند خودمان جواب اول را پيدا كنيم! پيدا كردن يك جواب يا همان جواب اول معادله را به ما نمي y1احان سؤال،گاهي اوقات طر :6نكته 
ها را براي ما تواند يكي از جوابيمعادله مرتبه دوم با ضرايب متغير با توجه به اين كه قواعد مشخصي نداريم كار راحتي نيست. اما چند تكنيك وجود دارد كه م

aيمعلوم كند. معادله (x) y a (x) y a (x) y   2 1  اند. را در نظر بگيريد كه جوابي از آن را به ما نداده  
  را تعيين كرد: y1تواندر موارد خاص زير مي

aاگر مجموع ضرايب صفر باشد، يعني) 1 a a  2 1   گاهآنxy e1.  
aبرابر با مجموع ضرايب مشتق مرتبه فرد باشد، يعني ،اگر مجموع ضرايب مشتق مرتبه زوج) 2 a a 2 1 گاهآنxy e1.  
mموجود باشد كه در تساوي mاگر عددي مانند) 3 a ma a  2

2 1   ،گاهآن صدق كندmxy e. است) 2و  1تر موارد (اين حالت، حالت كلي  
aاگر) 4 xa 1   گاهآنy x1.  

 ي ديفرانسيلجواب كلي معادله :134مثالxy ( x)y (x )y     1 2 1 92دسي مكانيك ـ سراسري (مهن  ، كدام است؟(  
1(x xy c e c e Lnx 1 2  2(x xy c e c e Lnx 1 2  3(x xy c e c e Lnx  1 2  4(x xy c e c e Lnx 1 2  
 :ابتدا طرفين معادله مفروض را بر ضريب   »4«گزينه   پاسخy كنيم:تقسيم مي    

xy ( x)y (x )y y ( ) y ( )y
x x

             
1 11 2 1 2 1   

xy، بنابراينمجموع ضرايب صفر است از آنجايي كه e1 تواننـد صـحيح باشـند. بـراي     ) مـي 4) و (1هاي (يك جواب معادله مفروض است. در نتيجه گزينه
  تعيين جواب مستقل دوم با توجه به روش كاهش مرتبه داريم:

( )dxp(x)dx x Lnx xx
x

dxu e dx e dx e e dx u Lnx
xy e

            
1 2 2 2

2 2
1

1 1  

xyيجهدر نت y u e Lnx 2 x  جواب عمومي عبارت است از: و بنابراين 1 x
hy c e c e Lnx 1 2  

  

 جواب عمومي معادله ديفرانسيل :135مثال(x )y xy y    1  82و هوافضا ـ سراسري  90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟(  
1 (x xc xe c e 1 2  2 (xc e c x1 2  3( xc e c x 1 2  4( x xc e c xe 1 2  

 :ابتدا طرفين را بر  »2«گزينه   پاسخx 1 خواهيم رسيد: مقابلي به معادلهكنيم كه تقسيم مي  xy y y
x x

   
 

1
1 1   

xaبينيدور كه ميطهمان
x

 
1 aو 1

x



1

1 بينيدطور كه ميو همانa xa 1   است، پسy x1       يك جواب معادلـه اسـت، حـالا بـه راحتـي
      كنيم:جواب ديگر را تعيين مي

x x xdx x Ln(x ) xx e e.u(x) .e .dx u e .e dx e (x )dx dx dx I I
xx x x x

 
            11 1 22 2 2 2

1 1 1 1  

  كنيم:جزء انتگرال دوم را حساب ميزءبهبه روش ج
x x

x x xe u e dx du e e eudv uv vdu dx dx
x xdx dv v x

xx

   
        

   


   2
2

1 1   

  بنابراين داريم:
x x x xe e e eu I I dx dx
x x x x

      1 2   

پس
x

xey uy x e
x

   2 xy  است: مقابلو لذا جواب عمومي به شكل  1 c y c y c x c e   2 1 1 2 2 1   
yدر واقع غير از شرطي كه كند!شروط گفته شده در آن صدق مياين سؤال يك سؤال خاص است كه دو تا از تر: روش ساده x1 ،شرط  را تعيين كرديم

xyصفر شدن مجموع ضرايب هم وجود دارد و بنابراين يك جواب آن e2 تعيين شد!! بدون انجام محاسبات است و به همين راحتي هر دو جواب  
  

 جواب معادله ديفرانسيل :136مثال( x )y xy y    21 2 2    83(مهندسي شيمي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (x xy c ( Ln( ) ) c x
x


  


2

1 2
1 12 1   2 (x xy c ( Ln( ) ) c x

x


  


3
1 2

1 12 1  

3 (x xy c ( Ln( ) ) c Lnx
x


  

1 2
1 12 1  4 (x xy c ( Ln ( ) ) c x

x


  
1 2

1 12 1  

 :يبه وضوح رابطه  »4« گزينه  پاسخa xa ( x) x     1 2 2  برقرار است، بنابراين يك جواب به صورتy x1    است. ديگر نيازي بـه ادامـه
y) جواب4حل نيست چون فقط در گزينه ( x كنيم.   را مشاهده مي  
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  فصل سوم 

   »هاي توانيحل معادلات ديفرانسيل با استفاده از سري«
  مقدمه

را به  هاي جبري حل نمود و جوابتوان يك معادله ديفرانسيل خطي مرتبه دوم با ضرايب ثابت را با استفاده از روشهمانگونه كه در فصل قبل ديديد، مي
باشند، در اين صورت ممكن است حل معادله به آساني روشي كه در فصل  xرثابت و برحسب متغيرفرم توابع مقدماتي نمايش داد. اما چنانچه ضرايب غي

مثلاً جواب عمومي معادله  مانند معادله ديفرانسيل بسل، لژاندر و غيره.دوم ياد گرفتيم نباشد و حتي ممكن است جواب به صورت توابع غيرمقدماتي باشد. 
y y y   2  برابرx xy c e c xe  1 xاست. حال اينكه اگر همين معادله را با ضريب غيرثابت در نظر بگيريم؛ يعني 2 y xy y   2 2  ، جواب

yتر از جواب معادله قبل و به صورتعمومي معادله به مراتب پيچيده c x sin( Ln x) c x cos( Ln x)
 

 
1 1
2 21 2

3 3
2 ممكن است در است. همچنين  2

xeهاي معمول قابل حل نباشند مانندتوابعي برخورد كنيم كه به روش حل معادله ديفرانسيل به انتگرال
2 ،sin x2 ،cos x

x
و غيره. از طرفي اهميت  

ها پيدا كنيم. براي اين منظور، از گونه معادلهشود تا به طريقي روشي براي يافتن جواب ايناعث ميكاربرد اين معادلات در رياضيات و علوم مهندسي ب
fتوان تابع تحليليدانيد ميطور كه ميكنيم. همانهاي تواني جهت تعيين جواب عمومي معادله ديفرانسيل استفاده ميسري (x) اي را در همسايگي نقطه

لوران به صورتبه كمك بسط مك xدمانن
n

n

n

f (x )
f (x) (x x )

n!




  




اي فراهم شود كه بتوان جواب سازي كرد. بنابراين اگر شرايط به گونهمعادل 

اب معادله تنها نياز داريم ضرايب تواني نمايش دهيم، در اين صورت براي دستيابي به جو عمومي معادله (كه احتمالاً پيچيده است) را به صورت سري
yشود. مثلاً براي معادله ديفرانسيلمجهول سري را محاسبه كنيم كه آن هم با جايگذاري در معادله ديفرانسيل تعيين مي xy     جواب عمومي را

nصورتبه
n

n
y(x) c x




 


nر معادله ديفرانسيل، ضرايب سري را طبق رابطه بازگشتيگيريم. با جايگذاري سري مذكور ددر نظر مي  n

nc c
(n )(n ) 
 2 1 2 

شويم كه محاسبه هريك از ضرايب نيازمند معلوم بودن مقادير دو ضريب قبل از آن است. بنابراين با خواهيم داشت. با كمي دقت در اين رابطه متوجه مي
اي صورت سري پيرامون نقطههايي كه بهكه همان شرايط اوليه معادله هستند، قادر به تعيين تمام ضرايب هستيم. در هر صورت جواب c1و cداشتن

تواني، محدوده شوند، در يك فاصله مشخص (شعاع همگرايي) از آن نقطه معتبر خواهند بود. لذا در حل معادله ديفرانسيل به روش سري خاص نوشته مي
  همگرايي نيز بايد تعيين شود. 

tتوان با تغيير متغيررا مي xكنيم اين است كه تعيين جواب عمومي معادله حول نقطهاي كه در پايان يادآوري مينكته x x   به تعيين جواب عمومي حول
tنقطه  دهيم كه جواب حول نقطه صفر مدنظر باشد.اي تغيير ميدر معادله ديفرانسيل جديد تبديل كرد. بنابراين در ادامه همواره مسأله را به گونه  

  هاي توانيمرور خواص سري
  كنيم.ها را يادآوري ميمورد نياز آناي از روابط كنيم، خلاصههاي تواني كار ميبا توجه به اين كه در اين فصل به طور مكرر در محاسبات با سري

nگوييم سري توانيميهمگرايي سري:  -1
n

n
c (x x )




 


همگرا است اگر xدر نقطه  

m
n

n
m n
lim c (x x )
 

 


موجود باشد. واضح است  xبه ازاي آن 

xكه به ازاي x  ًهمگراست؛ اما ممكن است سري به ازاي تمامي مقاديرسري قطعاx همگرا نباشد و تنها به ازاي مقاديري محدود ازx .همگرا باشد  
  بدانيم كه: xدار ثابتي ازكنيم. اگر به ازاي مقبراي تعيين فاصله همگرايي سري معمولاً از آزمون نسبت استفاده ميشعاع همگرايي:  -2

n
n n

nn n nn

c (x x ) c
lim | | | x x | lim | | | x x |

cc (x x )


 

 


    



1
1 1

 


   

xآنگاه سري به ازاي x  1 همگراست و شعاع همگرايي آن برابرR 

  است.  1
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 هاي مقابل شعاع همگرايي را تعيين كنيد.      الف) در سري  :1مثالn n

n
( ) x




 21


 ب)             

n

n
n

(x )
n






1

1
2

  

 :با تشكيلدر سري نخست  پاسخn

n

c
| |

c
1 و محاسبه حد آن درn  :داريم  

n (n ) (n )

n n nn n

( ) x xlim | | lim | | | x |
( ) x x

  

 


 



1 2 1 2 1
2

2 2
1

1
 

|شرط همگرا شدن سري به ازاي x |2 |كه همان 1 x |  1 nافتد. با تكرار همين فرآيند در سري دوم نيز نسبتاتفاق مي 1

n

c
c
1 دهيم تشكيل مي

n

n n
n

n n
n

n

(x )
c (x ) n x(n )| | | | | |

nc (x ) (x )
n



 



 

 
 

1
1 1

1

1
1 11 2

1 21 1
2

nو با محاسبه حد در  سري به ازاي ،x| |


1 شود كه اين نامعادله متناظر با همگرا مي 12

|محدوده x | x ( , )    1 2 3 Rياست. پس در سري نخست شعاع همگراي1 1 و در سري دومR    است. 2
  

  .توان با هم جمع و يا از هم كم كرد. سري جديد نيز در آن فاصله همگراستميرا در فاصله همگرايي مشتركشان  دو سريها: جمع و تفريق سري - 3
n n n

n n n n
n n n

c (x x ) d (x x ) (c d )(x x )
  

  
         

  
  

ها بايد يكسان باشند. در غير اين صورت، براي و حد پايين سريxها بايد به آن توجه كنيد اين است كه تواناي كه در جمع و تفريق سرينكته
   كنيم.از قاعده لغزاندن سري استفاده مي xسازي حد پايين سري تعدادي از جملات را استخراج كرده و براي يكسان سازي توانانيكس

m، حد پايين سري از جملهكنيم جمله از سري را استخراج mكه تعداددر صورتيـ استخراج تعداد محدود جمله از جملات سري: 4 1 شودشروع مي:  
mجمله، حد پايين سري از جمله mجا چون سري از جمله با انديس صفر شروع شده است؛ بنابراين با استخراجدر اين 1 ولي انديسm شود. وع ميشر  

n m n
n m n

n n m
c x c c x c x c x c x



 




 
      2 1

1 2 1   

  هر عددي را اضافه نمود به شرط اينكه از حد پايين سري همان عدد كم شود. nتوان به براي ثابت ماندن مقدار سري تواني، ميقاعده لغزاندن سري:  - 5

   n n
n n

n n
c (x x ) c (x x )

 



 

    


  

 سيد.عبارت مقابل را به صورت يك سري واحد بنوي  :2مثالn n
n n

n n
n(n )c x c x

 
 

 
  2 11

 
  

 :كنيم توانابتدا سعي مي پاسخx را در دو سري يكسان كنيم. لذا در سري نخستn n  2 nxرا به صورت xتوان تبديل كرده و 1 1 نويسيممي:     
n (n ) n

n n n
n n n

n(n )c x (n )(n )c x (n )(n )c x
  

   
 

  
         2 3 2 1

3 3
3 3

1 3 3 1 3 2


  

nكنيد كه حاصـل آن بـه ازاي  ها برابر نيست. با دقت به سري فوق ملاحظه ميتوان دو سري را با يكديگر جمع نمود چون حد پايين آناما هنوز نمي  3 وn  2 

nصفر است. پس سري تا به اينجاي كار برابر
n

n
(n )(n )c x







  1
3

1
3 nاست كـه بـا اسـتخراج جملـه اول آن بـه فـرم       2

n
n

c (n )(n )c x






   1

2 32 3 2


 

  نماييم:خواهد بود. حالا به راحتي دو سري  را جمع مي
n n n n n

n n n n n n
n n n n n

n(n )c x c x c (n )(n )c x c x c [(n )(n )c c ]x
    

    
    

 
    

               2 1 1 1 1
2 3 2 31 2 3 2 2 3 2  

  

fكه تابعدر صورتيگيري از سري: مشتق -6 (x) صورترا برحسب سري تواني بهn
n

n
f (x) c (x x )






  گيري جمله به نمايش دهيم، با مشتق

fهايتوان عبارتجمله از سري مي ،f  .هاي حاصل همان شعاع همگرايي سريشعاع همگرايي سري و ... را تعيين كردf (x) .است  

 اگر  :3مثالn
n

n
y c x




 


xyباشد، آنگاه حاصل عبارت  y y    كدام است؟    

1(n
n n

n
[n(n )c c ]x






  11


  2(n
n n

n
[(n ) c c ]x






  2
11


  3( n

n n
n

[(n ) c c ]x





  2
11


  4(n

n n
n

[(n )(n )c c ]x


 


   1 11 2


  

 :گيري مرتبه اول و دوم از سري،با مشتق  »3«گزينه  پاسخn
n

n
y nc x





   1


nو 

n
n

y n(n )c x





   21


ها را در دست آورده و سپس آنرا به 

n              كنيم:معادله جايگزين مي n n n n n
n n n n n n

n n n n n n
x n(n )c x nc x c x n(n )c x nc x c x

     
   

     
           2 1 1 11 1

     
  

n n n n
n n n n

n n n n
[n(n ) n]c x c x n c x c x ( )*

   
 

   
        1 2 11
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  كارگيري قاعده لغزاندن سري داريم:تغيير يابد. بنابراين با به nدر سري اول به xحالا بايد توان
n nn (n ) n

n n n
n n n

n c x (n ) c x (n ) c x
  

   
 

  
     12 1 2 1 1 2

1 1
1 1

1 1


  

nدر سري فوق به ازاي  1 حاصل صفر است؛ يعنيn n
n n

n n
(n ) c x (n ) c x

 

 
 

   2 2
1 1

1
1 1


)است. در ادامه با جايگذاري در رابطه  حاصل  *(

xy y y   كنيم:را تعيين مي   n n n
n n n n

n n n
xy y y (n ) c x c x [(n ) c c ]x

  

 
  

          2 2
1 11 1

  
  

 

 اگر :4مثالn
n

a (r)
a (r)

r n


naمقدار 1 ( )  چيست؟ (a (r) a )             84راسري (رياضي ـ س(  

1(
n n

k

( ) a
n! k

 



 
1 1

1

1 1
 2(

n

k

a
n! k

 
1

1 3(
n

k

a
n! k

 
1

1 4(
n n

k

( ) a
n! k





 
1

1

1 1
 

 :با مقداردهي به   »3«گزينه  پاسخn :داريم  

n n

a (r) a
a (r) an a (r)
r r
a (r) an a (r)
r (r )(r )

an n a (r) Ln a (r) Ln a Ln(r n) Ln(r ) Ln(r )
(r n) (r )(r )

 

      
       


              

1

1
2

1 1 1
2 2 2 1

2 12 1

 

 






  




´ÄoÃ¬Â¶´TÄnI«²¸Ã oŠ pH

   

  گيريم:مشتق مي rت بهحالا از طرفين رابطه فوق نسب
n

rn n

n n k

a (r) a ( )
( )

a (r) r n r r a ( ) n k




 
          

   
1

1 1 1 1 1 112 1 2
  


   

naاما از رابطه (r) با جانشينيr   نيز داريمn
a

a ( )
n!

 :در نتيجه داريم .  
n n

n
n

k k

a ( ) a
a ( )

a k n! k
n!

 

     
1 1

1 1


    

  
fتابعـ توابع تحليلي: 7 (x) را در نقطهx گوييم اگر بتوان يك همسايگي مانندتحليلي ميx x R  برايx يافت كه در اين همسايگيf (x)  داراي

sinاي،ور باشد، به عنوان مثال توابع چند جملهبسط تيل x،cos x وxe  در كل اعداد حقيقي تحليلي هستند. همچنين توابع جديد كه از جمع، تفريق و ضرب
هاي مخرج تحليلي است. مثلاً دو تابع تحليلي نيز تابع جديد در تمامي نقاط جز صفرآيند، تحليلي هستند. در مورد تقسيم توابع تحليلي به دست مي

xتوابع sin x2 xeو2 sin x
2 cosدر تمامي نقاط تحليلي هستند، اما 2 xcot x

sin x
 هاي مخرج يعني در تمامي نقاط جز صفرx k , k   تحليلي است.  

fفرض كنيد تابع :1نكته  (x) اي به صورتخارج قسمت دو تابع چند جملهG(x)f (x)
H(x)

 كه باشد، طوريH و G  فاكتور مشتركي نداشته
  باشند. 
fحالا اگر (x) در نقطهx تحليلي باشد، شعاع همگرايي بسط تيلور تابعf (x) در نقطهx توان از روش ديگري غير از آزمون نسبت به دست آورد. را مي  

fمخرج (نقاط غيرتحليليتا نقاط صفر  xدر اين روش شعاع همگرايي برابر نزديكترين فاصله (x).است (  

 شعاع همگرايي بسط تيلور تابع  :5مثالxf (x)
x






3
2

1
1

xدر نقطه    .برابر ............... است  

1( 1
2  2(  1 3(  3

2  4(  2 

 :تابع»  2«گزينه  پاسخf و اي است كه ابتدا بايد مطمئن شد صورت و مخرج عامل مشتركي ندارند. براي اين منظور صورت حاصل تقسيم دو چند جمله
  كنيم: مخرج كسر را تجزيه كرده و در صورت يافتن فاكتور مشترك، آن را ساده مي

  x (x )(x x ) x xf (x) f (x)
(x )(x ) xx

     
   

  

3 2 2

2
1 1 1 1

1 1 11
 

xهاي مخرجدقت كنيد كه در نگاه اول ممكن بود ريشه
x





3

2
1
1

fرا به اشتباه نقاط غيرتحليلي  (x) بدانيم (يعنيx  1 ؛ اما پس از حذف عامل مشترك از(

xشويم كه فقطصورت و مخرج متوجه مي  1 نقطه صفر مخرج x xf (x)
x
 




2 1
xاست. در نتيجه 1  1 تنها نقطه غيرتحليليf (x)  است و چون

xفاصله آن تا  چون حول نقطه(لورن برابر واحد است، پس شعاع همگرايي بسط مكx   تابع )شده است خواستهf (x) برابرR 1 .است 
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  انواع نقاط مورد بحث در حل معادله به كمك سري :1درسنامه
  

در حل معادله ديفرانسيل استفاده ند و چون بنا داريم از سري شونوشته مي xحول يك نقطه مانند ي توانيهامطابق آنچه كه توضيح داده شد، سري
بايد براي معادله ديفرانسيل  xست كه نقطها . مطلبي كه بايد به آن دقت شود ايننقطه معتبر خواهد بود ، پس جواب عمومي معادله نيز حول همانكنيم

معادله ديفرانسيل باشد، فرم سري و در نهايت فرم  غيرعادي (تكين)و يا  عادييك نقطه تعريف شده باشد. لذا بسته به اينكه نقطه مورد نظر يك نقطه 
خواهد بود. براي اين منظور فرض كنيد معادله  xنحوه تشخيص نوع نقطه ،ايد قدم اولاحتمالاً متوجه شده طور كهمومي متفاوت خواهد بود. همانجواب ع

aديفرانسيل (x)y a (x)y a (x)y   2 1   در اختيار باشد. اگرa (x)2،a (x)1 وa (x)  با اعداد ثابت باشند كه معادله ديفرانسيل از نوع معادله
 يعني yاي باشند ابتدا معادله را بر ضريبضرايب ثابت است و جواب با توجه به مباحث فصل دوم به راحتي قابل تعيين است. اما اگر ضرايب چند جمله

a (x)2 استاندارد كنيم تا به فرمتقسيم ميa (x) a (x)
y y y

a (x) a (x)
   1

2 2
  ند. حالا با فرضتغيير كa (x)

p(x)
a (x)

 1
2

aو (x)
q(x)

a (x)


2
، را  معادله ديفرانسيل

yبه صورت p(x)y q(x)y     نقطهكنيم. سپس دستورالعمل دوگانه زير را براي تشخيص نوع بازنويسي ميx يريم:گكار ميبه  
را نقطه عادي معادله و در غير اين صورت نقطه  xتحليلي باشند، xدر نقطه q(x)و p(x)اگر توابع: (تكين) عاديغير الف) تعيين نقطه عادي و

  ناميم. معادله مي (تكين يا منفرد) غيرعادي

 دله ديفرانسيلدر معا :6مثال( x )y xy y    21 2 4  نقطهx   .از نوع عادي است يا غيرعادي ،    
 :در اين معادله پاسخa (x) x  2

2   كنيم. درنتيجه داريم:كه مطابق با دستورالعمل گفته شده كل معادله را بر آن تقسيم مياست  1
xp(x)

x xy y y
x x q(x)

x

       
   

 

2
2 2

2

2
2 4 1

41 1
1

  

xپس ،در ريشه مخرجشان غير تحليلي هستند q(x)و p(x)دو تابع  1  .و ساير نقاط از جملهنقاط غيرعادي معادله هستندx  شوندعادي محسوب مي.  
 

 نقطه :7ثالمx   هاي زير نقطه عادي است؟براي كدام يك از گزينه    
1 ((sin x)y xy y   4   2( xxy e y (cos x)y   3   
3( y Ln(x)y xy      4( xxy tg(x)y e sin(x)y   2   
 :توابع  »4«گزينه  پاسخp(x) وq(x)  ها را درها تشكيل داده و تحليلي بودن آنگزينه هر كدام ازرا برايx   كنيم: بررسي مي  

xبررسي گزينه اول: 
lim (sin x) xx xp(x) p(x)

sin x x
   


q(x)و  1

sin x


xطهدر نق q(x)، تابع4   .غير تحليلي است  

بررسي گزينه دوم: 
xep(x)
x

  وcos xq(x)
x

 x، هر دو تابع در نقطه3   .غير تحليلي هستند  

p(x)بررسي گزينه سوم: Lnx  وq(x) x ، هر دو تابع در نقطهx   .غير تحليلي هستند  

xبررسي گزينه چهـارم:  
lim (tgx) xtgx xp(x) p(x)

x x
 

    
2 2 2


xو 

lim (sin x) x
x x xsin x xq(x) e q(x) e e

x x
     


، هـر دو  

xتابع در نقطه   .تحليلي هستند 
 

 در معادله ديفرانسيل :8مثالx ( x )y ( x)sin( x)y x( x)y       2 21 1 1 3 1  :تعداد نقاط عادي و غيرعادي برابر است با    
  نقطه غير عادي 1دو نقطه عادي و  )2  سه نقطه عادي) 1
  شمار نقطه عاديو بي نقطه غيرعادي دو )4  يك نقطه عادي و دو نقطه غيرعادي )3

 :با تقسيم معادله بر ضـريب   »4«گزينه  پاسخy  توابـع ( x)sin( x) sin( x)p(x)
x ( x ) x ( x)
  

 
 2 2 2

1 1 1
1 1

)xو   x)q(x)
x( x)x ( x )


 

2 2
3 1 3

11
دسـت  را بـه 

xتنها در نقطه p(x)آوريم.مي  غيرتحليلي است (چونx 1 نقطه عاديp(x) شود) ومحسوب ميq(x)  در نقـاطx  وx  1.   در نتيجـه
xكه عبارتند از نقطه غيرعادي دارد دومجموعاً معادله    وx  1.ساير نقاط براي معادله ديفرانسيل مفروض عادي هستند  
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 چهارمفصل 

  »تبديل لاپلاس و كاربردهاي آن « 
  

  تبديل لاپلاس :1درسنامه
  

از  ياريدر بس، مانند تبديل لاپلاس، همواره يكي از نقاط قوت دانشمندان و مهندسان در تحليل مسائل رياضي بوده است. يدانش استفاده از تبديلات انتگرال

مثلاً معادله ديفرانسيل  هستند. ياضربه ايو  وستهيهمگن ناپ ريغ يهاكه شامل جمله ميمواجه يكيالكتر ايو  يكيمكان يهاستميبا س يمهندس يعمل لئامس

  باشد، عبارت است از: ) ميRLC (مدار Cو خازنR، مقاومتLوارد شده و شامل القاگر E(t)ه مداري الكتريكي كه به آن ولتاژتوصيف كنند

d I dI dE(t)L R I
dt C dtdt

  
2

2
1 

 كه در آن دهيمميفرض كنيد حالتي را مد نظر قرار 
t

t

tsin( )e , t
dE(t)

tdt e , t





   
 


24
22


. قاعدتاً براي يافتن پاسخ مدار، بايد معادله ديفرانسيل را باشد 

ttEضيك بار با فر (t) sin( )e  ttEو بار ديگر با فرض 4 (t) e  ، جواب دو جريان القاگر و ولتاژ خازن و سپس براي برقراري پيوستگي كنيمحل  2

tمحدوده را در نقطه  E. طبيعي است كه اگرطابقت دهيم، م2 (t) دست آوردن جواب هر محدوده هتر تشكيل شده باشد، بهاي بيشتر و پيچيدهاز ضابطه

Eشود. حتي ممكن استآنها در نقاط مرزي بسيار دشوار مي تطابقو سپس  (t) اي باشد. در چنين مواردي، شامل توابع متناوب پيچيده و يا وضعيت ضربه

است كه به خصوص براي  يگريدتبديل لاپلاس روش مناسب فته شده در فصل دوم معمولاً با اشكالاتي همراه است. هاي گيافتن پاسخ سيستم از طريق روش

يافتن جواب خصوصي و اعمال شرايط اوليه براي  ،گانه (حل معادله همگن نظيره جاي طي مراحل سهدر واقع در اين روش بشود. حل اين مسائل استفاده مي

  . رسيمميجواب مورد نظر  به آن با محاسبه معكوسآوريم و در نهايت دست ميهديل لاپلاس جواب مسأله اصلي را در فضاي ديگري بها)، تبمشخص شدن ثابت

در  ها راو پس از بيان قضاياي حاكم بر اين روش، نحوه استفاده از آن پردازيمميدر اين فصل ابتدا به تعريف تبديل لاپلاس و محاسبه لاپلاس توابع مختلف 

  . يمهدميحل معادلات ديفرانسيل، معادلات انتگرالي و دستگاه معادلات توضيح 

fتبديل لاپلاس تابع تعريف: (t) كه درt  معتبر است، با نماد L f (t) ياF(s) گردد:زير تعريف مي ورتصبهشود و نمايش داده مي  

  stF(s) L f (t) e f (t)dt ; s
       

fرا تبديل لاپلاس تابع F(s)بنابراين تابع (t) و همچنين تابعf (t) را تبديل معكوس تابعF(s) گوييم و داريم:مي        

                    f (t) L F(s) 1  
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st

st st st st

I e cos tdt st st

I e cos t dt [ e cost e sint] e cos t d t
s s s

I [ e cos t e sint] I
s s s

 

    

  


   


    

 2 2

2 2

1 1 1

1 1 1

 



 تبديل لاپلاس توابع زير را محاسبه كنيد. :1مثال  

f الف) (t)  fب)    1 (t) t    (جatf (t) e    (دf (t) sint  

 :يل لاپلاس و محاسبه انتگرال داريم:با جايگذاري توابع داده شده در تعريف تبد پاسخ  

   

     

 

st st

st st

at at st at (s a)t (s a)t at

f (t) L e dt ( e ) (e e ) ( ) L ; s
s s s s

f (t) t L t e tdt [(st )e ] L t ; s
s s s

f (t) e L e e e dt e dt (e ) L e
s a s a

   

  

     


             


           

                





 






 

 


 





2 2 2

1 1 1 11 1 1 1

1 1 11 1

1 1 1

   st st

; s a
s a

f (t) sin t L sin t e sin t dt (e [s sin(t) cos(t)]) ( ) L sin t ; s
s s s

  








   

 

            
  

   
2 2 2

1

1 1 11
1 1 1

 

  

 تبديل لاپلاس تابع : 2مثالcos(t) , t
f (t)

, t
  

   




  عبارت است از: 

1 (
ss( e )

s



2
1

1
  2 (

ss( e )
s



2
1

1
  3 (

ss( e )
s



2
1

1
  4 (

ss( e )
s



2
1

1
  

 :كنيم و داريم:از تعريف تبديل لاپلاس استفاده مي  »3«گزينه  پاسخ   

  st st st stL f (t) e f (t)dt e cos t dt e ( )dt e cos t dt
      


        

 

  شود:گيري دوباره همان عبارت ظاهر ميگيري و يا انتگرالدوبار مشتق را پس اززي كنيم؛محاسبه انتگرال فوق به روش جزء به جزء عمل مي براي

 

st

st

st

u dv

cos t e

sin t e
s

cos t e
s










 2

1

1

   

s s
st st s( e ) s( e )( ) I [(scost sint) e ] I [(sint scost) e ] L[f(t)]

s s s s s

 
    

          
  2 2 2 2 2

1 1 1 1 11
1 1 1 

   

  
گير خواهد بود. لذا در جدول زير حل مسائل بسيار وقتبديهي است كه استفاده كنيم،  گيريبخواهيم از روش انتگرالاگر دست آوردن لاپلاس توابع هبراي ب

  .به خاطر بسپاريدايم كه سعي كنيد آنها را را ارائه كردهركاربرد و مهم تبديل لاپلاس چند تابع پ

  شرط F(s) L f (t)  f (t)    شرط   F(s) L f (t)  f (t)  

s a  s
s a2 2 cosh at   s    a

s
 a 

s a  a
s a2 2 sinh at   , s   1   ( )

s
  

1
1 t 

s    
s a2 2

1 J (at)   n , s    n
n!

s 1 nt 

s    
n

n

( s a s)

a s a

 



2 2

2 2
 nJ (at)   s a  s a

1 ate 

s    
ase

s


 u(t a)   s a  s

s a2 2 cosat 

s    ase (t a)    s a  a
s a2 2 sin at 
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  ايم. تر جدول فوق آوردههاي زير را براي يادگيري سادهكه ممكن است حفظ كردن تبديل لاپلاس همه توابع كمي مشكل به نظر برسد، توصيهاز آنجايي 
  به اين موارد دقت كنيد: 

aبرابر aتبديل لاپلاس عدد حقيقي مورد اول:
s

ntداشته باشيم aيجاهحالا اگر باست.   (n ) آنگاه در صورت كسر ،n! توانو در مخرج كسر ،s راn 1 

)بود، در صورت كسر مانند  يك عدد غير طبيعي t(اگر توان  دهيمقرار مي )  1 و در مخرج،   قرار دهيدn  را به تغيير دهيد. يعنيns s 1 1(.   

4!است، در صورت كسر، t ،4، چون توان t4مثلاً در محاسبه لاپلاس را  sتوان  در مخرج كسرو  24 4 1 دهيم:قرار مي 5
s5
به عنوان مثالي ديگر، . 24

tلاپلاس
3
برابر 2

( )

s s



 

3 512 2

3 312   است. 4

sinتبديل لاپلاس توابع مورد دوم: at,cosat يا هايپربوليكsinh at,cosh at همواره شامل  عبارتs a2 در مخرج كسر است؛ علامت مثبت براي حالت  2
و اگر سينوس بود (خواه مثلثاتي  sمثلثاتي و علامت منفي براي حالت هايپربوليك است. حالا اگر تابع كسينوس باشد (خواه مثلثاتي يا هايپربوليك)، در صورت كسر

sinhعنوان مثال لاپلاسبگذاريد. به a)يا هايپربوليك t پس در مخرج ،گيريم؛ چون تابع از نوع هايپربوليك استرا در نظر ميs  2 نوس چون سيقرار داده و  2

گذاريم؛ يعنيمي پس در صورت ؛است
s



 2 باشد و آن هم مربوط به تابع بسل نوع اول (دقت كنيد كه تنها در يك حالت عبارت مخرج كسر زير راديكال مي 2

L[Jاست: (at)]
s a


2 2
1

(.  

te  :مثلاً ؛كنيماضافه مي  sدر مخرج به  در توان تابع نمايي را t، قرينه ضريب ateت در محاسبه تبديل لاپلاس عبار مورد سوم:
s ( )


 

1 1
1


 

  

  دهيم.قرار مي sاست. البته در مخرج لاپلاس تابع پله،  aseتبديل لاپلاس هر دو تابع پله واحد و ضربه، شامل عبارت مورد چهارم:
  :ديگر داريم يهاي خطي هستند. به عبارتتبديل لاپلاس و معكوس تبديل لاپلاس عملگرتوجه: 

     
     

L af (t) bg(t) aL f (t) bL g(t)

L aF(s) bG(s) aL F(s) bL G(s)  

   


  
1 1 1  

 تبديل لاپلاس تابع: 3مثالtf (t) sin(t) e   كدام است؟  

1 (
ss




2
1

11
  2 (

ss



2
1

11
  3 (

ss



 2
1

1
  4 (

ss



 2
1

1
  

 :صورتبهتوان تبديل لاپلاس تابع مفروض را ، مياستاز آنجا كه تبديل لاپلاس يك عملگر خطي » 3«گزينه  پاسخtL[f (t)] L[sin(t)] L[e ]   

نوشت. از جدول لاپلاس نيز داريم: L sin t
s


2

1
1

atLو  e
s a

    
a كه به ازاي 1   حاصل آن برابرtL e

s
     

است. در نتيجه با  1

tL[f(t)]در رابطه نتايج به دست آمدهجايگذاري  L[sin(t)] L[e ]  :داريم ،  tL[ sin(t) e ]
ss

 
   

 2
1

1
  

  

 گرالمقدار انت: 4مثال


uu e du
  3   )97ـ سراسري  و متالورژي (مهندسي مواد  ، كدام است؟2

1 (!
8

8
2

   2 (!
7

8
2

  3 (!
8

7
2

  4 (!
7

7
2

  

 :غيير متغيرتوان تبا دقت به فرم انتگرال مي  »4«گزينه  پاسخt u را در نظر گرفت تا انتگرال به فرم تبديل لاپلاس تابعf (t) :ظاهر شود  

(t) tt u t u tdt du (t ) e ( tdt) t e dt
         2 2 3 2 7 22 2 2
 

−Ho«TºH njÁnHm«ÄI]IM  

!صورتسروكار داريم كه تبديل آن به t72با تبديل لاپلاس تابع S2در معادله فوق اگر در نظر بگيريم
S  7 1
Sاست. حالا با قرار دادن 72     داريم: 2

! !
 8 7

7 72
2 2
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  بديل لاپلاسقضاياي ت :2درسنامه
  

sinين تبديل لاپلاس تعدادي از توابع مقدماتي مانند نلاپلاس يك تابع توضيح داده شد و همچ در درسنامه قبل نحوه محاسبه تبديل at ،cosh at،ate ،

au (t)  .ها مواجهيم به سادگي اين توابع نيستند، مثلاً محاسبه تبديل لاپلاس توابعواضح است كه اكثر توابعي كه در مسائل با آنو ... را ارائه نموديم 
ate sin bt و ياat u (t) cosh bt2درسنامه قصد داريم قضاياي حاكم بر تبديل لاپلاس را معرفي بر خواهد بود؛ بنابراين در اين گيري، زماناز طريق انتگرال

       تر صورت گيرد.كنيم تا به كمك اين قضايا، محاسبه تبديل لاپلاس توابع تركيبي، راحت

 قضيه اول انتقال     

يك تابع نمايي در تابع  ضربحاصلصورت ه عي كه بشود) در محاسبه تبديل لاپلاس توابقضيه اول انتقال (كه با نام انتقال در حوزه فركانس نيز شناخته مي
ateدلخواه ديگر است، به عبارتي f (t)متغير  ،كارگيري اين قاعدههباشد. در صورت ب، بسيار مفيد ميs به ميزان مشخصa (قدرت تابع نمايي) به چپ يا ،

  ن قضيه به صورت زير است:. تعريف ايشودمي جاجابهراست 

fتبديل لاپلاس تابع F(s)كهصورتيدر  (t) آنگاه داريم: ،باشد  

atL[e f (t)] L[f (t)] F(s a)
s s a

  
 

 

at atL [F(s a)] e L [F(s)] e f (t)   1 1  

گيريم و لاپلاس تابع باقيمانده را حساب كرده و در نهايت را در نظر نمي ateتبديل لاپلاس آن، ضرب شده باشد، در محاسبه ateوقتي عبارتي در :1توجه 
  كنيم.تبديل مي s-aها را به  sتمامي 
s)به صورت عبارت F(s)در تابع sبايد متغير  به هنگام استفاده از قضيه اول انتقال در محاسبه تبديل لاپلاس معكوس، حتماً :2توجه  a) ؛وجود داشته باشد 

s)كنيمسعي مي aدر غير اين صورت با اضافه و كم كردن  a) را ظاهر سازيم. مثلاً در عبارتsF(s)
(s )


 22 5

s)، جمله )2 وجود دارددر مخرج كسر، 

  انتقال فراهم شود: اول كنيم تا شرايط براي استفاده از قضيهرا به صورت كسر اضافه مي 2ولي در صورت كسر نياز به بازسازي آن است. پس عدد

  (s ) (s )F(s)
(s ) (s ) (s )

  
  

     2 2 2
2 2 2 2

2 5 2 5 2 5
  

 هاي زير را محاسبه كنيد.حاصل عبارت :39مثال   
tL[eالف)  sin t]2 4          

tL[(tب)  ) e ] 23  

  :براي محاسبهپاسخtL[e sin t]2 atL[eاز قضيه اول انتقال يعني 4 f (t)] F(s a)  صورت كه ابتدا تبديل لاپلاس تابع به اينكنيم، استفاده مي 

f (t) sin t F(s)صورتبهپلاس توابع مقدماتي را از جدول تبديل لا4
s


2
4

16
teكنيم. حالا براي محاسبه تبديل لاپلاساستخراج مي  sin t2 4   

F(s)را در عبارت s ست متغيرا كافي
s


2
4

16
a، به ميزان دو واحد (  2( داريم: . در نتيجهجا كنيمجابه     

tL[e sin t]
[s ( )] (s )

  
    

2
2 2 2

4 44
2 4 2 16

  

t)است عبارت لازمدر اينجا  كنيم.ب براي قسمت (ب) عمل ميبه همين ترتي ) tرا به فرم باز 23 t 2 6    :بنويسيم 9
! !L[t t ]

s ss s s s 
         2

2 1 1 1 3 2
2 1 1 2 6 96 9 6 9   

aسپس انتقال به ميزان يك واحد ( 1 را بر روي (s كنيم:اعمال مي    tL[(t ) e ]
(s )(s ) (s )

   
 

2
3 2

2 6 93 11 1
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P(s)F(s): در عبارت3توجه
Q(s)

 هنگامي كه مخرج كسر يعنيQ(s) ضرب اي با درجه بيش از دو باشد، آن را به صورت حاصلصورت يك چندجملهبه

ضرب دو عامل درجه اول تفكيك كنيم. دقت كنيد كه اگر دلتاي عامل درجه دوم مثبت باشد، خود به صورت حاصلجملات با درجه اول و دوم بازنويسي مي
  نويسيم. شود ولي اگر دلتا منفي باشد، آن را به صورت مربع كامل ميمي

 كدام گزينه جواب تبديل لاپلاس معكوس :40مثالsL { }
s s

 

 
1

2
6 4

4 2
  )88(رياضي ـ سراسري   است؟  

1(t te cos t e sin t3 34 4  2(t te cos t e sin t2 4 2 4  3(t te cos t e sin t4 4  4(t te cos t e sin t2 26 4 2 4  

 :كنيم: ابتدا علامت دلتاي مخرج را تعيين مي» 4«گزينه  پاسخ  b ac        2 4 16 4 2 64    

s  كنيم:  چون دلتا منفي است پس مخرج كسر را به صورت مربع كامل بازنويسي مي s s
s s (s ) (s )

  
 

      2 2 2
6 4 6 4 6 4

4 2 2 4 2 2 16 
   

sهمچنين صورت كسر را هم برحسب 2 كنيم: بازنويسي مي  s (s ) (s ) (s )
(s ) (s ) (s ) (s ) (s )

       
   

         2 2 2 2 2
6 4 6 2 2 4 6 2 12 4 6 2 8
2 16 2 16 2 16 2 16 2 16

     

atLحالا با توجه به قضيه [F(s a)] e L [F(s)]  1   گيريم: ابطه فوق لاپلاس معكوس مي، از ر1

  t t ts sf (t) L [ ] L [ ] e L [ ] e L [ ] f (t) e ( cos t sin t)
(s ) (s ) s s

   
      

     
1 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
2 4 46 2 6 2 6 4 2 4

2 16 2 16 16 16
      

  
  

 تبديل معكوس لاپلاس تابع :41مثالsF(s)
(s )




1
2 1

  )88(رياضي ـ سراسري   كدام است؟  

1(xe1
2  2(x

Lne u (x)2
1
2  3(x

Lne u (x)2  4(x
Lne u (x)22  

 :ابتدا» 2«گزينه  پاسخs2 صورترا بهsLne     كنيم:  نويسيم و عبارت داده شده را بازنويسي ميمي 2

  Ln( )s Ln( )s
s sLn

. .F(s) e f (x) L [F(s)] L [e ]
s s(s ) e (s )

        
  

2 1 1 2
2

1 1 1 1
1 12 1 1

´ÄoÃ¬Â¶t¼§ • ¶t°Q¯®ÄkLU   

  
as

a x x a
L [e F(s)] u (x)L [F(s)]

x
Ln Ln

x x Ln x x Ln
f (x) u (x){L [ ]} u (x) {e }

s

  
 




   
  



1 1
1

2 2
2 2

1
1   

  
Lnx x

Ln Ln.f (x) e e u (x) e u (x)  
1
2 2 2

1
2

x ln
Lnf (x) u (x) e   2

2   

  

 كهصورتيدر  :42مثالF(s) تبديل لاپلاس تابعf (t) باشد وL عملگر تبديل لاپلاس، آنگاه حاصل عبارتL[f (t)cos( t)] ) :برابر است باi عدد مختلط(  

1 (f (s i ) f (s i )    
1 1
2 2  2(f (s i ) f (s i )    

1 1
2 2  3 (F(s i ) F(s i )    

1 1
2 2  4(F(s i ) F(s i )    

1 1
2 2  

 :كه شويمبا كمي دقت متوجه  مي » 3«گزينه  پاسخcos( t) فرم نمايي نيز نوشت. يعنيتوان به را مي
i t i te ecos( t)
  

  fدر نتيجه .2 (t) cos( t) 

  كنيم:بازنويسي مي مقابلبه صورت را 
i t i t

i t i te eL[f (t) cos( t)] L[ f (t)] L[e f (t)] L[e f (t)]
  

  
   

1 1
2 2 2  

fتبديل لاپلاس F(s)گفته شده كه سؤالتوان به كمك قضيه اول انتقال محاسبه كرد. در صورت تبديل لاپلاس دو عبارت فوق را مي (t) ،پس حاصل  است

i  عبارت فوق برابر خواهد شد با:  t i tL[e f (t)] L[e f (t)] F(s i ) F(s ( i )) F(s i ) F(s i )               
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2  
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 لاپلاس معكوس :43مثال
s s 2

1
3 4

  )96(مهندسي عمران ـ سراسري    برابر است با:  

1(
t

e sin( t)
3
27 7  2(

t
e sin( t)
3
21 7

7
   3(

t
e sin( t)
3
22 7

27
   4(

t
e sin( t)
3
27 7

2 2   

 :چون دلتاي مخرج منفي است و در نتيجه غيرقابل تجزيه خواهد بود »3«گزينه  پاسخ( )      23 4 4 7 ،  مخرج كسر داده شده را به فرم

s)ع كاملمرب ) 23 7
2   نويسيم؛ بنابراين داريم: مي 4

  
at t t tL [F(s a)] e L [F(s)]

sin t
L [ ] L [ ] e L [ ] e e sin ( t)

s s (s ) s

          
    

1 1 3 3 3
1 1 12 2 2

2 2 2

7
1 1 1 2 72

3 7 7 27 73 4
2 4 4 2

   

  

 كدام گزينه تبديل لاپلاس معكوس عبارت :44مثالs
s s



 2
3 7

2 3
  )89(رياضي ـ سراسري   است؟ 

1(t te cos t e sin t23 2 5 2  2(t te cos( t) e sin( t) 3 2 5 2 2  
3(t te cos( t) e sin( t)3 2 5 2 2  4(t te cos t e sin t2 22 2 

 :نويسيم:مخرج كسر داده شده را به فرم مربع كامل مي  »3«گزينه  پاسخ  

  s s (s ) (s )F(s)
(s ) (s ) (s ) (s ) (s )

     
    

          2 2 2 2 2
3 7 3 7 3 1 1 7 3 1 1
1 1 3 1 2 1 2 1 2 1 2

   

atLاز قضيه اول انتقال يعني [F(s a)] e L [F(s)]  1   داريم:  1

  t ts sf (t) L [F(s)] L [ ] L [ ] e L [ ] e L [ ]
(s ) (s ) s s

     
    

     
1 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 13 1 3 1

1 2 1 2 2 2
   

  t t tsin tf (t) e cos t e f (t) ( cos t sin t)e     
23 2 1 3 2 5 2 2

2
    

  قضيه دوم انتقال       

aدر درسنامه قبل با تابع پله واحد (تابع هويسايد)
, t a

u (t) H(t a)
, a t


    1


 ضربحاصلآشنا شديد. در محاسبه تبديل لاپلاس توابعي كه به صورت  

تابع پله واحد باشددو عبارت، كه يكي از آنها  au (t)f (t)كنيممي تعريفشود. اين قضيه را به صورت زير ، از قضيه دوم انتقال استفاده مي  :  

fتبديل لاپلاس تابع F(s)كهصورتيدر  (t) آنگاه داريم: ،باشد  
as

aL[u (t)f (t)] e L[f (t a)]   

as
a aL [e F(s)] u (t)L [F(s)] u (t)f (t a)

t t a
    

 
1 1  

auوقتي عبارتي در :1جه تو (t) ،ضرب شده باشد، در محاسبه تبديل لاپلاس آنau (t) گيريم و در تابع باقيمانده تمامي را در نظر نميtها را بهt a 
  كنيم.ضرب مي ،را در عبارت حاصل aseيم. در نهايتنمايتبديل كرده و پس از ساده سازي، لاپلاس آن را محاسبه مي

گيريم و را در نظر نمي aseتابع است. در اين حالت تبديل لاپلاس در ضابطه aseدر لاپلاس معكوس، وجودنشانه استفاده از قضيه دوم انتقال  :2توجه 
tها را به tكنيم. سپس در عبارت حاصل تمامي محاسبه مي تابع باقيمانده را معكوس پلاسلا a تبديل كرده و نتيجه حاصل را درau (t) كنيم.ضرب مي  

 تبديل لاپلاس تابع :45مثالf (t) sin(t)[H(t) H(t )]   ) كدام است؟H(t)91(رياضي ـ سراسري   سايد است.)تابع هوي(  

1(
seF(s)

s

 


 2
1
1

  2( 
seF(s)

s

 


 2
1
1

  3( 
seF(s)
s

 


 21
  4( 

seF(s)
s




 21
  

 :1«گزينه  پاسخ«  H(t)F(s) L[sin t(H(t) H(t ))] F(s) L[sin t( H (t))]
      1 1   

  
s s

sin(t ) sin ts e eF(s) L[H (t)sin t] e L[sin(t )] F(s)
s s s s s

 
 




          
    2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1
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 لاپلاس تابع  :46مثال
; x

f (x)
sin x ; x

   
 



6

6

 
  )91(مهندسي عمران ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (
s s

se e
s s

 
 


 

6 6
2 2

3 1 1
2 21 1

  2 (
s s

se e
s s

 
 


 

6 6
2 2

3 1 1
2 21 1

  

3 (
s s

se e
s s

 
 


 

6 6
2 2

3 1 1
2 21 1

  4 (
s s

se e
s s

 
 


 

6 6
2 2

3 1 1
2 21 1

  
  

 :اي برحسب پله واحد، تابعوابع چند ضابطهطبق دستورالعمل بازنويسي ت»  4«گزينه  پاسخf (x) توان به صورترا ميf (x) u (x)sin x
6

نوشت.  

fحالا تبديل لاپلاس (x) كنيم:  را محاسبه مي  

  
as

a
sL[u (x)f (x)] e L[f (x a)]F(s) L[f (x)] L[u (x)sin x] F(s) e L[sin(x )]




 



    6

6 6   

  
s s s.F(s) e L[sin x cos cos x sin ] F(s) e ( )

s s

 
  

     
 

6 6
2 2

3 1 1
6 6 2 21 1

      

  ) پاسخ تست است.4ي (گزينهكنيد ه ملاحظه ميطور كهمان

  

 معكوس تبديل لاپلاس :47مثالse
s

4
3
  )89(رياضي ـ سراسري   عبارت است از: 2

1((t )u(t ) 4 4  2((t ) u(t ) 24 4  3((t )u(t ) 4 4  4((t ) u(t ) 24 4  

 :دانيم كه لاپلاس معكوسمي  »2«گزينه  پاسخ
s3
seاست. حالا براي محاسبه لاپلاس معكوس t2برابر 2

s
4

3
  گيريم:از قضيه دوم انتقال كمك مي 2

  

as
a at t

L [e F(s)] (t) L [F(s)]u
sL [ e ] u (t)L [ ]

t ts s

f (t) u (t) {t } f (t) (t ) u (t)
t t

  

 


   
 

    
 

1 1
1 4 1

43 3

2 2
4 4

2 2
4

4
4

       

  

 تبديل لاپلاس تابع :48مثالf (t) كه نمودار آن در شكل زير نشان داده شده كدام است؟  

1 (
s ( s)e e

s s

  




2 2 11 1
1  2 (

s ( s)e e
s s

  




2 2 11 1
1  

 

3 (
( s) se e

s s

  




2 1 21 1
1  4 (

( s) se e
s s

  




2 1 21 1
1  

 :ضابطه نمودار داده شده به صورت »4«گزينه  پاسخt t

t

f (t) e t f (t) (e )[u (t) u (t)]
t




       
 

21 2 1
2



 




به محاسبه  حالا .است 

  پردازيم:لاپلاس آن مي

  t t t t s tL[f (t)] L[(e )( u (t))] L[e ] L[u (t)(e )] L[e ] L[ ] e L[e ]           2 2
2 21 1 1 1 1 1  

( s) s
t s t s e e eL[f (t)] L[e ] L[ ] e (L[e e ] L[ ]) e ( ) L[f (t)]

s s s s s s

 
   

            
  

2 2 1 2
2 2 21 1 1 1 11 1 1 1 1  

  

2e 1

2
t

0

1

f (t)

te 1
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 اگر تبديل لاپلاس: 49مثالf (t) برابر
s( e )F(s)

s




2 2
2

fهاي زير در مورد شكل نمودارباشد، كدام يك از گزاره 1 (t)   صحيح است؟  
  الساقين در بالاي محور زمان است.الف) شكل تابع يك پالس مثلثي متساوي

Tب) تابع متناوب با دوره تناوب    .است 2
  پ) قسمتي از نمودار بالاي محور زمان و قسمتي از آن پايين محور است.

u]ت) معادله مشتق آن برابر (t) u (t)] 2 11   است. 2
  ) ب و پ و ت4  ) الف و ب3  ) پ و ت2  ) الف1
 :كنيم:ابتدا معكوس تبديل لاپلاس را محاسبه مي»  1«گزينه  پاسخ  

s s s

t t t t

( e ) e eL [F(s)] L [ ] f (t) L [ ] t u (t)L [ ] u (t) L [ ]
s s s s

  
    

   

  
      

2 2 2 41 1 1 1 1
2 42 2 2 24 4

1 1 2 1 12  

t t
f (t) t u (t) (t ) u (t) (t ) t t

t

 
            
 

2 4

2
2 2 4 4 2 4

4




  

كنيم. واضح است كه نمودار متناوب نيست (رد گزاره (ب)). همچنين ها را بررسي ميخب! حالا تك تك گزاره
fكل نمودار بالاي محور زمان است (رد گزاره (پ)). مشتق تابع (t) صورتنيز برحسب تابع پله و به 

f (t) u (t) u (t)   2 41 الساقين صورت يك مثلث متساوياست (رد گزاره (ت)). از طرفي شكل نمودار به 2
  ) صحيح است.1است، بنابراين تنها گزاره صحيح (الف) است. در نتيجه گزينه (

  

 نمودار تابع :50مثالf (t) وقتيs sF(s) e ( ) e ( )
s s ss s

     3
2 2

1 2 3 2    كدام است؟ 8
  
  
  
  
  
  

)1(  )2(  )3(  )4(  

 :از تابع با استفاده از قضيه دوم انتقال »3«گزينه  پاسخF(s) گيريممعكوس تبديل لاپلاس ميas
a(L [e F(s)] u (t) L [F(s)] )

t t a
  

 
1 1:  

s s s sL [F(s)] L [ e ( ) e ( )] L [ ] L [e ( )] L [e ( )] :
s s s s s ss s s s

                 1 1 3 1 1 1 3
2 2 2 2

1 2 3 2 8 1 2 3 2 8  

s

s

L [ ]
s

L [e ( )] u (t)L [( )] u (t)[ t ] u (t)[ (t ) ] u (t)[ t ]
t t t ts ss s

L [e ( )] u (t)L [( )] u (t)[ t ] u (t)[ (t ) ] u (t)[ t ]
t t t ts ss s



  

  


 

              

          

   

1

1 1
1 1 1 12 2

1 3 1
3 3 3 32 2

1 1

2 3 2 3 2 3 2 1 3 2 11 1
2 8 2 8 2 8 2 3 8 2 23 3

 

  كنيم:يگر جمع ميحالا نتايج فوق را با يكد

  
t

f (t) u (t)[ t ] u (t)[ t ] t t
t

 
        
 

1 3

1 1
1 2 1 2 2 2 1 3

2 3


  

fي به دست آمده برايبا توجه به ضابطه (t)) باشد.) جواب مسأله مي3، مشخص است كه گزينه  

auكه آرگومان ورودي تابع پلههنگامي :3نكته  (t) u(t a)  بتي ماننددر عدد ثاk ،ضرب شودau (kt) u(kt ka)  نمودار تابع در راستاي ،
tو حول نقطه tمحور  aبا نسبتk ل نمودار ايجاد فشرده شدن آن تغييري در شكپس شود. چون نمودار پله به صورت يك خط افقي است، فشرده مي
u(tكند. به عبارتي ديگرنمي a) u(kt ka)  دهيم.. اين نكته را با ذكر يك مثال توضيح مي  

t

f (t)

1

2

3

1 2 3

2

4





t

f (t)

1

2

3

1 2 3

2

6





t

f (t)

1

2

3

1 2 31

2

4





t

f (t)

1

2

3

1 2 31

2
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2
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f (t)
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 تبديل لاپلاس تابع :51مثالtf (t) u ( t )e cost


 
2

33   )97ـ سراسري (مهندسي برق و مكانيك      ؟كدام است ،2

1 (
(s )

se
(s )


 




12
2 2

6
1

  2(
(s )

e
(s )


 



 

12
21 1

    3(
(s )

se
(s )






 

12
2

6
1 1

    4(
(s )

se
(s )






12
2 2

6
1

    

 :2«گزينه  پاسخ«  

tازايابتدا توجه كنيد كه بهروش اول:  t 
   

33 2 2 شود. بنابراين تابعآرگومان تابع پله برابر صفر ميf (t) ورت زير نوشت:صتوان بهرا مي  

te cos t ; t
f (t)

; t

 
   


2

2 
  

 دست آورد.را به fتوان تبديل تابعتبديل لاپلاس مي فپس با توجه به تعري
(s )

st t eL[f (t)] e .e cos t dt
(s )


 

 
  

 
12

2
2 1 1

  

  قابل حل است. جزءبهگيري جزءرو از روش انتگرالتوجه شود كه انتگرال روبه

u(tابع به فرمبا نوشتن تروش دوم:  )f (t ) 
 2 tراحتي از قضيه انتقال تابع استفاده كنيم به اين صورت كهتوانيم بهمي 2 s: L[u(t t )f (t t )] e F(s)       

t t
f (t) u [ (t )]e e ( sin(t )) e {u (t )e sin(t )}

   
 

 
   

       2 2 2 2

2 2
3 2 2 2 2   

s (s )tf (t) e (e L[e .sin t]) e [ ]
(s )

  
  

   
 

12 2 2
2

1
1 1

   

cosچون با تبديلروش سوم:  t  حتماً در مخرج كسر بايدسروكار داريم پسs 2 cosدر teرا داشته باشيم. از طرفي چون 1 t  ضرب شده با توجه به
s)قضيه انتقال حتماً در مخرج كسر ) 21   يط را دارد.) اين شرا2وجود دارد. واضح است كه تنها گزينه ( 1

 
  قضيه سوم انتقال      

aتابع ضربه يا تابع دلتاي ديراك (t) در تابع پيوسته و خواص آن مطرح گرديد. چنانچه تابع دلتاي ديراك شد در درسنامه قبل معرفي f (t)  ضرب شده
  شود:  يزير محاسبه م صورتبهتبديل لاپلاس آن  ،باشد

as
aL[ (t)f (t)] e f (a)   

aبنابراين به ازاي  حاصل ،f ( ) f ( ) .sL[ (t)f (t)] e   
 شود.مي  

fتابع مقدار ،: دقت كنيد كه در سمت راست تساوي1توجه  (t) به ازايt a  تبديل لاپلاس مقدارآورده شده و نهf (t) . 

 تبديل لاپلاس :52مثالf (t) (t ) cost   1 :86(مهندسي مكانيك (ساخت و توليد) ـ آزاد   برابر است با(  

1(s
s


21

1
  2(s(cos )e1  3(s

s 2 1
  4(s(cos )e1  

 :2«گزينه  پاسخ«  
asL[ (t a)f (t)] e f (a) sL[ (t ) cos t] e cos

      1 1   

       

fتبديل لاپلاس تابع F(s)كهدر صورتي (t) ،آنگاه داريم: باشد  

                               sL[f (at)] L[f (t)] F( )sa a as
a

 


1 1  

tL [F(as)] L [F(s)] f ( )ta a at
a

  


1 11 1  

 غيير مقياست



  

253 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   معادلات ديفرانسيل

 

 اگر: 53مثالF(s) L[f (t)]كهL[f (t)] لاپلاس تابعf (t) وL1 لاپلاس معكوس تابعF(s) باشد، آنگاهL [F(as b)] 1  است با:برابر  

  )87مشابه مكانيك  (آزمون دكتري دانشگاه اميركبير

1 (bt te f ( )
a a

1  2(btae f (at)  3 (
b t
a tae f ( )

a

  4(
b t
a te f ( )

a a

1  

 :سازي داريم:با ساده  »4«گزينه  پاسخ  
tb bL [F(as)] f ( )t t

a aa ab tL [F(as b)] L [F(a{s })] e L [F(as)] e f ( )
a a a

        
1 1

1 1 1 1−I£TºH −»H ¾Ã… ¤  
  
  
  

  

 اگر  :54مثال
s s( e )( e )f (t) L [ ]

s

 
  


2 31 2 2 fدر اين صورت ،3 (   دانشگاه علم و صنعت)پايان ترم  سؤالات(از   برابر است با: 7(

1 (1  2 (3  3 (  4 (3  

 :سازي داريم:سادهبا كمي » 4«گزينه  پاسخ  
s s s s s s s s( e )( e ) e e e e e eL [ ] L [ ] L [ ]

s s s s s s

       
      

    
2 3 3 2 5 2 3 5

1 1 12 2 3 4 6 2 3 4 2 6 3  

fاز خطي بودن عملگر لاپلاس استفاده كرده و تابع (t)آوريم:دست ميرا به 
s s s s s se e e e e ef (t) L [ ] L [ ] L [ ] L [ ] L [ ] u (t) u (t) u (t)

s s s s s s s s

     
               

2 3 5 2 3 5
1 1 1 1 1

2 3 5
4 2 6 3 14 2 6 3 4 2 6 3  

tبا جايگذاري  fدر ضابطه7 (t) :داريم    f ( ) u ( ) u ( ) u ( ) f ( )          3 2 57 4 6 7 2 7 3 7 4 6 2 3 7 3  
  

  

       
  

fتبديل لاپلاس تابع F(s)كهدر صورتي (t)                                                                             :باشد؛ آنگاه داريمn n (n)L[t f (t)] ( ) F (s) 1  
fدر تابع tر بار ضرب به عبارت ديگر به ازاي ه (t)بايد يكبار از ،F(s)  .مشتق گرفته و حاصل را قرينه كنيم  

L[tfمثلاً (t)] F (s) يا ، dL[t f (t)] ( F (s)) F (s)
ds

     2 1 . 

f                                        توان به صورت مقابل عمل كرد:  همچنين براي محاسبه معكوس تبديل لاپلاس مي (t) L [F(s)] L [F (s)]
t

    1 11  

  استفاده كرد: F(s)توان با دو رويكرد در مسائل محاسبه لاپلاس معكوس تابع از نتيجه فوق مي
Lمحاسبه لاپلاس معكوس مشتق تابع (يعني حالت اول: [F (s)] 1از محاسبه لاپلاس معكوس خود تابع است:تر ) ساده  

f (t) L [F(s)] L [F (s)]
t

    1 11  

F(s)مثلاً تابع Ln(s ) 1 و مشتق آن يعنيF (s)
s

 

1

tLرا در نظر بگيريد. واضح است كه محاسبات مربوط به 1 [ ] e
s

 


1 1
 در مقايسه با محاسبات 1

L [Ln(s )] 1 tfتر است. بنابراينبسيار ساده1 (t) L [ ] e
t s t

    


11 1 1
به فرم تابع لگاريتم بود،  F(s)توان گفت كه هر گاه. به طور مشخص مي1

  توان از اين روش استفاده كرد.مي
Lمحاسبه لاپلاس معكوس انتگرال تابع (تابع اوليه) (يعني حالت دوم: [ F(s)ds] 1تر از محاسبه لاپلاس معكوس خود تابع است:) ساده  

f (t) L [F(s)] tL [ F(s)ds]    1 1  

sمثلاً تابع
(s a )



2 2 2
داراي تابع اوليه 2

s a2 2
Lاست. واضح است كه محاسبه1 [ ] sin at

as a
 


1

2 2
1 sLتر از محاسبهخيلي ساده 1 [ ]

(s a )
 


1

2 2 2
است.  2

sدر نتيجه خواهيم داشت:  tL [ ] sin at
a(s a )

 
 


1

2 2 2
2. 

  گيري از تبديل لاپلاس قضيه مشتق
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