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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  هابه كمك قضيه مانده هاي عدديو برخي سري حقيقيي انتگرال توابع محاسبه :4درسنامه 
  

ها براي تمـام  اين روش .پردازيمهاي معين برخي توابع حقيقي ميي انتگراليعني محاسبه ،هامانده در اين درسنامه به بررسي يكي از زيباترين كاربرد نظريه
  :ايمبندي كردهها را دستهكه ما آن ها حل كردتوان با اين روشها را مياما به هر حال بسياري از اين انتگرال ،ده نيستندهاي حقيقي قابل استفاانتگرال

  

  

 
fـ محاسبه انتگرال هايي به صورت1 (cos ,sin )d


  

2
  

izگزينيو جايcosوsinها با توجه به مقاديربراي محاسبه اين نوع انتگرال e  :داريم  
i i i icos (e e ) (z ) , sin (e e ) (z )

z i i z
              

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2  

i iz e dz ie d d dz
iz

       
1  

  كه در نهايت انتگرال به صورت زير قابل بيان است:

|z|
I f (z)dz


  1  

  

 حاصل انتگرال :1مثالdI
sin

 


 
2

5 3
  كدام است؟ 

1 (
2  2 (   3 (2  4 (

4  

   : با جايگزيني»  1«گزينه پاسخsin (z )
i z

  
1 1
dو 2 dz

iz
 

           داريم: 1

|z| |z| |z|
dzI ( ) dz dz
iz z iz(z ) iz (z )

i z
  

  
    

   21 1 12
1 1 2

3 1 3 3 1 35 5 12 2


  

i  مخرج داريم: هايبا به دست آوردن ريشه i i iz i ,      
   

1 1 36 1 8 36 6 3
     

izفقط   |يدرون دايره 3 z |1 با فرض قرار دارد، پسp(z)f (z)
q(z)

  :داريم  i ii z zz

p(z)Res f (z)
q (z) z i i   

  
  333

2 1
6 1 4

  

I i
i


   

12 4 2 

 

 حاصل انتگرال :2المثdI
cos sin

 


   
2

3 2
  كدام است؟  

1 (  2 (
2  3 (3

2  4 (2  

  : با جايگزين كردن مقادير گفته شده داريم:  »1«گزينه پاسخ  

|z| |z|

dz
dzizI i[Res ( )]

( i)z iz i ( i)z iz i(z ) (z )
z i z

 
    

          
 1 1 2 2

2 12 21 1 1 1 2 6 1 2 1 2 6 1 23 2
   

izدو قطب ،با صفر قرار دادن مخرج 
1

2
zو 5 i 2 izشود كه فقطحاصل مي 2 

1
2

|در داخل دايره 5 z |1 :قرار دارد لذا داريم  

z zz z
I i Res i Lim I i

i( i)z i( i)z iz i ( i) i
          

       11 2
1 1 14 4 4 22 1 2 61 2 6 1 2 2 1 2 65
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I Re[ i( )] [ ( )]
i i



       



1 3 1 1 12 22 4 2 2 4

4

 حاصل انتگرال :3مثالdI
cos

 


 
2

2
  كدام است؟ 

1 (
1
2  2 (2  3 (i2  4 (1  

  : با جايگزيني»  2«گزينه پاسخcos (z )
z

  
1 1
  داريم: 2

|z|

dz dz
dz dziz izI

i iz (z ) z z z z(z )
z z




   

      
   1 2 2 2

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2

     

z  كنيم:هاي تابع را حساب ميبا صفر قرار دادن مخرج كسر، قطب z z , z       2 2 2 1 2 1 2 1  
zكه از بين دو قطب فوق فقط  2 |درون دايره 1 z |1 :واقع است، لذا داريم  

z z
I i Res f (z) i Re z [ ] i i( ) i

zz ( )z z   


            

    22 1 2 1
2 1 12 2 4 4 2

2 12 2 2 2 2 1 2 22 2 1
  

دقت كنيد پشت انتگرال ضريب
i
Iداشتيم، پس 1 ( i)

i
   

1 2 2.  
 

  

 
Iـ محاسبه انتگرال هايي به فرم كلي2  f (x)dx




  

  
p(x)fفرض كنيم (x)

q(x)
 از درجه صورت بيشتر اسـت  حداقل دو درجهاي هستند و درجه مخرج يك تابع كسري است كه صورت و مخرج آن چندجمله. 

  باشد:قابل محاسبه ميحاصل انتگرال به صورت زير در اين صورت 
f( مجموع مانده هاي (z) (.در قطب هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند I f (x)dx i




   2 

  
fهايقطبهايي به صورت فوق، اول تمام يعني در محاسبه انتگرال (z) بالاي محـور حقيقـي  ه ك هاييمانده تابع را در قطب فقطكنيم، بعد را حساب مي 

  كنيم.ضرب مي i2در با هم جمع و حساب كرده وقرار دارند 
 اگر تابع :1تذكرf (z)  ًرا به جاي مربوط به آن داشته باشد، بايد مانده قطبيروي محور حقيقي دقيقاi2 درi .ضرب كنيم  

  

 حاصل انتگرال :4المثxI dx
x x








 
2

4 2
1

5 4
  كدام است؟  

) 3  1) 2  ) صفر1
6  4 (5

6  

  : هــاي تـابع داراي قطـب »  3«گزينه پاسخz i 2 وz i   بـاشـــد كــه فقــط   مـيi وi2  بــا فـرض    .صفحــه فـوقـانــي قــرار دارنــد    در نيــم
p(z) z 2 q(z)و 1 z z  4 25   خواهيم داشت: 4

p(i) p( i) (i) ( i)I i[ ] i[ ] I i[ ]
q (i) q ( i) i i i i(i) (i) ( i) ( i)

    
          

      

2 2

3 3
2 1 2 1 2 52 2 22 4 1 32 2 64 1 4 2 1 2   

  
 

 حاصل انتگرال  :5مثالxI dx
x x

 


 
2

4 2
2 1

5 4
  برابر كدام گزينه است؟ 

1 (
6  2 (

2  3 (
4  4 (

3  

 :توان آن را به صورت زير نوشت:زوج بودن تابع مي ي انتگرال امكان استفاده از فرمول وجود ندارد، اما با توجه بهبا توجه به بازه  »3«گزينه   پاسخ  
xI dx

x x








 
2

4 2
1 2 1
2 5 4

  

zfبراي اين منظور لازم است مانده .توانيم از فرمول استفاده كنيمحالا مي (z)
z z




 

2

4 2
2 1

5 4
  :هايي كه بالاي محور حقيقي هستند، حساب كنيمرا در قطب 

z i
z z (z )(z ) z i , z i

z i
 

           
4 2 2 2 25 4 4 1 2 Â£Ã£e n¼d¶ Á¯IM ÁIÀK‰¤  

z (i)
z i i iz z (i) (i)

  
    

 

2 2

3 3
2 1 2 1 3 1

6 24 1 4 1 
zمانده در  i   

    z ( i)
z i i iz z ( i) ( i)

  
   

  

2 2

3 3
2 1 2 2 1 9 3

2 12 44 1 4 2 1 2 
zمانده در  i 2   
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 حاصل :6مثالdx
(x )(x )



   2 21 9
  كدام است؟ 

1 (
4  2 (

12 3 (
3  4 (

2 

  : هاي تابعقطب  »2«گزينه  پاسخz i  وz i 3 باشند، كه فقطميz i وz i   هستند:بالاي محور حقيقي  3

z i z i

z i z i

z i z iLim Lim
i(z )(z ) (z i)(z i)(z )

I i( ) i( )
z i z i i i iLim Lim

i(z )(z ) (z )(z i)(z i)

 

 

                      
     

2 2 2

2 2 23 3

1
161 9 9 1 1 3 12 23 3 1 16 48 48 12

481 9 1 3 3

  

 

 حاصل :7مثالxI dx
( x )







2

2 41
  كدام است؟ 

1 (
8  2 (

32  3 (
16  4 (  

 :تابع  »3«گزينه  پاسخzf (z)
( z )




2

2 41
zدر  i  يداراي قطب است. ماندهf را درz i است و بـالاي محـور افقـي قـرار      4ي كه قطب مرتبه

z  كنيم.حساب مي ،دارد i z i
d z d zRes(f , i) [(z i) ] [ ]

! dz (z i) (z i) dz (z i)
   

  

3 2 3 2
4

3 4 4 3 4
1 1
3 6  

zاگر از
(z i)

2

z  ، سه بار مشتق بگيريم خواهيم داشت:4 i
z z iRes (f , i) [ ]

(z i) (z i) (z i)



    

  

2

5 6 7
1 24 12 12
6 32

   

iI  در نتيجه داريم: i  
   2 32 16  

 

 حاصل :8مثالdxI
x




 6 1

  كدام است؟ 

1(
3  2(2

3  3(3
4  4(5

6  

 :هاي تابعابتدا مانده»  1«گزينه  پاسخf (z)
z


6

1
1

  را حساب كنيم. -1هاي ششم عدد آوريم: براي اين كار بايد ريشهرا به دست مي 

i
ki( )ez z z e


 

       
2

16 6 61 1 1    

  داريم: 5از صفر تا  kبه ازاي مقادير مختلف 
i i i i i i

z e , e , e ,e ,e ,e
     


3 5 7 9 11

6 6 6 6 6 6  

هايهاي فوق فقط قطباز بين قطب
i

e

6،

i
e

3
و 6

i
e

5
بالاي محور حقيقي قرار دارند (به زواياي 6

6،
3
5و 6

كه در ربـع اول و دوم قـرار دارنـد، دقـت      6

fيعني fبا توجه به ضابطه  كنيم.را در اين سه نقطه حساب مي كنيد) خب حالا مانده تابع (z)
z


6

1
1

باشـد. اگـر از   بهترين راه استفاده از روش سوم مي ،

مخرج مشتق بگيريم به شكل
z5
1

6
)  شود، پس داريم:مي  i ) 

1 3 1
6 2 2

i

i
e [cos( ) i sin( )

(e )





  

     
5
6

56

1 1 1 5 5
6 6 6 6

6
مانده در 

i
e

6  

( i)
1
6 

i

i
e [cos( ) i sin( )

(e )





   

    
5
2

3
56

1 1 1 5 5
6 6 2 2

6
مانده در 

i
e

3
6  

[ i ]
1 3 1
6 2 2

i

i
e [cos( ) i sin( )

(e )





  

     
25

6
5

56

1 1 1 25 25
6 6 6 6

6
مانده در 

i
e

5
6  

ii ( ) 
   

22 3 3
i[ i i i ] I          

1 3 1 3 1
6 2 2 2 2 3 هامجموع مانده  

dxدقت كنيد، حاصل فوق برابر انتگرال
x



  61
1است، لذا بايد عبارت فوق در عدد گيري در صورت تست از صفر تاباشد و چون بازه انتگرال، مي

ضرب شود،  2

يعني
3I 

  
1 2
2 3.  
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 اگر  :9مثالn حاصل انتگرال آنگاه ،عددي طبيعي باشدn
dxI

(x )




 2 11

    برابر كدام گزينه است؟ 

1 (n
( n!)

(n!)

2

2
2

  2 (n
( n!)

(n!)


2 1 2
2

2
  3 (n

(n!)
( n!)


22 2

  4 (n
(n!)

( n!)


2 12 2
  

 :ي آن (با توجه به زوج بودن تابع زير انتگرال)زهي انتگرال امكان استفاده از فرمول وجود ندارد، اما با تغيير بابا توجه به بازه  »2«گزينه   پاسخ 
  توانيم از فرمول استفاده كنيم، بنابراين داريم:مي

n
dxI

(x )



 
 2 1

1
2 1

  

nfكافي است مانده تابع (z)
(z ) 


2 1
1
1

zتنها قطب تابع كه بالاي محور حقيقي قرار دارد، .هاي بالاي محور حقيقي تعيين شونددر قطب  i لذا باشدمي ،

zبا توجه به اين كه i يقطب مرتبه(n )   است، داريم: ام1
(n ) n

n
(n ) n n n nz i z i

d dLim [(z i) ( )] Lim [ ]
(n )! n!dz (z i) (z i) dz (z i)

 


     
  

    

1 1
1

1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 zمانده در 1 i  

  ام برسيم:nمورد حاصل مشتق ي كلي در گيريم تا بتوانيم به يك ضابطهچند بار مشتق مي
n n n

n n n n n nz i z i z i

d (n ) d (n )(n ) d (n )(n )(n )Lim [ ] Lim [ ] Lim [ ]
n! n! n!dz (z i) dz (z i) dz (z i)

  

       

       
  

  

1 2 3

1 2 2 3 3 4
1 1 1 1 2 1 1 2 3  

  رسد فرمول كلي مشتق به صورت زير باشد:به نظر مي

n n

n n n

n nz i

( ) (n )(n ) (n n) ( ) (n )(n )(n ) (n n) ( ) (n )(n )(n ) ( n)Lim[ ] [ ] [ ]
n! n! n!( i) ( i)(z i)

   

            
  


1 2 1 2 1

1 1 1 3 1 1 1 2 3 1 1 1 2 3 2
2 2

    

)براي اين كه بتوانيم عبارت صورت كسر بالا را به صورت n)!2 بنويسيم، لازم است جملات قبل از(n )1   نيز اضافه شود، بنابراين در صورت و مخرج كسـر
n)عبارت  ) (n ) n      1 2 2 1 كنيم.را ضرب مي  

  
( n)!

n

n
( ) (n ) (n ) n (n ) ( n)[ ]

n! [ (n ) (n ) n]( i) 
           


      

2

2 1
1 1 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 2


 


  حاصل عبارت 

  شود:بارت به صورت زير بازنويسي ميداريم بنابراين ع !nبود و لذا در مخرج !nعبارتي كه ضرب كرديم، همان
n n

n n
( ) ( n)! ( ) ( n)![ ]

n! ( i) n! (n!) ( i) 
 

 2 1 2 2 1
1 1 2 1 2

2 2
  حاصل عبارت 

n n n

n n n n n n n
( n)!( ) ( n)!( ) ( n)!( ) ( n)!I [ i( )] [ i( )] [ i( )]

(n!) . .(i) (n!) . .(i ) i (n!) . .( ) i (n!)    
   

      
2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 22 2 22 2 22 2 2 1 2
  

را بـا امتحانـات پايـان تـرم اشـتباه       تسـتي  هـاي گاهي بعضي از طراحان كه آزمـون  از چون هر ،رسانمبا عرض خسته نباشيد از حل اين مثال به اطلاع ميتوضيح: 
توانيد در صـورت  تر مي(البته به عنوان روش ساده .ت نيز آشنا شويدسؤالاگونه ما هم اين مثال را آورديم تا با حل اين ،كنندين نوع سؤالات طرح مياز ا گيرند،مي

  ي را بررسي كنيد.)ترها هم همان عدد را قرار دهيد و انتگرال ساده، عددي مناسب قرار دهيد و در گزينهnسؤال به جاي
  

  

  

fـ محاسبه انتگرال هايي به فرم كلي3  (x)sinaxdx



و f (x)cosaxdx




 

  

p(x)fفرض كنيم (x)
q(x)

  و از درجه صورت بيشتر حداقل يك درجهاي هستند و درجه مخرج صورت و مخرج آن چند جمله كهيك تابع كسري استa 

  حاصل انتگرال به صورت زير قابل محاسبه است:در اين صورت  .تر از صفر استعددي حقيقي و بزرگ

iazfهاي تابع(مجموع مانده[ (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند)در قطبI f (x)cosaxdx Re[ i



   2  

iazfهاي تابع(مجموع مانده[ (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند)در قطبI f (x)sinaxdx Im[ i



   2  

 اگر تابع :2تذكرf (z)، ًرا به جاي مربوط به آن داشته باشد، بايد مانده قطبيروي محور حقيقي  دقيقاi2 درi .ضرب كنيم  
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 حاصل :10مثالcos xI dx
x






 2
2

9
  كدام است؟ 

1 (
e


33
  2 (

e


63
  3 (

e


39
  4 (

e


69
  

  : مانده تابع كافي است راي محاسبه انتگرال فوقب»  2«گزينه پاسخ
ize

z 

2

2 9
  .حساب كنيم ،هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارندرا در قطب 

iz iz iz

z i
z i

cos x e e e edx Re[ i Res ] Re[ i Res ] Re [ i ] i.
z i ix z z e

[ ]










         

  
2 2 2 6

32 2 2 63
2 2 2 2 3 39 9 9 3

  

 

 حاصل انتگرال :11مثالxsinxI dx
x x






  2 2 2
  كدام است؟   

1 ((cos sin )
e

 1 1   2 ((sin cos )
e

 2 1 1  3 ((sin cos )
e

 1 1  4 ((cos sin )
e

 2 1 1  

 :تابع»  3«گزينه  پاسخf (z) را به صورتzf (z)
z z


 2 2 2

  :يمكنهاي تابع را حساب ميبا صفر قرار دادن عبارت مخرج كسر قطب .كنيمتعريف مي 

  z z (z ) (z ) i z i z i                   2 2 2 22 2 1 1 1 1 1 1   

zاز دو قطب فوق فقط i  1 پس بايد مانده تابع ،بالاي محور حقيقي قرار داردizf (z)e  .از روش سـوم محاسـبه   اسـتفاده   را در اين نقطه حساب كنـيم
iهاي تابع مشتق مخرجzهاي صورت و همچنينzي تمامدانيم بايد به جاميتر است. براي اين تست مناسبمانده  1 :قرار دهيم  

( i)( i )e    


11
در مانده 2

i( i) ( i)
i( i)e ( i)e z i

( i) i

      
     

  

1 11 1 12 1 2 2
´Ã¹¨Â¶ Jo† nj Hn Zoh¶ » Rn¼‚ مانده درz i  1  

i(i )e i i sin i( )e [cos( ) i sin( )] cos cos sin
e e e e e


   

        
11 1 1 1 11 1 1 1 12 2 2 2 2 zمانده در 2 i   1  

هـاي دوم و سـوم قسـمت    جملـه  i2با ضـرب در  .ضرب كنيم و بعد قسمت موهومي آن را به دست بياوريم i2طور كه گفتيم بايد اين عبارت را درهمان
هـا، بـه عنـوان قسـمت     هاي اول و چهارم ضـرب شـود آن  در جمله i2چون وقتي همين قسمت مدنظر ماست.) (كه اتفاقاً موهومي به حساب خواهند آمد،

cos  شود:پس حاصل انتگرال برابر با مقدار مقابل مي حقيقي عبارت محسوب خواهند شد. sinI (sin cos )
e e e

  
   

2 1 2 1 1 12 2  
 

 حاصل انتگرال  :12مثالcos x dx
x x







  4 25 4
)برابر كدام گزينه است؟  )      

1 (( e e )  
 224  2 (( e e )  

 226  3 (( e e )  
 224  4 (( e e )  

 226  

 :براي تابع فوق»  2«گزينه   پاسخf (z)
z z


 4 2

1
5 4

  كنيم:هاي تابع را حساب ميگيريم. ابتدا قطبدر نظر مي 

z z (z )(z ) z i , z i           4 2 2 25 4 1 4 2   

حالا كافيست مانده
i ze

z z



 4 25 4
  هاي بالاي محور حقيقي حساب شود:، در قطب

e eI Re[ i( )]
i i

  



     




2
2 6 12 ( e e )  

 226

i z i (i)e e e
z i iz z (i) (i)

  
  

 3 3 64 1 4 1 
z مانده در i

i z i ( i)e e e
z i iz z ( i) ( i)

   
   

 

2 2

3 32 124 1 4 2 1 2 
z مانده در i 2

  
 

 حاصل :13مثالcosxI dx
(x )




 2 24

    برابر كدام گزينه است؟ 

1 (e 23
16  2 (e 23

32   3 (e  23
16  4 (e  23

32  
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 :انتگرال را به صورتيد بازه ابتدا با ،نهايت استبا توجه به كران انتگرال كه از صفر تا بي»  2«گزينه   پاسخ



 تبديل كنيم، چون تابع زير انتگرال زوج 

  پذير است و لذا داريم:است اين موضوع امكان
cosxI dx

(x )






 2 2
1
2 4

  

براي محاسبه اين انتگرال بايد مانده
ize

(z )2 24
zساب كنيم. تنها قطب تابع كه بالاي محور حقيقي قرار داردهاي بالاي محور حقيقي حرا در قطب  i 2 

  باشد و لذا داريم:مي
iz iz iz i( i) i( i)

z i z i

e (z i) ie (z i) (z i)e ie ( i i) ( i i)eLim[ ] Lim
! (z i) (z i) (z i) ( i i) 

        
   

2 2 2 2 2

2 2 4 42 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2

zمانده در  i 2  

ie


23
32

e ( i) ( i)e ( i)e    
  



2 2 2

4
16 2 4 24

16 164
  

e 23
32

ie eI Re[ i( )] I ( ) I
  

      
2 21 3 1 322 32 2 16  

 

 حاصل انتگرال  :14مثالxsin( x) dx
(x )(x )



   2 2
3

3 1
    برابر كدام گزينه است؟  

1 ((e e ) 
3 3 3

4  2 ((e e ) 
3 3 3

2  3 ((e e ) 
3 3 3

4  4 ((e e ) 
3 3 3

2  

 :با توجه به تابع زير انتگرال بايد مانده تابع  »4«گزينه   پاسخ
i zze

(z )(z ) 

3

2 23 1
هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند) هاي آن (قطبرا در قطب 

zهاي بالاي محور حقيقي فقطقطب .حساب كنيم i zو 3 i :هستند، لذا داريم  
i z i (i)ze ie ie e

z i iz(z ) z(z ) i(i ) i(i )

 
   

     

3 3 3 3

2 2 2 2 4 42 1 2 3 2 1 2 3
zمانده در  i  

i z i (i )ze ie ie e
z i i ( )z(z ) z(z ) (i )[(i ) )] (i )[(i ) ]

 
   

      

3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2
3 3

43 2 3 22 1 2 3 2 3 3 1 2 3 3 3
zمانده در  i 3  

    بنابراين حاصل انتگرال برابر مقدار زير است:

(e e ) 
3 3 3

2
e eI Im[ i( )]
 

   
3 3 3

2 4 4  
 

 حاصل  :15مثالcosxI dx
( x )




 2 41
    كدام است؟ 

1 (
e
37

48  2 (
e
37

96  3 (
e
37

24  4 (
e
37

12  

 :ي تابعابتدا بايد مانده  »2«گزينه   پاسخ
izef (z)

(z )


2 41
zرا در  i    4ي كه بالاي محور حقيقي است تعيين كنيم. اين نقطه يـك قطـب مرتبـه 

  است. بنابراين داريم:
iz iz

z i z i
d e d eRes(f , i) [(z i) ] [ ]

! dz (z i) (z i) dz (z i)
   

  

3 3
4

3 4 4 3 4
1 1
3 6  

  گيري از اين عبارت داريم:با سه بار مشتق
iz iz izQ(z) (z i) e Q (z) e [i(z i) (z i) ] Q (z) e [ (z i) i(z i) i(z i) (z i) ]                       4 4 5 4 5 5 64 4 4 2  

( ) izQ (z) e [ i(z i) (z i) (z i) i(z i) (z i) i(z i) i(z i) (z i) ]                        3 4 5 5 6 5 6 6 74 4 2 4 2 2 12     

zبا جايگذاري i ،مقدار مشتق سومe i 174
)  آيد. در نتيجه:به دست مي 32 )Res(f , i) Q (i) ie

  3 11 1 74
6 6 32  

  :داريم در نتيجه
ixe idx i e e

( x )

  



    

 1 1
2 4

74 742 6 32 961
  

    ي بخش حقيقي آن داريم:و در نهايت با نصف كردن جواب و محاسبه
ixcos x cos x eI dx dx Re dx e e

( x ) ( x ) ( x )

    
 

       
     1 1

2 4 2 4 2 4
1 1 1 74 37
2 2 2 96 961 1 1
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 در حاصل انتگرال  :16مثالcos xI dx
(x )(x )






 
4

2 21 4
  برابر كدام گزينه است؟ e8، ضريب

1 (
 6  2 (

 24  3 (
12  4 (

 48  

 براي 4با توجه به توان   »4«گزينه   :پاسخcos xچون همان طور كه گفتيم فرم  ،پذير نيست، واضح است استفاده از فرمول گفته شده امكان

cosكسينوس بايد به صورت ax يباشد. براي اين منظور از رابطه
ix ixe ecos x


   گيريم:كمك مي ،2

ix ix
ix ix ix ix ix ixe ecos x ( ) [(e e ) ] ([e e (e )(e )]


  

     4 4 2 2 2 2 2
4
1 1 22 162

  

ix ix ix ix ix ix ix ix(e e ) [e e (e )(e ) (e )( ) (e )( )]           2 2 2 4 4 2 2 2 21 12 4 2 2 2 2 216 16  
i x ix ix ix(e e e e ) ( cos x cos x ) (cos x cos x )           4 4 2 21 1 14 4 6 2 4 8 2 6 4 4 2 316 16 8  

cos  شود:بنابراين انتگرال داده شده به صورت مقابل نوشته مي x cos x dxI dx
(x )(x ) (x )(x ) (x )(x )

  

  
  

       2 2 2 2 2 2
1 4 1 2 3
8 2 81 4 1 4 1 4

  

  نه حساب كنيم، بهتر است انتگرال زير را حساب كنيم:هاي فوق براي اين كه مجبور نباشيم هر سه انتگرال را به طور جداگابا توجه به انتگرال
cosnxJ dx

(x )(x )






  2 21 4
  

ي اين انتگرال بايد ماندهرا قرار دهيم. براي محاسبه و 2، 4، مقادير nو در نهايت به جاي
inze

(z )(z ) 2 21 4
تابع كه در بالاي محور  هاي ايندر قطب 

zهاي اين تابع كه بالاي محور حقيقي قرار دارند،حقيقي قرار دارند را حساب كنيم. قطب i وz i   هستند و لذا داريم: 2
inz n ne e e

z i iz(z ) z(z ) i(i ) i(i )

 
  

     2 2 2 2 62 4 2 1 2 4 2 1
zمانده در  i  

inz n ne e e
z i iz(z ) z(z ) ( i)[( i) ] ( i)[( i) )]

 
   

     

2 2

2 2 2 22 122 4 2 1 2 2 2 4 2 2 2 1
zمانده در  i 2  

    برابر است با: nبنابراين حاصل انتگرال برحسب 
n n

n ne eJ Re[ i( )] e e
i i

 
  

    
2

22 6 12 3 6  
است كه واضح است فقط به  e8ي سؤال ضريباما خواسته شود.را قرار دهيم، حاصل سه انتگرال معلوم مي و 2، 4، سه مقدار nخب حالا اگر به جاي

nازاي     آيد، پس داريم:به وجود مي e8ي، جمله4
e e   

  2 4 8
6 6  

1اما پشت انتگرال اصلي ضريب
برابر e8د دارد و لذا ضريبنيز وجو 8

 48( ) 
1
8   شود.مي 6

 

 حاصل  :17مثالsin xI dx
(x )(x )






  2 4 1
، چند برابر

  است؟ 5

1(cos e 21  2(cos e 21 3(cos e 22 1  4 (cos e 22 1  

 :ابتدا تابع » 1«گزينه   پاسخ
izef (z)

(z )(z )


 2 4 1
zگيريم. اين تابع قطـب سـاده  را در نظر مي  i zرا بـالاتر از محـور حقيقـي و    2 1  را روي

fيمحور حقيقي دارد. بنابراين مانده (z) را درz i zو 2 1 كنيم. اولي را درحساب ميi2 و دومي را درi ت كنيد كـه مسـير   ضرب خواهيم كرد. دق
zي تكيننقطهاست.  تا ها ازxگيري محورانتگرال 1 يروي مرز قرار دارد. با يك كمان به اندازه  آن را دور بـزنيم بـه    تـوانيم (نيم دايره) مـي

zهمين خاطر مانده در 1 رادر ي مخرج داريمبا تجزيه كنيم.ضرب مي
izef (z)

(z i)(z i)(z )


  2 2   . بنابراين:1
iz i iz

z z z i z i

e e e eRes(f , ) Lim(z )f (z) Lim , Res(f , i) Lim(z i)f (z) Lim
(z i)(z i) (z i)(z ) ( i)( i )



   
       

    

2

1 1 2 2
1 1 2 22 2 5 2 1 4 2 1

  

ie  و در نتيجه: e i i ( i)f (x)dx i i (cos i sin ) (i cos sin )
i( i ) ie ( i ) e





      
           

  
2

2 2
1 2 1 22 1 1 1 14 2 1 5 1 2 5 52 2 1 1

  

ixsin  كه: دانيمدر نهايت مي x eI dx Im dx cos (cos e )
(x )(x ) (x )(x ) e

  
 

  
      

     2
2 2 2

2 1 15 54 1 4 1 1
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Iهـاي انتگـرال  :1نكته  f (x) cos axdx



 1  و همچنـينI f (x)sin axdx




 2   از انتگـرال  هـايي بخـش ، هـر كـدامiaxI f (x)e dx




  

    باشند، در واقع داريم:مي

iazfهاي تابع(مجموع مانده         (z)e هايي كه بالاي محور حقيقي قرار دارند.)در قطبiaxI f (x)e dx i



   2     (  

Re[I]واضح است f (x)cos axdx



  وIm[I] f (x)sin axdx




  د درهـاي حقيقـي باي ـ  هـاي مربـوط بـه قطـب    (مطابق معمول، مانـده  باشد.ميi   

  ضرب شوند.)

 حاصل :18مثال
ixeI dx

x








 2 1
 را بيابيد. 

 :براي حل اين مسئله طبق نكته فوق بايد مانده تابع پاسخ
ize

z 2 1
zدر قطب  i :را حساب كنيم  

iz iz i

z i z i

e e e e eLim(z i) Lim I i e
(z i)(z i) z i i i i

 


 
          

  

2 1 1 122 2 zانده درم 2 i  
  

 اگر :19مثالcosxI dx
x






1 sinxIو 1 dx
x






2 I، آنگاه مقدار1 I1   كدام است؟ 2

1( sin cos   2 1 2 1  2( sin cos  1 1  3( sin


2
22  4( sin2 2  

 :هايابتدا بايد مقادير هر يك از انتگرال»  3«گزينه   پاسخI1 وI2 ب كنيم، دقـت كنيـد بـراي هـر دو انتگـرال     را حساf (z)
z



1

  در نظـر گرفتـه    1

zو شودمي 1 شود، يعني ماندهقطب روي محور حقيقي محسوب ميizf (z)e بايد درi ضرب شود. ابتدا انتگرالixf (x)e كنيم:را حل مي  
i) i(e ) i(cos i sin ) (i cos sin )        1 1 1 1 مانده عبارت1

ize
z 1 درixI f (x)e dx i(z




   1  

  اكنون داريم:
sin a cos a sin aI Re I sin

I I sin cos I I sin
I Im I cos

    
          

1 221 2 21 2 1 2
2

1 1 1 21 2  
  

p(x)براي همگرايي :2نكته  cos axdx
q(x)



 يا)p(x) sin axdx
q(x)



(،  تـابع  حقيقـي هـاي  لازم است قطـبp(z) cos az
q(z)

p(z)(يـا   sin az
q(z)

،(   

q(zباشند. به عبارتي وقتي مرتبه يكاز يا حداكثر  رفع شدني )   شود بايدميz ي ساده (مرتبه يك)ريشهq(z) واضـح اسـت اگـر مـثلاً     .باشدz 
  .ي صورت كسر هم باشدريشه zباشد، در صورتي انتگرال همگراست كه q(z)ي مرتبه دومريشه

sinانتگـرال  براي مثال x dx
x



  زيـرا  ؛همگراسـتx    شـود. انتگـرال   ج اسـت و قطـب رفـع شـدني محسـوب مـي      ي صـورت و مخـر  ي سـاده ريشـه
sin x dx
x



  xچون ؛نيز همگراست 1 1 انتگرال همچنين ي ساده (مرتبه يك) مخرج است.ريشهcos x dx
( x )







  2 2 2
1
4

 2زيرا با آن كه ،همگراست 

xو اين يعني ي يك صورت هم هستي مرتبهاما ريشه ،ي مخرج استبرا وي دي مرتبهريشه  2 شود و به همگرايـي  ي يك محسوب مييك قطب مرتبه

cosزند. اما انتگرالاي نميلطمه x dx
(x )



  21
xزيرا ؛واگراست  1 ي دو ي حقيقي از مرتبهيك ريشه پس اگر مخرج كسر ي دو حقيقي است.قطب مرتبه

  ها بر هم منطبق باشند.)ي صورت هم باشد. (ريشهداشته باشد، بايد اين عدد ريشه
ي صورت كسر هـم باشـند كـه ايـن     حتماً بايد ريشه ،حتي اگر مرتبه اول هم هستند هاي حقيقي مخرج كسر،در برخي از منابع، گفته شده كه ريشه توجه:
  صحيح نيست. حكم

cosxIهايتمرين: حاصل انتگرال dx
x








 1 2 2
1
4

cosxIو  dx
( x )








 2 2 2 2
1

4
Iواب:جرابيابيد.   1  و I 

2
1

8  

هـاي  قدر بدانيـد كـه در تمـام انتگـرال    شود. هميندهند استفاده مينشان مي P.Vكه آن را با» مقدار اصلي كوشي« عبارتها از در بعضي تست :3نكته 
  كنند.هايي كه گفته شد در واقع مقدار اصلي كوشي را نيز محاسبه ميحقيقي، در صورتي كه همگرا باشند، همان فرمول
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 ـ محاسبه نوع ديگري از انتگر ال هاي حقيقي4
 

  
fهـا بايـد ابتـدا يـك    در حل اين نـوع انتگـرال  گيرد. در اين دسته قرار مي ،انتگرال حقيقي كه تا حالا بررسي كرديم، نبودنوع  سهاگر انتگرالي در گروه  (z) 

از ايـن  ها در مسـيرهاي مختلـف و همچنـين حـذف بعضـي      گيري و تفكيك انتگرالمناسب انتخاب كنيم و سپس با انتخاب يك مسير مناسب براي انتگرال
ها حاصلها سعي كنيم، محاسبات را ساده كرده و سپس با استفاده از قضيه ماندهانتگرال

C
f (z)dz  كنـيم و مقـدار بـه دسـت آمـده را مسـاوي       را حساب

  كند:دهيم. مثال زير موضوع را روشن ميهاي تفكيك شده قرار انتگرال

 حاصل انتگرال حقيقي :20مثالdxI
x






 2 1
  را حساب كنيد.  

 :هــاي رياضــي عمــومي بــه راحتــي برابــر دانــيم بـا اســتفاده از فرمــول زنــيم كــه مــيبــراي ورود بــه بحــث، يـك انتگــرال ســاده را مثــال مــي  پاســخ

 I Arc tgx



   شود. مي  

  هـا عـاجز هسـتيم،   اي كـه در رياضـي عمـومي در مقابـل آن    هـاي پيچيـده  ل انتگـرال شود كه براي حاما در مبحث توابع مختلط روش حل ديگري ارائه مي
  توانيم اين انتگرال را چنين بنويسيم:  يم سراغ حل اين انتگرال، ميولا برا. خب حبسيار توانمند و مفيد هستند

C

dzI
z


 2 1

  
 C ،هـا ي مانـده . اما مشكل اينجاست براي استفاده از قضـيه است هاxدر طول محور  تا ازمسيري  Cكه 

             كنيم: را جايگزين مي مقابل، انتگرال Iبايد يك مسير بسته باشد، بنابراين به جاي 
C

dzI
z

 
 2 1  

  دايره بسته شده است. است كه با يك نيم Rتا Rاي ازنيست، بلكه مسير بسته تا مسيري از Cكه 
zي اولهاي مرتبهتابع زير انتگرال داراي قطب ها.ب حالا برويم سراغ قضيه ماندهخ i  وz i  باشد كه از اين دو قطب فقـط ميz i    درون مسـير

  ها داريم: قرار دارد، بنابراين با استفاده از قضيه مانده Cي بسته
z iz i

I i Resf (z) i Lim[(z i) ]
(z i)(z i)

       
 

12 2  

  ان به شكل مقابل نوشت: تورا مي Iخواهيم، براي اين منظوررا مي Iاما ما مقدار 
R

R CR

dx dzI
x z

  
  2 21 1

  

Iبا توجه به اينكه   :لذا داريم  ،  
R

R CR

dx dz
x z

  
  2 21 1

  
  دهيم:نهايت ميل ميرا به سمت بي Rشود، براي همين تا گيري بايدهاي انتگرالبازه

CRR

dx dzLim
x z



 
  

  2 21 1
  

  كنيم با توجه به نامساوي مثلث داريم:استفاده مي MLرا معلوم كنيم. براي اين منظور از تعريف كران  حالا بايد تكليف انتگرال دوم
| z | || z | | R | | | f (z) |

z R R
        

  
2 2 2

2 2 2
1 1 11 1 1

1 1 1
  

Lبرابر RCبا توجه به اين كه طول كمانشود،  در نظر گرفته M، برابر Rاگر عبارت برحسب  R  :است، خواهيم داشت  

CR

dz| | ( ) R
z R

 
  2 2

1
1 1

  
Rكه در   شود. بنابراين داريم: عبارت سمت راست نامساوي برابر صفر مي  

I  I      
  توانستيم انتخاب كنيم: را به شكل زير نيز مي Cي دقت كنيد، مسير بسته: 1توضيح 

  شود و داريم: گرد شده، علامت منفي اضافه ميدر اين صورت با توجه به جهت نشان داده شده كه ساعت

z iz i

iI i Res(f (z)) i[ Lim (z i) ]
(z i)(z i) i

           
  

1 22 2 2  
Iي يكسان بالا انجام شد، به نتيجهچه در ي حل مانند آنبا ادامه   رسيم. بنابراين در حل چنين مي

گيريم كه بالاي محور يا پائين محور حقيقي باشد. اين كار اي در نظر ميدايرهمسائلي مسير را به صورت نيم
 باشد. به دليل كاهش حجم محاسبات مي

 

R R

i

C

y

x

i

  
fهايي بـه فـرم كلـي   ي گفته شده راجع به انتگرالبا  استفاده از نكته» رياضي عمومي«انتگرال فوق را به غير از روش : 2يح توض (x)dx




   بـه راحتـي ،

ظ روش تستي شـما را درگيـر ايـن    اند. ما به دليل حفهاي تعيين مسير به دست آمدهها براساس همين روشتوانيم جواب دهيم. در واقع آن دستورالعملمي
ها حل كنيـد. امـا چـرا اينجـا ايـن روش را آمـوزش       د، با همان روشنها همخواني دارهايي كه با ساختار آن دستورالعملها نكرديم و شما تمام انتگرالروش

  ها قابل پاسخگويي نيستند.  ها هستند كه با آن دستورالعملداديم؟ به اين دليل كه برخي انتگرال
 

C

R Ri

i
x

y
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 مقدار انتگرال :21مثالI dx
x




 3

1
1

  كدام است؟ 

1 (
3

  2 (
3 3

  3 (2
3 3

  4 (2
3

  

 :هـايي بـه شـكل    كنيم با همان فرمـول گفتـه شـده بـراي انتگـرال     در ابتدا ممكن است فكر   »3«گزينه  پاسخ

fكلي (x)dx



توانيم تست را جواب دهيم ولي به كران پائين انتگرال توجه كنيد (بايد، مي  باشد كه بتوانيم

)كه بتوانيم انتگرال را روي در ضمن اين تابع زوج هم نيست از فرمول گفته شده استفاده كنيم) , )    حل كـرده
  :گيريمبراي حل اين انتگرال مسير روبرو را در نظر مي و جواب را نصف كنيم. پس مجبوريم از مسير استفاده كنيم.

2اين مسير قطاعي به رأس صفر و زاويه مركزي
داخـل مسـير قـرار بگيـرد و محاسـبات       قطـب ويه اين است كه تعداد كمتري است و علت انتخاب اين زا 3

fنيز انتخاب كنيم. خب بايد ابتدا نقاط تكين تابع 2ي مركزي را مثلاًتوانستيم زاويهكوتاهتر شود وگرنه مي (z)
z


3

1
1

  را حساب كنيم: 

i
k( ) i ie i

kz z z e , k , , z e , z e , z e


  
               

2 5
13 3 3 3 31 2 31 1 1 2 1   

از سه قطب ساده فوق، فقط قطب
i

z e


   است: زير متشكل از سه قسمت Cمسير .گيرد، داخل مسير نشان داده شده قرار مي3

C1 كه واقع بر نيم قسمت مثبت محورx،ها استC2     كه قسـمتي از كمـان دايـره اسـت وC3      كـه قطعـه خـط واصـل از نقطـه
i

Re
2
  باشـد. مـي  تـا  3

با فرض C3بر روي مرز
i

z xe



2
  كند، داريم:تا صفر تغيير مي Rاز xكه در آن 3

i i i

i
z xe dz e dx , f (z) f (xe )

x
(xe )

  


     




2 2 2
3 3 3

2 3
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1 1
1

1
  

پس انتگرال
C

f (z)dz شود:به شكل زير بازنويسي مي    

R

C C R

i
dx dz ef (z)dz dx

x z x



  
     

2

2
3

3 3 31 1 1



  

  كنيم:آن به شكل زير عمل مي هاي فوق مقدار انتگرال وسط صفر است و براي اثباتاز بين انتگرال

z | z | R | | | f (z) |
z R R

| | | |        
  

3 3 3
3 3 3
1 1 11 1 1

1 1 1
  

  داريم: C2با توجه به طول كمان در مسير .گيريم) كمك ميMLحالا از فرمول كران بالا براي انتگرال (يا همان فرمول

C

RR , M f (z)dz ( )( R)
R R (R )

| |  
     

  
23 3 3

2 1 1 2 2
3 31 1 3 1

Lشعاع زاويه مركزي    

Rهاي بزرگتر از يك صادق باشد، لذا بايد برايRگيري، مقدار انتگرال بايد براي تمامي انتگرالاما با توجه به بازه  :نيز صادق باشد  

CR R

RLim Lim ( f (z)dz)
(R ) 


  

 
23

2
3 1

   

يك روش ديگر براي اثبات صـفر بـودن انتگـرال   توضيح: 
C

dz
z

2 31
izايـن اسـت كـه     Re    و در آن صـورت  بگيـريم در نظـرidz Rie d   كـه  

2تا از
  شود:كند كه انتگرال به صورت مقابل نوشته ميتغيير مي 3

C

i

i
dz Rie d

z R e








  

2
3

2 3 3 31 1
  

Rواضح است وقتي رود.، انتگرال فوق به سمت صفر مي  

، انتگرال به صورتRبه جاي با قرار دادن رويم.سوم مي م شد، سراغ انتگرالحالا كه تكليف انتگرال دوم معلو
i

e dx
x





2
3

31


دانـيم  شود و مي، نوشته مي





به صورت 


 :نيز قابل نمايش است، لذا داريم  
C

i idx dx dxf (z)dz e ( e ) ( )
x x x

   

   
     

2 2
3 3

3 3 31 1
1 1 1    

x

y
2i
3


Re R i

2C

R1C

3C

0

2
3




  

319  

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

از طرفي براي انتگرال
C

f (z)dz  ها و توجه به اينكه فقط قطبقضيه ماندهبه با توجه
i

z e


   داخل ناحيه قرار دارد، داريم: 3
i

i
i) i( ) e ( )

z z e







  


2
3

2 3

1 22 233
fمانده (z)

z


3
1

1
در 

C

i
f (z)dz i(z e



   32  

  ) داريم:2) و (1با توجه به تساوي (
ii i

i i i
dx dx i i( e ) ie I e [ ] I [ ]

x x
e e ( e )

   
 

  
  

      
 

 

 
2 2 2
3 3 3

3 3 2 2 2
3 3 3

2 2 1 2 11 3 3 31 1
1 1

 
  

i i

i i i
i e i e i[ ] [ ] ( )

i sin( ) ie (e e )

 
 

  


    
  


 

2 3
3 3

3 3 3

2 2 2 1 2
3 3 3 3 3 32 23 2

  

Iانتگرال اين پس حاصل 


2
3 3

   است. 

  باشد و حفظ آن خالي از لطف نيست!حالت كلي اين مثال به صورت زير مي

n
dx n

x sin
n





 1

  
 

 حاصل  :22مثالI sin x dx


  2


xe(در حل سؤال از تساوي كدام است؟  dx


 


2

2
  ، استفاده كنيد)

1 (1
2 2  2 (1

2 4  3 (
2  4 (

4  

 :گيريم:كل زير در نظر ميگيري را مطابق شمسير انتگرال»  1«گزينه  پاسخ  
انتگرال حاصل براي حل اين سؤال بايد

C

ize dz
2

  انتخـاب ايـن انتگـرال بـه      يك حدس بـراي حساب كنيم. را

ixe  است: مقابلدليل تساوي  cos x isin x 
2 2 2  

ده شده ندارد، لذادر مرز دا ي تكينيابع زير انتگرال هيچ نقطهكنيد، تطور كه ملاحظه ميهمان
C

ize dz 
2

 

   حالا با تفكيك اين انتگرال داريم: 
OA AB BO

iz iz ize dz e dz e dz    
2 2 2

  

zداريم OAاما روي  x از)x   تاx R(،  رويAB داريمiz Re  )از   تا
  داريم BO) و بالاخره روي 4

i
z xe



 4   

x(از R تاx  توان نوشت:مي مقابلها را به صورت ) بنابراين انتگرال  
iR i

R

iix iR (e ) i ix (e )e dx e (i Re d ) e .e dx

 



     

42 2 2 2 2 4


 
  

R

R

iix (iR cos R sin ) i i(x )(i)e dx e .i Re d e .e dx ( )*




      
42 2 2 22 2 4



 
  

Rخب حالا حد عبارات فوق را وقتي  شود:كنيم. قدر مطلق انتگرال دوم از سمت راست به شكل زير حساب ميرا حساب مي  

(iR cos R sin ) i R sin
R sin

R| e .i Re d | e Rd d
e

  

    


      

4 4 42 2 2
2

2 2 2
2  

  

در عبارات فوق
  2 2 بنابراين ،sin  2   وقتيو بنابراينR   .مقدار اين انتگرال صفر است  

Rپس معادله (*) در  شود:به صورت زير بازنويسي مي  
ix x ix xe dx e (cos i sin )dx e dx ( i ) e dx

  



  
        

2 2 2 22 2
4 4 2 2



  
  

انتگرال سمت راست برابر طبق صورت سؤال
   يم:است و لذا دار 2

(cos x isin x )dx ( i )
 

   2 2 2 2
2 2 2

  

sinx  هاي حقيقي و موهومي را برابر قرار دهيم، داريم:اگر قسمت dx ( ) ( )
  

  2 2 1
2 2 2 2

    ،     cosx dx ( ) ( )
  

  2 2 1
2 2 2 2

  

y

x4


R

B

AO

C
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  شوند.معروف هستند كه در بحث تفرق امواج ظاهر مي» فرنل«هاي هاي فوق به انتگرالانتگرال: 1 توضيح

nfطور كه در چند مثال اخير ديديد معمولاً وقتي زير انتگرالهمان: 2توضيح  (x ي مركـزي داريم، مسير انتخابي قطاعي با زاويه (
n
2    ًبـراي اسـت. مـثلا 

x 2
1

1
n، چون  ي مركزيهاست، مسير قطاعي با زاوي 2

 
2
  بود. 2

  


