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ارشناسي ارشدك يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

  

  (لورانت)قضيه لوران
  

fتابع (z)
(z )(z i)


 

1
1 zها به جز دو نقطه تكينzاين تابع به ازاي تمام .را در نظر بگيريد 2 1 وz i zتحليلي است. اگر بسط تيلور را حول 2   

|محاسبه كنيم، اين بسط براي ناحيه z |1 .معتبر است  
 

2i 

2 x 

y 

1 

  
  

fهرگاه (z) در ناحيهD مثلاً طوق)R | z z | R  1 2 يا ديسك| z z | R  1 (ز نقطهبه جz واقع درD تحليلي باشد، آنگاه تابعf (z) توان با سري را مي

    :لوران زير نمايش داد

n n
n n

n n

bf (z) a (z z )
(z z )

 

 
  


 

1


 
  

  بسط دهيم كاري كه با استفاده از سري تيلور ممكن نبود.توانيم تابع را حول نقاط تكين آن در واقع با استفاده از سري لوران مي

nدر رابطه فوق به عبارت
n

n

b

(z z )



 


1 
  است.) f(چون تفاوت بسط لوران با بسط تيلور تابع شود.گفته ميمقدار اصلي سري لوران ، 

zي صحيح مثبت و منفيهابه عبارت ديگر سري لوران يك سري مركب از توان z   هـاي مثبـت همـان سـري تيلـور حـول نقطـه       است كه تـوانz z  

    شود:محاسبه مي زيرضرايب سري لوران فوق به صورت  باشند.مي

n nn n

f (z)
a dz (n , , , ) , b f (z)dz (n , , , )

i i(z z ) (z z )  
   

   1 1
1 1 11 2 1 2 32 2 

     

fلوران البته سري (z) ًدهند:نمايش مي نيز زير به شكل را معمولا  

n
n

n
f (z) C (z z )




    

  شود:حساب مي زيري از رابطه nCكه

n n
f (z)C dz , (n , , , )

i (z z )    
  1
1 1 22 

   

  شود.هاي ديگري براي محاسبه ضرايب سري لوران استفاده مياز روش بيشتر سؤالاتالبته در 
  

zحول تيلور با بسط ، ناحيه| z |1 وجـود سري لـوران تري معروف بـه  در دسترس ما نيست و براي همين نمايش كلي
fدهد. مثلاً براي تابعدارد كه امكان بسط در هر طوق كه تابع در آن تحليلي است را به ما مي (z) سه حالت ممكن براي بسط

zلوران حول  وجود دارد. يكي ناحيه| z | |، يكي طوق2 z | 1 |و ديگري ناحيـه  2 z |1 كـه بسـط لـوران در ايـن)
fناحيه در واقع همان سري تيلور تابع (z) حول نقطه تكين آن بنويسيم.توانيم بسط تابع را است) پس ما با سري لوران مي 
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 عبارت :29مثال
z

1
  بسط دهيد. zهاي منفيو بار ديگر بر حسب توان zهاي مثبتبار بر حسب توان يك ،در دو حالت 1

 :در حالت اول چون در ناحيه پاسخ| z |1 دانيم بسط تيلورشود. ميتابع نوشته مي پس همان بسط تيلور باشد،يلي ميلتابع تح
z

1
nبه صـورت  1

n

z






 

|باشد، ولي يادتان نرود در اين بسط بايد شرطمي z |1 برقرار باشد. خب حالا اگر بخواهيم بسط تابع را براي ناحيه| z |1 چون نقطـه  ،بنويسيمz 1   داخـل
zكه تابع در افتد و به دليل اينمنحني بسته ما مي 1 شويمتحليلي نيست، مجبور به استفاده از بسط لوران مي.  

).  كنيم:به اين شكل عمل مي zهاي منفيبراي نوشتن توان )
z zz( )

z z


  

  

1 1 1 1
1 11 1 1

  

|دقت كنيد چون در اين حالت z |1 است، پس
| z |


1 توانيم بسطو اين يعني مي 1

z


1
11

  را به صورت زير بنويسيم: 

n

n

( ) ( )
z z z

z z




     

 
 2

1 1 1 1 111 11 1
  

با ضرب
z


  ي داريم:در سر 1

n n
n n

( )
z z zz z z z z

 


 

             2 2 3 1
1

1 1 1 1 1 1 1 11


   

  .هايي كه تابع تحليلي نيست بايد از بسط لوران استفاده كنيمنويسيم و در قسمتباشد، همان بسط تيلور تابع را مياي كه تابع تحليلي ميپس در ناحيه
 

 هاي لوران تابعتمام سري :30مثال
z z3 4

  را به مركز صفر بنويسيد. 1

  : كند كهنمي يدر اين مسئله فرقپاسخ| z |1 و يا| z |1 باشد، چون در هر دو حالت نقطهz   باشد، داخل ناحيـه  كه نقطه غير تحليلي تابع مي

nدانيمميرا ايجاد كنيم.  zهاي منفير دو حالت توانگيرد، پس بايد در هقرار مي

n

z
z






 1
1 

از ضرب طرفين آن در ، لذا
z3
|(براي 1 z |1:داريم (    

n

n

...z z
zz z z z





      


 3

3 4 3 2
1 1 1 1 1


  

|اما براي z |1 و| |
z


1 n   هاي منفي بسط را بنويسيم:بايد بر حسب توان 1
n

n n

( )
z z z zz( )

z

 


 


    

 
  1

1 1 1 1 1
11 1  

  

در طرفين سري فوق با ضرب
z3
  داريم: 1

n
n

...
z z z z z






     


3 4 4 4 5
1 1 1 1


  

 
  

  

zهايي به صورت) ايجاد جملهzنوشتن بسط لوران (حول نقطه در :8نكته  z  ها به صـورت چنـد   لازم است. براي توابع كسري كه صورت و مخرج آن
z)هايباشد، بايد سعي كنيم تواناي ميجمله z )  باشدگونه مسائل استفاده از دو بسط زير كليد حل مسئله ميم. در اينرا در مخرج كسر ايجاد كني:  

u u u    2 31 n n

n
, ( ) u

u




 

 1 11 

n

n
u u u

u




    

  21 11 
 

پس ما بايد سعي كنيم توابعي به صورت
u

1
|ها به شرطايجاد كنيم و چون اين سري 1 u |1  شـده در صـورت    هاي داده، با استفاده از ناحيههستندبرقرار

  كند.  تر ميتست بايد بسط را در ناحيه همگرايي بنويسيم. حل چند مثال اين موضوع را براي ما روشن
 

 بسط لوران تابع :31مثالzf (z)
(z )(z )


 1 |، در طوق3 z |  1 1  بنويسيد.را  2

 :نقاط غير تحليلي تابع پاسخz 1 وz  zدقت كنيد، نقطهباشد. با توجه به طوق داده شده مي 3 1      داخل طوق نيسـت. ولـي چـون بسـط حـولz 1 
z)هايپس لازم است توان ، غير تحليلي است، بايد بسط لوران را بنويسيم.اين نقطه تابع در خواسته شده و )1كنيمرا ايجاد كنيم. ابتدا كسر را تجزيه مي.  

        z A B
A(z ) B(z ) z (A B)z A B z

(z )(z ) z z
           

   
3 1 31 3 1 3  

A B , A B A , B


        
1 31 3 2 2  

fپس (z) شود:به صورت مقابل بازنويسي مي             f (z)
z z (z ) (z )


   

   

1 3
3 12 2

1 3 2 3 2 1  
1 2 3 -1 

1 
x 

y 



  

215  

ارشناسي ارشدك يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

zهايبايد توان حال 1 .اول يعني يي جملهجمله دوم كه خود به خود اين شكل را دارد، پس سراغ تغيير قيافه را ايجاد كنيم
(z )

3
2   !رويممي 3

  ( )
z z(z ) (z ) [(z ) ] ( )

    
        

3 3 3 3 3 1
1 12 3 2 1 2 2 1 2 44 1 12 2

  

|چون شرط .خواهيم از همان بسط معروف استفاده كنيمالان مي z |  1 1   داده شده، پس داريم: 2
n

n

z z
| z | | | ( ) ( )

z





 
       




1 3 1 3 11 2 1 12 4 4 21 2


  

fپس بسط (z) باشد:به صورت مقابل مي  n

n

z
f (z) ( )

(z )






  

 1 3 1
2 1 4 2

  

  

 پرسند، اين اسـت كـه چـه وقـت دنبـال ايجـاد      معمولاً دانشجويان مي ال مهمي كهسؤ :3تذكرk

z z 
zو چـه وقـت دنبـال ايجـاد      z

k

   ؟باشـيم 

|بزرگتر از kاگر در آن ناحيه .ي داده شده در صورت سؤال دقت كنيد: بايد به ناحيهجواب اين است z z |  باشد ازk فاكتور بگيريد وz z

k

   ايجـاد  را

|ناحيه آن اگر در و كنيد z z |  بزرگتر ازk از .باشد(z z )  فاكتور بگيريد وk

z z 
  ايجاد كنيد.را  

 سري لوران تابع :32مثالf (z)
(z )(z )




 
1

1 |ناحيهدر  2 z | 1   كدام است؟ 2

1 (
n

n n
n n

z

z

 

 
 

 1 1
1

1
2

  2 (
n

n n
n n

z

z

 

 
 

 1 1
1

2 
  3 (

n

n n
n n

z

z

 

 
 

 1 1
1

1
2 

  4 (
n

n n
n n

z

z

 

 
 

1 1

1
2

  

 : ابتدا با استفاده از روش تجزيه كسرها»  2«گزينه  پاسخf (z)  نويسيم:مي مقابلرا به صورت           f (z)
(z )(z ) z z


  

   
1 1 1

1 2 1 2  

|يعني ،ي داده شدهبا توجه به ناحيه z | 1 در كسر 2
z

1
فاكتور بگيريم و zزا بايد 1

z

ايجـاد كنـيم و در كسـر    1
z 

1
zفـاكتور بگيـريم و   2از  بايـد  2

2  

f  ايجاد كنيم. (z)
z zzz( ) ( )

z z

   
   

1 1 1 1 1 1
1 1 21 2 1 1 12 2

  

|دقت كنيد با توجه به شرط صورت سؤال، چون z |1 باشد پسمي
| z |


1   توانيم بسط عبارت داخل پرانتز را بنويسيم:، و مي1

n
n

n n

( ) ( )
z z z zz z

 


 

     2 1
1 1 1 1 1 11

 
  

|چونبه همين ترتيب  z | z، پس2
| |12 كنيم:د صادر ميبه راحتي مجوز استفاده از بسط معروف را براي خو  

n n
n

n n
n n n

z z z.( ) ( )
z

  


  

  


   1
1 1 1
2 2 2 2 2 21 2

  
  

fپس تابع (z) در طوق| z | 1   شود:به صورت مقابل نوشته مي 2
n

n n
n n

z
f (z)

z

 

 
 

  1 1
1

2 
  

nكه البته اگر بخواهيم نمايش به صورت سري لوران با انديس يك در بيايد با قرار دادن 1 به جايn :داريم         
n

n n
n n

z
f (z)

z

 


 

  1
1

1
2

  

 

 سري لوران تابع  :33مثالf (z)
z z


3
zي، حول نقطه1  1 در ناحيه| z |  1 1   است؟، كدام 2

1( 
n

n n
n n

(z )

(z ) (z )

 

 
 


  

 
 1 2

1

1 1 1
2 1 1 2

  2 (
n

n n
n n

(z )

(z ) (z )

 

 
 


  

 
 1 2

1

1 1 1
2 1 1 2

  

3 (
n

n n
n n

(z )

(z ) (z )

 

 
 


  

 
 1 2

1

1 1 1
2 1 1 2

  4 (
n

n n
n n

(z )

(z ) (z )

 

 
 


  

 
 1 2

1

1 1 1
2 1 1 2
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 :ابتدا تغيير متغير»  4«گزينه  پاسخw z 1 كنيم تا بتوان تابع را حولرا اعمال ميw   :بسط داد  

A  كنيم:بسط كسري استفاده مي از B
f (w) ( )

w w w(w )(w w)
  

  2
1 1

1 21 2
  

w B( ) B
A(w ) B(w )

w A( ) A

     
            

2 2 1 1 12 1 1 1 1 2 1 1  

f (w) ( )
w w w


 

 
1 1 1

1 2
  

|ناحيه z |  1 1 |به صورت wبر حسب 2 w | 1 فـاكتور بگيـريم و   wاز ايـد پس در اولين كسر بخواهد بود.  2
w

فـاكتور   2از  ايجـاد كنـيم و در دومـي   1

wگيريم ومي

  :را ايجاد خواهيم كرد2
n

n n
n n

w
f (w) ( )

ww w w
w

 

 
 


    

 
 

1

2 1
1 1 1 1 1 1

1 2 21 1 2
 

  

nها، سري دوم را ازشود ولي با توجه به گزينهحل مسئله در اين قسمت كامل ميتوضيح:  1 شروع كرده و مقدارn   نويسيم.را جداگانه مي  
n

n
n

n

w

w










1

1
1

22



  

  در نتيجه داريم:
n

n n
n n

w
f (w)

w w

 

 
 

    
1

2 1
1

1 1
2 2

  

wحال با جايگذاري z 1  سيم.رمي 4در معادله فوق به گزينه  
n n

n n n n
n n n n

(z ) (z )
w z f (z) f (z)

(z ) (z )(z ) (z )

   

   
   

   
         

  
   

1

2 1 1 2
1 1

1 1 1 1 1 11 2 1 2 11 2 1 2 
  

  
 سري لوران تابع :34مثالf (z)

z z


 2
3

2
|در ناحيه  z |   كدام است؟ 2

1 (
n n

n
n

( )

z





 
12 1


  2 (

n n

n
n

( )

z






 
1

1
2 1


  3 (
n n

n
n

( )

z





  2 1


  4 (
n n

n
n

( )

z






  1
2 1


  

  : 2«گزينه پاسخ «f (z) توان به صورترا با استفاده از روش تجزيه كسرها ميf (z)
z z

 
 
1 1

2 |از طرفي در ناحيه .نوشت 1 z |   :داريم 2
n

n
n

n n

.( ) ( )
z z z z z

z

 


 

  
 

  1
1 1 1 1 2 2

22 1  
  

براي بسط
z



1

|يكه در ناحيه ايننيز با توجه به  1 z | |هستيم پس 2 z |1 هم هست. بنابراين
z

  كنيم:ايجاد مي را 1
n n

n n
n n

n n n

( ) ( ) ( ).( ) ( ) ( )
z z z z z z z

z

  


  

   
      

 
  

1

1
1 1 1 1 1 1 1 1111 1   

  

  :لذا داريم
n n

n
n

( )
f (z)

z






 
 

1

1
2 1


  
 

 هاي لوراناگر تمام سري :35مثالzf (z)
z z




 2
2 1

2
zرا حول    ،هاي زير بسط (تيلور يا لوران) تابعيك از سريكدام بنويسيمf (z) ؟باشد تواندنمي  

1 (z z   21 5 7
2 4 8   2 (

n
n

n n
n n

z
( )

z

 

 
  

1

1 1 12 2
  3 (

z z z z
   2 3 4

2 1 5 7   4 (
z z z

    2 3
2 3 7   

 :باشد. هر چند ممكن است به عنوان يك تست كمي سنگين باشد.اين مسئله يك مثال بسيار خوب و كامل براي آموزش مطلب مي»  4«گزينه  پاسخ 
fتابع (z) داراي دو نقطه تكينz  2 وz 1 باشد. با توجه به اين كه بسط حولميz      خواسته شده لذا بايد سه طوق به مركز صفر وجـود داشـته

fباشد. اين سه طوق به شكل زير است كه (z) ت:ها تحليلي اسدر هر يك از آن  
|دايره) 1 z |1    
|طوق) 2 z | 1 2          
3 (| z | |(در واقع اين ناحيه بيرون دايره 2 z |  باشد.)مي 2

fابتدا (z) نويسيم:را به صورت كسرهاي جزئي مي  f (z)
z z

 
 
1 1

2 1
z z

f (z)
(z )(z )z z

 
  

  2
2 1 2 1

2 12
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  نويسيم:حالا بسط لوران را در سه ناحيه گفته شده مي
|) دايره1 z |1: با توجه به اين كهf (z) رو خـواهيم بـود. در واقـع   يك بسـط تيلـور روبـه   ي تكيني ندارد به راحتي معلوم است با در اين ناحيه هيچ نقطه 

|وقتي z |1 باشد به وضوح| z | zهم هست پس بايد 2

zو 1

  ايجاد كنيم: 2

( ) ( z z z )
z z

z z z
( ) ( )

zz

          


       


2 3

2 3

1 1 11 1
1 1 1 1 12 2 2 2 4 81 2




  

fتوانمي بنابراين (z) يهدر ناح| z |1  دادنمايش  زيربه صورت:  

  f (z) z z    21 5 7
2 4 8 

z z z
f (z) ( ) ( z z z )         

2 3
2 31 12 4 8 16   

|) طوق2 z | 1 براي كسر :2
z 

1
|با توجه به آن كه 2 z | zبه دنبال توليدبايد  ،است 2

باشيم و بـراي كسـر   2
z 

1
|، چـون  1 z |1  لازم اسـت اسـت ،     

دنبال توليدبه 
z

z  باشيم، پس داريم: 1 z z
( ) ( ) ( ) ( )

zz z z z z z z
z

           
  

2 3

2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 112 2 2 2 4 8 11 12

 »  

fبنابراين (z) در طوق| z | 1 شود:به شكل مقابل نوشته مي 2
n

n
n n

n n

zf (z) ( )
z

 

 
   

1

1 112 2

z z z
f (z) ( ) ( )

z z z
        

2 3

2 3
1 1 1 112 2 4 8   

|) ناحيه3 z | |وقتي :2 z | |باشد به وضوح 2 z |1 هم هست. بنابراين در اين ناحيه بايد
z

و 2
z

  ايجاد كنيم: 1

( ) ( ) ; ( ) ( )
z z z z z z z zz z z z

z z

           
  

2 3 2 3
1 1 1 1 2 4 8 1 1 1 1 1 1 11 12 12 11 1

   

fبنابراين (z) در ناحيه| z | f  شود:نوشته مي مقابلبه شكل  2 (z)
z z z z

    2 3 4
2 1 5 7

f (z) ( ) ( )
z zz z z z z

        2 3 4 2 3
1 2 4 8 1 1 1   

fبسط تواندنمي) 4ها واضح است، گزينه (ي فوق و سه بسط مربوط به آنبا توجه به سه ناحيه (z) .باشد  
 

 بسط تابع :36مثال| z |  1،zf (z)
z z



 2

1   برابر كدام گزينه است؟  2

1 (...z z
z
   21 1  2 (...z z z   2 31  3 (...z z  21  4 (...z z

zz
    2

2
1 1 1  

  : جمله ،كنيمابتدا كسر را تفكيك مي » 1«گزينه پاسخ
z

z    نويسيم:خود به خود وجود دارد و بسط جمله دوم را مي 1
f (z)

z zz z


  

 2
1 2 1 1

1  

... ...z z z f (z) z z z
z z
           


2 3 2 31 11 11  

  

 در سري لوران تابع :37مثالzf (z)
z z





2
3 5

1 |يروي ناحيه 2 z |  1ضريب ،
z
  برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (1-  2 (
!

1
2  3 (1  4 (

!


1
2  

 :بهتر است با توجه به وجود»  3«گزينه  پاسخz 21 zدر صورت كسر و  2   در مخرج آن، از يك روش ابتكاري بهره ببريم: 21
z z z z

f (z) ( ) ( ) [ z ( )]
z ( z ) z z z z z z

  
     

   

2 2 2 2
2

3 2 3 2 3 2 3 2
1 2 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1
  

با استفاده از بسط
u

1
z  داريم: 1 z z

[ z ( z )] z
! ! z !z z

            
4 6 32 2

3 3
1 1 11 1 2 3 2   

طور كه مشخص است، ضريبهمان
z

  است. يك، برابر 1
  

 سري لوران تابع :38مثالzf (z) Ln( )
z





1
|يدر ناحيه 2 z |2 كدام است؟  

1 (
n

n
n nz






1

2 1
2

  2 (
n

n
n nz






1

2 1  3 (
n

n
n nz






1

1

2 1
2

  4 (
n

n
n

( )

nz






1

2 2 1  
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 :ابتدا توجه كنيد كه»  2«گزينه  پاسخz
Ln( ) Ln(z ) Ln(z )

z


   


1 1 |ياز طرفي در ناحيه .22 z | |خـواهيم داشـت:   ،2 |

z


2 |، پـس 1 |
z


1 1 

هاياست. در نتيجه توان
z

و 1
z

  كنيم:را در كسرهاي زير ايجاد مي 2
n

n n
n n

n n n n

( ) , ( )
z z z z z zz zz( ) z( )

z z

   

 
   

     
  

   1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2

1 21 21 1   
  

  گيري از طرفين اين معادلات خواهيم داشت:با انتگرال حالا
n n

n n n n
n n n n

dz
Ln(z ) Lnz , Ln(z ) dz Lnz

z nz z nz

   

 
   

 
           1 1

1 1

1 2 21 2
 

  

nد كه در هر دو سري به ازايتوجه داشته باشي   :داريم  dz Lnz
z


1  

  حال با كم كردن اين دو تساوي از يكديگر خواهيم داشت:
n

n n
n

Ln(z ) Ln(z )
nz nz






    

1

1 21 2  

  به عبارتي داريم:
n

n
n

z
Ln( )

z nz





 


 
1

1 2 1
2  

 

براي به دست آوردن بسط لوران تابع :9نكته 
n

f (z)
(z a)




z)ي، حول نقطه1 a)z  ناابتدا بسط لور
z a

را با توجه به سري هندسي بـه   1

ناگيري از طرفين بسط لورآوريم و سپس با مشتقدست مي
z a

به بسط لوران  ،1
n(z a)

  رسيم.مي1

 سري لوران  :93مثالz zf (z)
z z

 


 

2
3

3
3 2

|، در ناحيه z | 1   كدام است؟ 2

1 (
n

n
n n

n n

n ( )
z

z

 

 

 
 

1

1

1 1
2

  2 (
n

n n
n n

n z

z

 

 
 

 1 1
1 12

  3 (
n

n
n n

n n

n ( )
z

z

 


 


 

1

1
1

1
2

  4 (
n

n
n n

n n

n ( )
z

z

 

 
 


 1 1

1

1
2

  

  :ابتدا»  4«گزينه پاسخf (z) كنيم:هاي جزئي تقسيم ميرا به كسر  z z
f (z)

zz z (z )

 
  

  

2

3 2
3 1 1

23 2 1
  

|ي داده شده داريمدر ناحيه z |1، بنابراين در كسر
z 

1
بايد 1

z

z  ايجاد كنيم: 1 ... ...( )
z z z zz z z z

z

         
 

2 3 2 3

1
1 1 1 1 1 1 1 1111 1

  

حالا كه بسط
z 

1
d  گيري از طرفين بسط فوق داريم:به دست آمده، با مشتق 1

( ) ( )
dz z(z ) (z ) z z z

        
 2 2 2 3 4

1 1 1 1 2 3
11 1

  

  توان نوشت:پس مي
n

n

n

(z ) z









2 1
1

1
1

  

براي كسر
z 

1
|ي داده شدهد كه در ناحيهدقت كني 2 z | zاست بنابراين بايد 2

  ايجاد كنيم: 2

  
n n n

n
n n

n n

z ( ) z
( ) ( )

zz

 


 


   

 
  1

1 1 1 1 112 2 2 2 21 2
 

  

  بندي مطالب بالا داريم:با جمع
n n

n n
n n

n ( ) z
f (z)

z

 

 
 


  1 1

1

1
2

 

 
 

fيضابطه هرگاه در :10هنكت  (z)، بـراي نوشـتن بسـط لـوران     ،دداشته باش وجود نظاير آنو  توابع نمايي، مثلثاتي يا معكوس مثلثاتيf (z)،   مسـتقيماً از
به همين دليل در چنين مسائلي ديگـر نـواحي   معتبر هستند.  zد مختلطهر عد برايها دقت كنيد كه اين بسطاين توابع استفاده خواهيم كرد.  لورنمكهاي بسط

fفرد برايه شود و يك سري لوران منحصر بمختلف داده نمي (z) .خواهيم داشت  
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 چند جمله اول سري لوران :40مثالzf (z) z e
1

  است؟به مركز صفر كدام  2

1 (z
!z !z

   2
1 1 1
2 3 4

  2 (z
z !z

  2
1 1
2 3

  3 (z z  2 1
2   4  (z z

z !z
   2

2
1 1

2 3
  

 :نوشـتن   بـا  .رسندبا نوشتن بسط توابع به صورت مستقيم به جواب مي ،اي و كسري نيستندها چون از نوع چند جملهاين نوع تست»  3«گزينه  پاسخ

به zو تبديل zeبسط
z

z  در طرفين تساوي داريم: 1 ze z z e ( )
! z ! z

        
1

2
2

1 1 1 11 12 2   

zf (z) z e z [ ( ) ] z z
z ! z

        
1

2 2 2
2

1 1 1 11 2 2  
 

 تابع لورانسه جمله اول بسط  :41مثالsinh zf (z)
z


   حول مبدأ مختصات كدام است؟  3

1 (z

! !z

  
 

3 5 2

2 3 5  2 (z

! !z

  
 

3 5 2

2 3 5  3 (z ...
z ! !

  
  

2 3 2

3 5  4 (z ...
z ! !

  
  

3 5 3

3 5  

  : 1«گزينه پاسخ  «         z z z... ...(sinh z) ( z )
! ! ! !z z z

    
         

3 3 5 5 3 5 2

3 3 2
1 1

3 5 3 5  
 

 سه جمله اول سري لوران تابع :42لمثاsin zf (z)
z

   است؟ حول مبدأ مختصات كدام 3

1 (z

z
 

2

2
1 1

6 12  2 (z

zz
 

2

2
1 1

12  3 (z

zz
 

2

2
1 1

6 12  4 (z

z z
 

2

2
1 1

12  

  : 1«گزينه پاسخ «          sin z z z z... ...(z )
! !z z z

       
3 5 2

3 3 2
1 1 1

3 5 6 12  
 

 بسط لوران :43مثال
zef (z)

(z )




2
31

zدر       كدام يك از عبارات زير است؟ 1

1(e e e e e ...(z )
z(z ) (z )

     
 

2 2 2 2 2

3 2
2 2 4 2 11 3 31 1

  2(e ...e { (z ) }
z(z ) (z )

     
 

2
2

3 2
1 1 1 2 4 11 3 31 1

  

3(e e e e ...e (z )
z(z ) (z )

     
 

2 2 2 2
2

3 2
2 3 3 4 11 41 1

  4(...e { (z ) }
z(z ) (z )

    
 

2
3 2

1 2 3 4 11 31 1
  

  : لورنمكابتدا بسط »  1«گزينه پاسخze نويسيم:را مي  z z z
e z

! !
    

2 3
1 2 3   

zچون حول 1  با تغيير متغيربسط خواسته شده لذاu z 1 :داريم    
z (u )

ue e e e ( u) ( u) ( u)
f (z) .e [ u ]

! ! !(z ) u u u


        



2 2 1 2 2 2 3 4
2

3 3 3 3
2 2 21 2 2 3 41

  

  e e e e ue e e e
e (z )e

u (z )u u (z ) (z )
            

 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

3 2 3 2
2 2 8 4 2 2 4 2 16 6 1 3 31 1

   
 

 اگر بسط لوران تابع  :44مثالf (z)
zsinh z


|يدر بازه 1 z |   به صورتn

n
n

b z



 هاي زير صحيح است؟يك از گزينهگاه كدامتعريف شود، آن  

1 (b , b ,b    3 1 1
1 71 6 36   2 (b , b ,b   4 2

7 1 136 6 
  

3 (b , b , b    2 2
1 7
6 36


  4 (b ,b , b


  2 2

1 71 6 36 
  

 :لورنمكبا استفاده از بسط   »4«گزينه  پاسخsinh z :خواهيم داشت  

b

z z z
f (z) ( ) b

zsinh z ! !z z z z z z
z[z ] z ( )

! ! ! ! b

 

            

     


2
2 4 2

3 5 2 4 2 22

2

1
1 1 1 1 7 1 1 7 11 3 36 3 36 61 73 5 3 5

36
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z z
( )

! !

z z

! !

z z
( )

! ! !

z

   

  

   



2 4

2 4

2 4

4

1 3 5

3 5

3 3 3
7
36










z z

! !

z z

!

  

  

2 4

2 4

1 1 3 5
71 3 36






تابعي اول بسط توجه كنيد كه براي يافتن چندجمله
z z

! !
  

2 4
1

1 3 5 
هـا  اياز تقسيم چندجمله 

  برابر است با: z4دقت كنيد در آخرين تفاضل ضريباگر به تقسيم انجام شده  ايم.استفاده كرده

  
! ! !


      

   
1 1 1 1 1 1 1 3 7

3 3 5 36 12 3 12 1 12 3 1 12 36


   
  

  

به عنوان يك روش دوم، براي كسرتوضيح: 
z z

! !
  

2 4
1

1 3 5 
zتوانستيم فرض كنيممي  z

u
! !

  
2 4

3 5  و سپس بسط لوران 

u u
u
    


21 11  ي ضريبرا بنويسيم. اما محاسبهz4 .در اين روش به دقت بيشتري نياز دارد  

 

 اگر يك سري لوران تابع :45مثالf به صورتn n
n n

n n

bf (z) t gz a z , | z |
z

 

 
      2 3

 
  چقدر است؟ b2باشد، آنگاه مقدار 

1(   2(   3( 1  4(   
 :با توجه به اينكه  »2«گزينه  پاسخtgz  هاي فردلذا فقط بر اساس توان ،استيك تابع فردz هـاي زوج يابد و بنابراين ضريب توانبسط ميz  صـفر 
bيعني ،باشدمي 2 .  

 

 بسط لوران تابع  :46مثالz zf (z)
e e


 2
zي، حول نقطه1   در ناحيه| z |  2) راهنمايي:، كدام است؟nn

z
n

bz z
n!e







1 

bو  1(  

1 (
n

nn

n

b( )
[ ]z

z n! (n )!







  

 11 1
2 1

  2 (
n

nn

n

b( )
[ ]z

z n! (n )!







  

 11 1
1

  

3 (
n

nn

n

b( )
[ ]z

z n! (n )!







  

 11 1
2 1

  4 (
n

nn

n

b( )
[ ]z

z n! (n )!







  

 1
1

1 1
2 1  

 :با توجه به آن كه بسط لورانِ»  2«گزينه  پاسخ
z

z

e 1
fيكنيم ضابطهسعي مي ،در صورت سؤال داده شده است  (z) :را به آن ربط دهيم  

z z
z z z z z z

z
f (z) e e ( )

ze ( e ) e e e e

       
   

1 1 1 1 1
1 1 1 1

  

به صورت zeلورنمكسط دانيم بمي
n n n

n n

( z) ( ) z

n! n!

 

 

 
  1

 
است و بسط 

z

z

e 1
  نيز در صورت سؤال داده شده. به اين ترتيب خواهيم داشت: 

n n n
n n nn n

n n n n

b b( ) z ( )
f (z) z z z

n! z n! n! n!

   


   

 
       11 1 1

   
  

nياز سري دوم جمله   با جايگزين كردن كنيم. سپسرا خارج ميn 1 به جايnكنيم:هاي آن يك واحد كم مي، از كران  
n n n

n n n n nn nn

n n n n n

b b bb b( ) ( ) ( )
f (z) z z z z [ ]z

n! z n! z n! (n )! z n! (n )!

    
  

    

  
          

     1 1 1
1

1 1 1 1
1 1

 

   
  

 

 اگر براي :47مثال| z | ، بسط لورانsinh(z )
z


nصورت به 1

n
n

C z



 گاهآن ،نمايش داده شودnC كدام است؟  

1 (nC sinh(cos )cos n d


   
 
1


  2 (nC sinh( cos )cos n d


   
 
1 2


  

3 (nC sinh(cos )cos n d


   
 

21
2 

  4 (nC sinh( cos ) cos n d


   
 

21 22 
  

 :قطهدر بسط لوران حول ن»  4«گزينه  پاسخz  ضرايب ،nC شوند:به صورت زير محاسبه مي  

n n n

sinh(z )f (z) zC dz dz
i iz z 


 

  1 1

1
1 1

2 2   



  

221  

ارشناسي ارشدك يكمدرسان شريف رتبه   رياضي مهندسي

izبا تغيير متغير e  ؛خواهيم داشتi iz e e
z

    
  لذا داريم: باشد،مي cos2دانيم برابركه مي 1

i

n i(n )

sinh( cos )ie d
C sinh( cos )[cos n isin n ]d

i e

 

 
 

     
  

2 2

1
1 2 1 22 2 

  

  شود، بنابراين داريم:قسمت موهومي انتگرال فوق تابعي فرد بوده و انتگرال آن صفر مي

nC sinh( cos )cosn d


   
 

21 22 
  

  

 اگر بسط لوران تابع :48مثالf (z) cosh(z )
z

 
|براي 1 z |  به صورتn

n
n

C z



 گاهباشد، آنnC كدام است؟  

  )MIT دانشگاه رياضي مهندسي درس (با كمي تغيير از سؤالات  

1 (cos(n )cosh( cos )d


  
 

21 22 
  2 (cos( n )cosh(cos )d


  

 
21 22 

  

3 (cos(n )cosh( sin )d


    
 

21 22 
  4 (cos(n )cosh( sin(n ))d


  

 
21 22 

  

   :بيضرا»  1«گزينه پاسخnC آيد:دست مياز رابطه انتگرالي مقابل به  n nC

f (z)
C dz

i z 


  1
1

2   

ها كه حدود انتگرال به صورتتوجه به گزينهبا 


2


  صورت دايره واحد، خواهيم داشت:به nCانتخاب مرز ، باداده شده 
i i

i i i i i
n i(n )

cosh(e e )
z re e e dz ie d C (ie d )

i e

   
    

 


        
 

2

1
11 2 

  

iبا استفاده از روابط اويلر ie e cos    2 ،ine cos n isin n     :خواهيم داشت  
in

nC cosh( cos )e d cosh( cos )[cos n isin n ]d
 

        
  

2 21 12 22 2 
  

  شود:ميصفر گيري ي انتگرالودن بازهو متقارن بدليل فرد بودن تابع زير انتگرال قسمت موهومي انتگرال فوق به

cosh( cos )sin n d cosh( cos )sin n d
 


        

2
2 2




jo  ”MIU

  

  برابر مقدار زير است: nCبنابراين

nC cosh( cos )cosn d


   
 

21 22 
  

  

 اگر بسط لوران  :49مثالf (z) به صورتn
n

n
C (z )




 zfدر بسط لوران C2گاه مقدارتعريف شود، آن 1 (z) sin( )

z


   كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (cos1  4 (sin
1 12  

 :ضريب اينكهبراي   »4«گزينه  پاسخC2 را در بسطn
n

n

f (z) C (z )



  fبسـط لـوران   تـوانيم مـي بيـابيم،   1 (z)   يرا حـول نقطـهz  1 

tبنويسيم. فرض كنيم z 1 وf (z) را بر حسبt نويسيم:مي  z t
f (z) sin( ) f (t) sin( ) sin( )

z t t


    


1 111  

)sin  كنيم:اكنون از فرمول مثلثاتي تفاضل دو كمان استفاده مي ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( )           

f  با استفاده از اين اتحاد داريم: (t) sin( ) sin( ) cos( ) sin( )cos( )
t t t

   
1 1 11 1 1  

  كنيم:سينوس و كسينوس استفاده مي لورنمكهاي حال از بسط
n n

n n
n n

( ) ( )
f (t) sin( ) cos( )

( n)!t ( n )!t

 


 

 
 


 2 2 1

1 11 1
2 2 1 

  

tحال با جايگذاري z 1 بسطf (z) آيد:بدست مي  
n n

n n

n n

( ) sin( ) ( ) cos( )
f (z) (z ) (z )

( n)! ( n )!

 
  

 

 
   

 2 2 11 1 1 11 12 2 1 
  

z)يجمله ) nفقط در اولين مجموع و به ازاي 21 1 شود. در واقع با دقت به توانِظاهر مي(z )1    در اولـين مجمـوع داريـم
n

n
( ) sin( )

C
( n)!


2

1 1
2 .

)sin  پس خواهيم داشت: )C sin( )
!


  2

1 1 12 2  
  


