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كارشناسي ارشد يكرسان شريف رتبه مد رياضي مهندسي

  

 بسط هاي نيم دامنه اي ( سري هاي فوريه سينوسي و كسينوسي) 
  

]مقدار يك تابع در بازه خوريم كهعملي به مسائلي بر ميمعمولاً در كاربردهاي  , L]   مشخص است و در عين حال بسط مثلثاتي تابع در اين بازه مدنظر مـا
]اولاً متناوب باشد و در ضمن در بازه باشد. براي همين لازم است تابع را در فواصل ديگر طوري تعريف كرد كهمي , L]      همـان مقـدار داده شـده را داشـته

]يتوان تابع را در فاصلهباشد. يعني مي L ,L] هاي مختلف گسترش داد و تابعي متناوب با دوره تناوببه روشT L   .را بدست آورد 2
ازگسترش زوج و يا فرد توابع فوق  معمولاً تابع كه يكباشند. ولي با سري فوريه ياين توابع به علت اين كه متناوب نيستند، داراي سري فوريه نيز نمواقع  در

fكنيم: اگرتوانند متناظر قرار گيرند. براي اين منظور از توابع كمكي استفاده مياند، ميحاصل شده (x)1 :را به صورت زير تعريف كنيم  

)در بازه f(يعني قسمت ديگر L, )  كنيم كهرا طوري تعريف ميf (زوج شود    f (x) , x L
f (x) , T L

f ( x) , L x

 
     

1 2


  

fآنگاه (x)1 بعيك گسترش زوج براي تاf (x) است و اگرf (x)2  تعريف شود: زيربه صورت    

)در بازه f(يعني قسمت ديگر L, )  كنيم كهرا طوري تعريف ميf (فرد شود  f (x) , x L
f (x)

f ( x) , L x

 
     

2



  

fآنگاه (x)2 گسترش فرد تابعf (x) شودناميده مي.   
fبراي درك بهتر موضوع، به تابع (x) يبا ضابطهf (x) x xيكه در بازه 2 1 توان به دو صـورت فـرد يـا زوج    مي تعريف شده، توجه كنيد كه آن را

  گسترش داد.
  
  
  
  
  
  
  
  

fدامنه كسينوسي تابعبنابراين بسط نيم (x)،x L  گردد:به صورت زير بيان مي  
L L

n n
n

n n
f (x) a a cos x , a f (x)dx , a f (x)cos xdx

L L L L





 
     

1

1 2
 

   

  گردد:بيان مي مقابلورت به ص fدامنه سينوسي تابعو بسط نيم
L

n n
n

n n
f (x) b sin x , b f (x)sin xdx

L L L





 
  

1

2


  

  .شندبابرابر صفر مي aو naيابند، ضرايبو در توابعي كه به صورت فرد گسترش مي nbضرايب ،يابندبديهي است در توابعي كه به صورت زوج گسترش مي
  

 براي تابع :17مثال ; x
f (x)

; x

  
     

1
2




 دامنه كسينوسي و سينوسي را بنويسيد.هاي نيم، بسط
  : مقدار ابتداپاسخL كنيم:را حساب مي    x L     2 2  

  شود:به صورت زير نوشته مي كسينوسيبسط فوريه  الف)
L

n
n nx n

a f (x) cos( x)dx cos dx sin( )
L L n

 
  

  
2 2 2

2 2 2 
  

 
L

a f (x)dx dx x
L

 
    

  
1 1 1 112 2 2 

  

  :خواهد بودپس بسط فوريه كسينوسي به صورت مقابل 
n

n nx
f (x) sin( )cos

n






 


1

1 2
2 2 2  

  شود:نوشته مي مقابلبه صورت  سينوسيبسط فوريه  nbضريب ب)
L

n
n nx n

b f (x)sin xdx sin( )dx [cos( ) ]
L L n

 
    

  
2 2 2 12 2 2 

  

  :خواهد بود مقابل س بسط فوريه سينوسي به صورتپ
n

n nx
f (x) [cos( ) ]sin

n






  


1

2 12 2  

 

f (x)

1

T 2 1 2  

x1

2y x
f (x)

1

T 2 1 2  

x1

2y x

11
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 ي دوم سري فوريه سينوسي تابعجمله  :18مثالxf (x) e،x   برابر كدام گزينه است؟  

1 (( e )
[ ]sin x

 


4 1 25  2 ((e )
sin x

 


2 1 25  3 (( e )
[ ]sin x

 


2 1 25  4 ((e )
sin x

 


4 1 25  

 :با توجه به اين كه سري فوريه سينوسي است، لذا داريم:»  1«گزينه   پاسخ    
axe sin bxx

nb e sin(nx)dx



 
 
2 −Ho«TºH  

x

n
e

b [ (sin nx n cos nx)] [e (sin n n cos n ) e (sin( ) n cos( ))]
n ( n )

       
   2 2
2 2

1 1
    

ncos(n ) ( ) n
nb [ e n( ) n]

( n )

       
 

1
2

2 1
1

  

nي دوم به ازايجمله    شود:، حاصل مي2
( e )

sin x
 


4 1 25( )( e )sin x  
  2
2 1 2 2 2

1 2
  

  
 براي تابع  :19مثالf (x) وقتي كهx  1 اي به شكل زير نوشته شده است. مقدار ضريبسري فوريه ،استa3 كدام است؟  

1 (


2
12 8

9
  2 (

2
8

9
  

n
n , , ,...

n
f (x) a cos( x)




 

1 3 5 2 

1

1

f (x)

x

 

 

3 (


2
6 4
9

  4 (
2
4

9
  

 :بنابراين .نوسي استكسي ،ي نوشته شدهسري فوريه  »1«گزينه  پاسخf (x) بينيم كه در به صورت زوج گسترش داده شده است. با دقت به سري مي

nآن n

L

 
 Lپس .است 2  Tو 2 L 2 f،Tي تناوب تابعيعني دوره 4   ير بـازه ي آن يعنـي د دامنـه را روي نـيم  fياست. لازم است ضـابطه  4

[ , ]2 هـاي فـرد اسـت. بنـابراين    ي خواسته شده فقـط شـامل هارمونيـك   تعيين كنيم. اكنون دقت كنيد كه سري فوريهf    نسـبت بـه خـطL
x  

1
2 2  

fبنابرايني تناوب آن صفر شود. روي يك دوره fرا بايد طوري بسط دهيم كه انتگرال fبايد فرد باشد. در واقع (x)  خواهد بود: زيرمطابق شكل  
fيبينيم كه ضابطهبا كمي دقت مي (x) ي آن چنين است:در نيم دامنه  

  
  

x x
f (x)

x x

 
    

1
2 1 2
  

  
  كنيم:را محاسبه مي a3ضريباكنون 

  L
a f (x)cos( x)dx f (x)cos( x)dx x cos( x)dx (x )cos( x)dx

L
           

2 1 2
3 1

2 3 2 3 3 322 2 2 2 2  
  

  شوند:هر دو انتگرال با استفاده از جدول جزء به جزء حل مي
x cos( x) x cos( x)

sin( x) sin( x)

cos( x) cos( x)

  

 
 

   
 2 2

2
1 11 1

1 1 

  

در اين جداول  
3
  ها داريم:ها و جايگذاري كراناست. با نوشتن جواب 2

  a [ x sin( x) cos( x)] [ (x )sin( x) cos( x)]
     

           
       

3 2 2 2 2 2
1 22 3 4 3 2 3 4 3 2 4 4 2 12 82 13 2 2 3 2 2 3 39 9 9 9 9

  

 

22 1 1

1

1

f (x)

x
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 براي تابع  :20مثالf (x) يدر بازهx   اي به شكل زير نوشته شده است. مقدار ضريبيهسري فورb3 كدام است؟  

n
n , ,

n
f (x) b sin( x)


 

1 3 5 2  

1 (


2
3  2 (

8
9  




x

y

f (x)

 

 
3 (


8

9  4 (
4
9  

 :پس ، سينوسي است.سري نوشته شده  »3«گزينه  پاسخf (x)     را بايد گسترش فرد بـدهيم. دقـت كنيـد كـهn n
( L )

L


   22  ي پـس دوره

f،Tتناوب تابع  4 ياست. لازم است ضابطهf يي آن يعني بازهدامنه را روي نيم[ , ]2 هاي فـرد  با دقت به اين نكته كه فقط هارمونيك .پيدا كنيم
fشودمعلوم مي ،انددر سري فوريه آمده (x) با آن كه تابعي فرد است اما نسبت بهx   باشد. يعني نمـودار زوج مي دامنه است،كه وسط نيمf  ي در بـازه

[ , ]2 بايد نسبت به خطL
x   2 .متقارن باشد  

  ي آن چنين است:در نيم دامنه fيبه اين ترتيب ضابطه
x x

f (x)
x x

  
      2 2

  
  

  آوريم:را بدست مي b3ضريب اكنون
L

n
n

b f (x)sin( x)dx b f (x)sin( x)dx [ x sin( x)dx ( x)sin( x)dx]
L L

  




     

    
2 2

3
2 2 3 1 3 322 2 2 2  

  
  شوند:زير حل ميهر دو انتگرال با استفاده از جدول جزء به جزء 

در اين جداول 
3
  است. 2

x sin x x sin x

cos x cos x

sin x sin x

  

    
 

   
 2 2

2
1 11 1

1 1 

  

  x ( x)
b [ cos( x) sin( x)] [ cos( x) sin( x)] [ ]

  
         

   3
21 2 3 4 3 1 2 2 3 4 3 1 4 4 8

3 2 9 2 3 2 9 2 9 9 9
  

  
  

Asinسري فوريه توابع :2نكته  ax وBcos ax بنـابراين هرگـاه بـه تـوابعي برخـورد كنـيم كـه         .باشـد برابر خود آنها مي در دوره تناوب اين توابع
اش خـودش اسـت،   توانيم سري فوريه بقيه تابع را محاسبه كنيم و نتيجه را با آن قسمت از تابع كه سـري فوريـه  مي ،فوق باشد قسمتي از آن شامل عبارات

  :شودتعريف مي مقابلكه با شرايط  يعجمع كنيم. براي مثال سري فوريه تاب
  f (x) x sin x cos x , x , T         6 2  

       برابر است با:
n

n

( )
f (x) sin x cos x sin nx

n






   

1

1

16 2  

 هرگاه   :21مثالf (x) x sin x   وx    در بسط فوريه مثلثاتي ،f  ضريب جمله ،sinx : برابر است با          
  ) صفر4 3)3 2)2 1)1
 :دانيم سري فوريه تابعمي  »3«گزينه   پاسخsin x برابر خودsin x است، لذا كافي است سري فوريه تابع فردg(x) x    را به دسـت آوريـم. چـون 

sinضريب x لذا ،خواسته شدهb1 كنيم:را حساب مي  b x sin xdx b [ x cos x sin x]
 

     
 1 1
2 2 2



Eq] ¾M Eq] ÁoÃ¬−Ho«TºH  
sinضريب x  تابعدر بسطg(x) x  به دست آمد و چون 2برابرf (x) x sin x  تعريف شده است، لذا ضريبsin x باشد.مي 1+2=3برابر  

 
 بـه   فوريـه  گردد و ديگر نيازي به محاسـبه ضـرايب  حل شدن مسئله مي تراستفاده از روابط ساده مثلثاتي منجر به ساده ،سؤالاتدر بعضي از  :2تذكر

  گيري نيست.روش انتگرال




2 

2 x

y
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 در نمايش سري فوريه تابع :22مثالf (t) sin tcos t 2 T(كه با دوره تناوب 2  2   متناوب است) به شـكلn n
n

a
f (t) a cosnt b sinnt




  

12
 

  تند؟كدام مقادير صحيح هس
1(a  4

1
aو 4 2

1
aو 2  

1
4  2 (a  8 وa 2 aو 2 4 4  

3 (a 4 aو 4 2 aو 2  4  4 (a  4
1
aو 4 2

1
aو 2  

1
2  

 : 4«گزينه  پاسخ«  

a a a

cos t cos t
f (t) sin t cos t ( )(cos t) cos t cos t cos t [ ] cos t cos t

  

 
         

2 4
2

2 21 2 1 1 1 1 1 4 1 1 12 2 2 2 2 2 42 2 2 2 2 2 4 2 4


  

  

 اگر  :23مثالt  2 ،f (t) sin t   كدام است؟ b5اه مقدار، آنگ5

1 (5
8  2 (1

16  3 (
5

16  4 (1
8  

 :هاي مثلثاتي كمك بگيريم:بهتر است از فرمول»  2«گزينه   پاسخ  
cos t

sin t (sin t)(sin t) sin t[ sin t sin t] sin t ( )( sin t)


     5 2 3 2 33 1 3 1 2 13 34 4 4 2 4
  

[ sin t sin t] sin t sin t cos t sin t sin t sin t [ (sin t sin t)]        
3 3 1 1 1 9 3 1 1 13 3 3 2 3 3 54 4 4 8 8 16 16 8 8 2

  

sin t sin t sin t sin t   5 1 5 13 516 16 16
  

  

 شـود.  گونه توابـع توسـط طـراح سـؤال داده مـي     ي تناوب ذاتي هستند. اما در برخي سؤالات، يك بازه براي اينتوابع مثلثاتي داراي يك دوره :3تذكر  
sinدانيم كهبراي مثال مي t3 ي تناوب ذاتيدورهT  2 ي تنـاوب يـا بـا يـك     ي اين تابع را با همين دورهرا دارد. حالا ممكن است بخواهيم سري فوريه

  تـوانيم  آن تـابع باشـد، مـي    ي تناوب ذاتيِ يـا مضـرب صـحيحي از دوره تنـاوب ذاتـي     ي تناوب داده شده، همان دورهي تناوب ديگر بنويسيم. اگر دورهدوره
شود و اغلب ضرايب به جز ي متناهي تشكيل ميهاي مثلثاتي براي يافتن سري فوريه استفاده كنيم. معمولاً در اين حالت سري فوريه از چند جملهاز فرمول

fبراي مثال براي تابعشوند. صفر مي يي،چند ضريب ابتدا (t) sin t tدر بازه 3  2يتوان از رابطه، ميsin t sin t sin t 3 3 1 34 اسـتفاده كـرد.    4

sin(چون دوره تناوب تابع  t sin t
3 1 34 fاست.) اما براي همين تابع (يعني 2هم برابر با 4 (t) sin t tي) در بازه3  ي يـاد  توان از رابطـه ، نمي

sinشده استفاده كرد. (چون دوره تناوب تابع t3     طبق تعريفي كه انجـام شـده برابـر بـا    اسـت، امـا دوره تنـاوبsin t sin t
3 1 34   اسـت.   2برابـر بـا   4

نيست: 2عبارت ديگر دوره تناوب در اين حالت مضرب صحيحي از و يا به



1

2 2(  

  شرايط وجود سري فوريه

ز توابع داراي ي بزرگي ابراي آن كه دقيقاً چه توابعي سري فوريه دارند، تاكنون پيدا نشده است! در عمل دسته لازم و كافيحقيقت آن است كه هيچ شرط 
  گويند.پذير لبگ ميها توابع انتگرالسري فوريه هستند كه به آن

شوند. اين توابع اغلب خوش رفتار هستند. بـه ايـن   كنيم كه در محاسبات مهندسي ظاهر مياما در درس رياضيات مهندسي، ما خود را به توابعي محدود مي
  ي زير دقت كنيد:تر وارد بحث شويم به قضيهند. براي آنكه دقيقها تحت كنترل قرار دارهاي آنمعني كه ناپيوستگي

fهرگاه تابع حقيقيقضيه:  :[ L , L]   ي تناوببا دورهT L حد راسـت و چـپ    xفقط در تعدادي متناهي از نقاط ناپيوسته باشد و در هر نقطه 2
  كه هر تابع با اين شرايط داراي سري فوريه است. اي پيوسته است،تابعي تكه fيمگويه ممكن است، برابر نباشند) مي(البت ،د باشدآن موجو
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 تابع زير را با دوره تناوب  :24مثالT    در نظر بگيريد. 2
x x

f (x)
x x

 
    

1
3 1 2

  

]يي نقاط بازهن تابع در همهاي , ]2 به جز نقاطx , , 1 2   پيوسته است. اما در ايـن
  نقاط هم حدود چپ و راست آن موجود و متناهي است.

f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )          1 1 1 2 2 1 2 1     
  اي پيوسته است و سري فوريه دارد.بنابراين اين تابع، تكه

  

 توابع  :25مثالf (x)
x


g(x)و 1 sin

x


)يرا بر بازه 1 , )1  در نظر بگيريد. اين توابع با آن كه فقط در يك نقطـه(x )      ناپيوسـتگي دارنـد، امـا

زيرا شوند.اي پيوسته محسوب نميتكه
x
Lim f (x)

 


  
1

 
و 

x
Lim g(x) sin( ) sin

 


  
1

 
fيعني حد راست  (x) ،شـود و حـد   كران مـي بي در صفر

  در صفر وجود ندارد. g(x)راست
  

fاگر تابع (x) شود:كند كه به صورت زير خلاصه ميهايي پيدا ميبه طور ذاتي ويژگي ،ي فوق باشدقضيه داراي شرايط  
Mعددي مانند الف)   وجود دارد كه براي هرx داشته باشيم| f (x) | Mبه عبارتي تابع ،f دار خواهد بود.رانك  

  متناهي است.  ،داري كراندر هر بازه fمطلقي تعداد نقاط بيشينه و كمينه ب)
  دار، متناهي است.ي كراندر هر بازه fهايتعداد ناپيوستگي ج)

  وجـود سـري   ،ط را داشـته باشـد  ايند نـه شـرط لازم. يـه ايـن معنـي كـه اگـر تـابعي ايـن شـر          شرط كافي براي وجود سري فوريه هست ،همه موارد فوقتوجه: 
  نامند.ممكن است سري فوريه داشته يا نداشته باشد. شرايط بالا را شرايط ديريكله مي ،ي آن تضمين شده است. اما اگر در اين شرايط صدق نكندفوريه

)ياوبي كه در بازهتوابع متن :3نكته  , L) به صورت
b

c
sin

x
يا 

b

c
cos

x
cبراي اعداد ثابت    وb    ي شـمار نقطـه  داراي بـي  ،تعريف شـوند

  د.اي پيوسته نيستنبيشينه و كمينه بوده و تكه
 براي نمونه تابع  :26مثالy cos

x


xيرا در بازه 1     كنـيم. نقـاط   بررسـي مـي
  هاي مشتق آن:ريشه ؛ي اين تابع عبارتند ازبيشينه و كمينه

y sin n x
x x nx

       
2

1 1 1 1
  

nxيدر هر نقطه از دنباله
n



نامتناهي  ،داريم. تعداد اين نقاط مطلق ي اكسترممطهيك نق 1
)ياست. اين تابع در فاصله , ) شمار نوسان دارد. نمودار آن مانند فنري است كه لحظـه  بي

  بنابراين اين تابع ويژگي (ب) را ندارد. شود.تر ميبه لحظه فشرده
  

 تابع ضربه  :27مثال(t) شود كهبه اين صورت تعريف مي( )   و در ساير نقاط(t)   است. اين تابع درt   كران است. بنابراين نميبي-

|داشته باشيم tكه براي هر پيدا كرد Mتوان عددي مانند (t) | M     اين تابع ويژگي (الف) را ندارد. تابع ضربه از آن دسته توابعي است كـه بـا آن كـه .
  اما داراي سري فوريه است. ،شرايط ديريكله را ندارد

  

 به تابع  :28مثالf (x) يي زير بر بازهبا ضابطه( , )1 .دقت كنيد  
x

n n
f (x)

x
n n

  
  
   

1 1
2 1 2
1 11 2 2 1


  

xياين تابع در هر نقطه
n


nكه 1  ، fهـاي باشد ناپيوسته است. تعداد ناپيوسـتگي  2

  نامتناهي است. بنابراين ويژگي (ج) را ندارد.
  

aتوابع به فرم :4نكته 
b

c
f (x) x sin

x
 وa

b

c
f (x) x cos

x
 به ازاي هرa   ياند و در فاصلهپيوستهاي تكه( L , L)     .سـري فوريـه دارنـد  

bاما اگر  وa    ها دركه حد چپ و راست آنضمن آنباشد؛x  ،سري فوريه هم ندارند. وجود ندارد  

2 1

2

1

4

1

5

1

3

 



x

y

1

6

1 2


1

1

2  


0

x

y

3


2 4
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fهمگرايي سري فوريه به تابع 
 

  
nفرض كنيد n

n

n n
a (a cos x b sin x)

L L





 
 

1
 ي تابعسري فوريهf (x) ي تناوببا دورهT L باشد. سؤال مهمي كه ممكن است پيش آيـد ايـن    2

  همين نقطه برابر است يا خير؟در  fبا مقدار تابع xاي ماننددر نقطه است كه آيا واقعاً مقدار سري فوريه

فرض كنيد ،براي بررسي اين موضوع
N

N n n
n

n n
S (x) a (a cos x b sin x)

L L

 
  

1
    مجمـوعِ جملـه ثابـت وN  ي اول سـري فوريـه باشـد. در    جملـه

NSبينيد كه چگونههاي زير ميشكل (x) گام به گام به نمودارf (x)   شـود. بـه عنـوان نمونـه تـابع     نزديـك مـي; x
f (x)

; x

  
     

1 
 

ي را بـا دوره  

Tتناوب  2 يايم. سري فوريهدر نظر گرفتهf (x) :برابر است با  
n

n

( )
sin(nx)

n





 



1

1 1 1
2

  

فرض كنيم
nN

N
n

( )
S (x) sin(nx)

n

 
 


1

1 1 1
Sي اول از سري فوريه باشد. براي مثالجمله Nي ثابت ووع جملهمجم 2 (x)1    فقط شـامل جمـلات تـا 

N 1 :استS (x) sin x 
1

1 2
Sاما 2 (x)5 تاN  Sدارد:ادامه  5 (x) [sin x sin x sin x]     

5
1 2 3 52   :به نمودارها دقت كنيد  

 

  
3

1 2
S (x) (sin x sin 3x)

2
  


 

 

  
1

1 2
S (x) sin x

2
 


 

  

 

  
y f (x) 

 

  
15

1 2
S (x) (sin x sin15x)

2
   


 

 

  
11

1 2
S (x) (sin x sin11x)

2
   


 

 

  
5

1 2
S (x) (sin x sin 5x)

2
   


 

NSنمودار، كنيمهر چه تعداد بيشتري از جملات سري فوريه را لحاظ مي (x) بيشتر به نمودارf (x) شود. در اين ميان اما يـك اسـتثناء وجـود    نزديك مي

xدارد. در   داريمf ( ) 1 اما اگر با دقت به نمودارهايS (x)1 تاS (x)15 بينيد كه مقدار سري فوريه درمي ،نگاه كنيدx    1برابـر
اسـت. در واقـع    2

xدر fچون   تواند در اين نقطه به مقدارسري فوريه نمي ،ناپيوسته استf اسـت ميل كند و به جاي آن به ميانگين حد چپ و رf     .ميـل كـرده اسـت
  بندي كنيم:ي زير جمعتوانيم در قالب قضيهاين بررسي را مي

   قضيه ديريكله       

]و [Lبر بازه fمتناوب اگر تابع L اي هموار باشد، يعنيتكهf وf  يدر هـر نقطـه  فوريـه تـابع   سـري   ، آنگـاه مقـدار  اي پيوسته باشـند هر دو تكهx ،  
f]برابر ميانگين حد چپ (x )]

 و حد راست[(f (x )]
 در آن نقطه خواهد بود:  

f (x ) f (x ) 
 2

   يمقدار سري فوريه در نقطه x  

fگاه داريمتابع باشد، آن پيوستگيي نقطه xواضح است كه اگر (x ) f (x ) f (x)    :و در نتيجه داريم  
f (x )   تابع در نقطهمقدار سري فوريه x  
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 سري فوريه تابع مقدار :29مثال
L

, x
f (x)

L
, x L

   
  

2
1 2

 
Lدر نقطه ،

x    كدام است؟ 2

1) 3  ) صفر2  1) 1
  ) قابل محاسبه نيست.4  2

 : تابع در نقطه»  3«گزينه  پاسخL
x         برابر است با: سري فوريهمقدار  بنابراينانفصال دارد  2

L L
f ( ) f ( )L

f ( )

 
 

  
1 12 2

2 2 2 2
  

aتوابع به فرم :5نكته 
b

c
f (x) x sin

x
 وa

b

c
f (x) x cos

x
 در حالتي كهb a   اي همـوار نيسـتند.   يوسته هستند اما تكهاي پباشد، تكه

fها بهي آناند اما سري فوريهاين توابع داراي سري فوريه (x) همگرا نيست. در حالتي كهa b   باشد، تابعf (x) اي اي هموار است و سري فوريـه تكه
fدارد كه به (x) همگراست. به عنوان مثال، تابعf (x) x cos

x


fاش بـه دارد اما سري فوريـه  سري فوريه 1 (x)    همگـرا نيسـت. تـابعf (x) x cos
x

 2 1 
fاي دارد كه بهسري فوريه (x) .همگراست  

 سرعت همگرايي ضرايب سري فوريه  
  

  ارتباط سرعت همگرايي ضرايب سري فوريه با ناپيوستگي تابع و مشتقات تابع را بررسي كنيم. خواهيمدر اين قسمت مي

fتابع خوداگر  (x)داشته باشد، حداقل يكي از ناپيوستگيي ، حداقل يك نقطهnaيا هاnbبا سرعتي نظيـر  هاC

n
 )C       عـددي حقيقـي اسـت) بـه صـفر

Cبا سرعت كمتر از اندتونميشود و آن يكي ضريب هم همگرا مي

n
  به صفر همگرا شود. 

fبه همين ترتيب اگر (x) پيوسته وf (x) وقت حداقل يكي از، آنناپيوسته باشدnaيا هاnbبا سرعتي نظير هاC

n2 شود و آن يكي ضريب هم به صفر همگرا مي

Cبا سرعت كمتر ازتواند نمي

n2 به صفر همگرا شود. به طور كلي اگرf (x) تاkf (x)1  يعني مشتق مرتبه)»k 1پيوسته باشد و») ام(k)f (x) باشد،  ناپيوسته

با سرعت هاnbاي هاnaوقت حداقل يكي ازآن
k

C

n 1 تواند با سرعت كمتر ازشود و ضريب ديگر هم نميبه صفر همگرا مي
k

C

n 1 به صفر همگرا شود .  

fدر تابع ؛براي مثال (x) | sin x |چون ،f (x) زهدر باx  2 پيوسته وf (x) ناپيوسته است، سرعت همگرايي يكي از ضرايب حداقلC

n2 شـود،  مي

x و يا مثلاً براي تابع ; x
f (x)

x ; x

    
  

21 1
3 1 2

تابع پيوسته، ولي مشتق آن ناپيوسته است، پس ضرايب سر ي فوريه حـداقل بـا سـرعت   ، چون خودC

n2  

  ي مشتق اين تابع دقت كنيد:د. به ضابطهنشوبه صفر همگرا مي
x ; x

f (x)
; x

     

2 1
1 1 2

  
xبينيد درطور كه ميهمان 1 .مشتق تابع ناپيوستگي دارد  
 قابل بررسـي اسـت كـه تـابع    ي در صورتسرعت همگرايي ضرايب سري فوريه  :4تذكرf (x) اي پيوسـته باشـد. بـراي مثـال تـابع      دار و قطعـه ، كـران
xدر ،(x)ضربه   ي اين تابع، ثابتضرايب فوريهاز طرفي اي پيوسته نخواهد بود. كران است و قطعهبي


 شـوند هستند و اصلاً بـه صـفر همگـرا نمـي     1

  كند.صدق نمي تابع ضربهمطالب فوق براي بنابراين 

 دانيم يك تابع متناوب داراي ضرايب فوريه به صورتمي  :30مثالn n
n

a , b
(n ) n (n ) n

 
   2 2 2 2 2 2

2 2
1 4 1 4

است، در مـورد پيوسـتگي    
  توان گفت؟تابع و مشتقات اين تابع چه مي

 :ضريب پاسخna با سرعتي معادلC

n
Cبا سرعتي معادل nbو 

n2 يابد. بنابراين حـداقل سـرعت يعنـي   كاهش ميC

n
گيـريم و طبـق   را در نظـر مـي   

  پذير هم نيست.هايش به وضوح مشتقع داراي ناپيوستگي است و در ناپيوستگياين تابواضح است  ،توضيحات
  

 دانيم يك تابع متناوب داراي ضرايب سري فوريه به صورتمي  :31مثالn na , b
( n ) n n n

 
  2 2 2

1 1
2 1 1 1

در مورد پيوستگي تابع و است،  
  توان گفت؟مشتقات اين تابع چه مي

1هاي آن موجود نيستند.تابع ناپيوسته است و طبيعتاً مشتق) خود 
  ) خود تابع پيوسته است ولي مشتق اول آن ناپيوسته است.2
  وجود ندارند.آن،  از و بالاتر دوي مرتبهمشتقات  لي) خود تابع و مشتق اول آن پيوسته هستند، و3
  ، وجود ندارند.آن از ي سه و بالاترمرتبهمشتقاتليو،هاي اول و دوم آن پيوسته هستند) خود تابع و مشتق4
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 :ضريب»  2«گزينه  پاسخna با سرعتي معادلC

n2 و ضريبnb با سرعتي معادلC

n3 كند، بنابراين ضريبكاهش پيدا ميC

n2  گيـريم  را در نظر مـي

  ولي مشتق اول آن پيوسته نيست. ،گيريم) پس خود تابع پيوسته است(يعني حداقل سرعت را در نظر مي
  

 در بسط تابع پريوديك :32مثالf (x) به سري فوريه، ضرايبna وnb با روابطn n
( e ) n( e )

a , b (n )
n n

   
  

   

1 1
2 2 2

2 1 4 1
1 4 1 4

 اند،به دست آمده 
  كدام گزينه صحيح است؟

f) تابع1 (x)  اندناپيوسته آن بالاتر پيوسته بوده ولي مشتقات مرتبهو مشتقات مرتبه اول و دوم آن.  
  توانند بيانگر ضرايب فوريه براي يك تابع پريوديك باشد.نمي nbو na) عبارات داده شده براي2
f) تابع3 (x) باشد.حداقل داراي يك نقطه انفصال در پريود اصلي خود مي  
  ابع پريوديك را مشخص نمايند.توانند پيوسته يا ناپيوسته بودن ت) ضرايب فوريه به تنهايي نمي4

  : با توجه به اينكه يكي از ضرايب فوريه (يعني»  3«گزينه پاسخnb مانند) با سرعتيc

n
بايـد  ، لذا طبق مطالب بيـان شـده تـابع    كندميل ميصفر به  

  داراي حداقل يك نقطه ناپيوستگي باشد. 

  وجود تقارن مخفي        

 مـثلاً اگـر تـابع    .شـود تقارن فرد مـي  ع اضافه شود، آنگاه تابع دارايبه ضابطه تاب kبعضي توابع تقارن مخفي دارند، به اين معني كه اگر يك عدد ثابت مانند
f (x) تابعي نه زوج و نه فرد باشد، و تابعf (x) k :تابعي فرد شود، آنگاه سري فوريه تابع جديد به شكل زير است  

k
n n

n n

n n
f (x) k b sin x f (x) k b sin x

L L

 

 

 
     

1 1

´ÄnHj SwHn Sμw ¾M −I£TºH IM  

fدر بسط فوريه aهمان kدر واقع در اين حالت مقدار (x) اين نكته استفاده نكنيم، بايد تمام ضرايب را جداگانه حساب كنيم. از  دقت كنيد اگر .باشدمي  

 اگر تابع :33مثالf در يك دوره تناوب به صورتL
f(x) x 2 ،L L

x  2 Tبا دوره تناوب، 2 L؟ري فوريه آن كدام است، تعريف شده باشد، آنگاه س  

1(
n

n

L L ( ) n
sin x

n L





 

 1

1 2
2  2(

n

n

L L ( ) n
sin x

n L





 

 1

1 2
2  3(

n

n

L L ( ) n
cos x

n L





 

 1

1 2
2  4(

n

n

L L ( ) n
cos x

n L





 

 1

1 2
2  

 : تابع  »2«گزينه  پاسخf (x)  اگر تابع است، زيراداراي تقارن مخفيf (x) را به اندازهL

     شـود داراي تقـارن فـرد مـي    ،دهـيم  انتقالبه سمت پايين  2
  كه در شكل زير نشان داده شده است:

  
  

L
f (x) x

g(x) x
L

g(x) f (x)

     
 


2

2

  و         

  
fبراي به دست آوردن سري فوريه (x)ولي با استفاده از ،ه دست آوريميب سري فوريه را با، بايد تمام ضرg(x)     تـوانيم بـه روش   كـه تقـارن فـرد دارد مـي

fتر به سري فوريهساده (x) برسيم. به اين صورت كه ابتدا سري فوريهg(x)آوريم سـپس مقـدار  را به دست ميL

كنـيم كـه سـري    مـي را بـه آن اضـافه    2
fفوريه (x)  شود. چونميحاصلg(x) يباضر ، بنابراين فقط بايدفرد استnb:را به دست آوريم  

L L

n
n n

n xL n L n L L
b ( x)sin xdx [( ) cos( x) sin( x)] b [ cos n ] ( )

L L L n L L L n n( n )

  
        

  
2 22 2

2
2 2 4 2 2 4 12 42
2


    

n  بنابراين داريم:
n

n n

n L n
g(x) b sin x ( ) sin x

L n L

 

 

 
  

 
1 1

2 21  

f، سري فوريهg(x)فوريه توانيم با استفاده از سريمي (x) :را به صورت زير به دست آوريم  
n

n

L L L L ( ) n
g(x) f (x) f (x) g(x) f (x) sin x

n L





 
       

 1

1 2
2 2 2  

L

L

2

L

2


x

L
g(x) f (x)

2
 

L

2

L

2


x

L

2

L

2


L

2

f (x) g(x)


