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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

  

 جواب دالامبر معادله موج 
  

ي موج متناهي را ابتدا معادله روش دالامبر است.شود، اي خاص سؤال ميخصوصاً در مسائلي كه مقدار جواب در نقطه ،يك روش ديگر براي حل معادله موج
ttبـراي معادلـه مـوج   . كنيمبررسي مي xxu c u ,u(xصـورتي كـه   در 2 ) f (x) وtu (x, ) g(x) در فاصـله ،x L  ـ    ا شـرط مـرزي همگـن    ب

  جواب دالامبر معادله موج به صورت زير است: (شرايط مرزي صفر)

 
x ct

x ct
u(x,t) f (x ct) f (x ct) g(s)ds

c




     

1 1
2 2  

كنيم. بـا توجـه بـه شـرايط مـرزي نـوع       نياز پيدا مي gو fنوع گسترش توابعن و همچنين به دانست gو fي فوق به دوره تناوب توابعمعمولاً در محاسبه
  دهيم.كند. بنابراين ابتدا اين موارد را آموزش ميگسترش و دوره تناوب فرق مي

نكات زير  كه كندفرق مي gو fگسترش توابعو دوره تناوب  ،با توجه به نوع شرايط مرزي توجه به شرايط مرزي معادله موج:با  g و fنوع گسترش توابع 
  كند:را روشن ميموضوع به خوبي اين 

xاگر در ) 1   ياx Lشرايط روي ،u باشد، بايدfوg را نسبت بهx   ياx L .گسترش فرد دهيم  
xاگر در ) 2   ياx L شرايط رويxu باشد، بايدfوg را نسبت بهx   ياx L .گسترش زوج دهيم  
ــر حســب   ) 3 ــرزي ب ــر دوي شــرايط م ــه ه ــالتي ك ــر دوي آن uدر ح ــا ه ــر حســب و ي ــا ب ــ xuه ــاوب ،دنباش ــي  L2دوره تن ــه م   شــود.در نظــر گرفت

  شود.در نظر گرفته مي L4داده شود، دوره تناوب برابر xuو ديگري بر حسب uاما اگر شرايط مرزي يكي بر حسب
xنسبت به gو fباشند، توابع uهرگاه هر دو شرط مرزي رويدر واقع    نسبت به وx L هايبنابراين نمودار فرد هستند؛f وg يدر بازه[L , L]2 

]يدر بازه هاي خودي نمودارقرينه , L] است. همچنين نمودارg وf يدر بازه را[ L , ]2  يدر فاصله ي نمودار آنقرينه[ , L]2  گيـريم تـا   مـي در نظر
Tي تناوبتناوب كامل حاصل شود. پس دوره هيك دور L باشـند رخ   xuهمين حالت زمـاني كـه هـر دو شـرط مـرزي روي     . (مطابق شكل زير) است 2

Tشود دوره تناوبدهد و باعث ميمي L   باشد. 2
  
  
  
  
  

xuصـورت اگر شرايط مـرزي بـه   مثلاً دو شرط مرزي متفاوت داشته باشيم، اما اگر ( , t) u(L, t)     باشـد، چـون درx     شـرايط مـرزي رويxu  و
xدر L شرايط مرزي رويu تابع گسترش است، لذاf نسبت بهx    نسبت بهزوج وx L فرد است. ابتدا نمودارf ر بازهد [ , L]  ؛شـود رسم مـي 

L]يدر فاصله fسپس نمودار , L]2 با توجه به فرد بودنf ينسبت به نقطهx L ،ي آن است. در نهايت نمودارقرينهf يدر بازه[ L , ]2    با اسـتفاده
xدر fاز زوج بودن   شود.مشخص مي  

  
  
  
  
  

Tنيست بلكه L2ي تناوباگر به نمودار دقت كنيد ديگر دوره L   است. 4
xاگر) 4   با توجه به شرط مرزي در، باشد، آنگاهx   توابـع ،f وg     دهـيم. اگـر  را گسـترش زوج يـا فـرد مـيu( , t)    توابـع  ،باشـدf وg   

xuرا گسترش فرد و اگر ( , t)    ،توابعباشدf وg دهيم.را گسترش زوج مي   
x، چوني موج نامتناهيدر مسأله) 5    رشنيازي به گست ، لذااستf وg براي تمام نداريم و جواب دالامبرxصادق است.  ها  

در طـول   (لازم به ذكر اسـت كـه   نيز استفاده كنيمنامم كه من آن را روش جبري ميديگري از روش توانيم ي موج ميدر حل دالامبر معادله روش جبري:
  هـاي بـه كـار بـردن آن را ارائـه كـردم).       هاي كمـك آموزشـي در كشـور، بنـده ايـن روش را مـدون و شـيوه       هاي گذشته براي اولين بار در حوزه كتابسال

xمعادلهكه در اين  قابل بيان است زيربه صورت در اين روش  ي موججواب دالامبر معادله
G(x) g(x)dx  .است  

* * * *u(x,t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
c

       
1 1
2 2  

xيدر بازه f*اند. مقداراستفاده شده Gوfبراي گسترش توابع G*و f*نمادهاي L  برابر با خودf (x)  است و در ساير نقاط با توجه به گسترش زوج يا
  گـر بـه آن مسـلط شـويد،     كنـيم، چـون ا  داريم. در اين كتـاب بيشـتر از روش جبـري مسـائل را حـل مـي       Gو Gآيد، همين وضعيت را بينبه دست مي fفرد

  تر است.تر و قابل فهمبسيار آسان
در برخـي مسـائل   شود و بنابراين ، فقط در شرايطي خاص منجر به جواب صحيح مياست xuهر دو شرط مرزي بر رويروش جبري در مسائلي كه : تذكر مهم

تر به جواب برسيد توانيد با استفاده از روش جبري سريعاما در ساير شرايط مرزي مي .از همان روش انتگرال كمك بگيريمبايد  ،است xuدو شرط مرزي روي كه هر
  و ديگر لازم نيست از روش انتگرال استفاده كنيد.
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

  

 دستورالعمل حل دالامبر معادله موج به روش جبري
  

  ي خاص سؤال شده است.ادر نقطه و متناهي همگندهيم كه جواب معادله موج در اين قسمت روش حل مسائلي را شرح مي
,u(xابتدا فرمولگام اول:  t) را برحسب*f و*G  جايتشكيل داده و بهx،t وc .اي توجه داشته باشيد اگر در مسأله مقدار موردنظر مسأله را قرار دهيد

  را بنويسيد. )G*صفر بود، ديگر نيازي نيست كروشه دوم (كروشه شامل g(x)مثلاً
f*حالا بايد مقاديرگام دوم:  ( G*و ( ( . )كنـد فرق مي cو x،tبسته به مقادير ها چيزي ننوشتم، چون براي هر مسألهداخل پرانتز اًعمد (دقت كنيدرا حساب كنيم.  (

  دو حالت زير را داريم: ؟ بنابراينتعيين شده قرار دارد يا نه xاي كه در صورت مسأله برايا در بازهعدد داخل پرانتزه دقت كنيد كه ، ابتدابراي اين منظور
f*مقـادير  بـه راحتـي   ،اگر اين عدد در بازه قرار داشت بازه قرار دارد: درونعدد داخل پرانتزها الف)  ( G*و ( ( (در ايـن حالـت بـه     درا تعيـين كني ـ  (
    .را لحاظ كنيد) Gو fتوانيدمي G*و f*جاي

بايـد از   ابتـدا  ؟ خبُ اينجاست كـه كار كنيمقرار نداشت چه xده شده براياگر عدد داخل پرانتز در بازه دا دارد:نبازه قرار  درونب) عدد داخل پرانتزها 
راه شـود! يعنـي ايـن    كنيم كه عدد داخل پرانتز سر بهدر واقع با اضافه يا كم كردن دوره تناوب يا مضربي از دوره تناوب كاري مي ؛دوره تناوب كمك بگيريم
تواند عبارت داخل پرانتز توجه داشته باشيد كه معمولاً در اين حالت دوره تناوب به تنهايي نمي در صورت سؤال قرار گيرد. xبرايعدد درون بازه داده شده 

دقت داشته باشيد كه در روش جبري منظور از گسترش فرد ايـن اسـت    كمك بگيريم. هم براي اين منظور g*و f*را سر به راه كند؛ و بايد از نوع گسترش
*كه *f ( a) f (a)   و منظور از گسترش زوجf اين است كه* *f (a) f ( a)  هستند كه براي توابع زوج و فرد از دبيرستان بلد همان تعاريفي ها و اين
  هم صادق است). G*تابع براي بودن ستيم! (اين تعريف زوج يا فرده
 :هر جا شرط مرزي روي ،گفتيم كه طورهمان حواستان باشد تذكر بسيار مهمu بود، بايدf وg رد و وقتي هر دو شرط مرزي رويرا گسترش فxu   ،بـود
كس اسـت، يعنـي   عبـر ماجرا  G*دقت داشته باشيد كه براي فقط ؛است و به ذهن بسپاريدرا گسترش زوج دهيم. اين موضوع براي حفظ كردن راحت  gو fبايد
  .را تابعي فرد در نظر بگيريد G*گسترش زوج يابد، بايد استقرار  gرا تابعي زوج در نظر بگيريد و اگر G*گسترش فرد يابد، بايد استقرار  gاگر

 ز روي معادله موج زير مقدارا :8مثالu( , )1   كدام است؟ 3

1 (
22
3  2 (

11
6  tt xx

t

u u , x , t

u(x , ) , u (x , ) x( x) , x

u( ,t) u( ,t)

   
     
  

4 4
4 4

4

 
   

 
 

3 (
11
3  4 (33

12  

  : ه در اين سؤالاولاً توجه كنيد ك»  2«گزينه پاسخf (x)         برابر با صفر اسـت و لـذا نوشـتن كروشـه اول نيـازي نيسـت و فقـط كروشـه شـامل*G  را
cنويسيم. از طرفي در اين سؤالمي  2،x 1 وt      لذا داريم: است. 3

* * * *u( , ) [G ( ) G ( )] [G ( ) G ( )]        

1 11 3 1 2 3 1 2 3 7 52 2 4  

]در بازه gياما ضابطه ؛هستند 7و 5بينيد اعداد داخل پرانتزطور كه ميخبُ، همان , ]4  از جايگـذاري اسـتفاده   تـوانيم مسـتقيم   اعتبار دارد. پس نمـي
]كنيم. بايد اين اعداد را داخل بـازه  , ]4  چـون هـر دو شـرط مـرزي روي     رويـم؛ . ابتـدا سـراغ دوره تنـاوب مـي    بيـاوريمu      اسـت، پـس دوره تنـاوب برابـر

Tبا   2 4   كم كنيم و حاصل تغييري نخواهد كرد، لذا داريم: از آن ه عدد داخل پرانتز اضافه و ياتوانيم دوره تناوب را باست. مي 8
* * * *u( , ) [G ( ) G ( )] [G ( ) G ( )]       

1 11 3 7 5 148 384  
]شد، پس با آن مشكلي نداريم (چون داخل بازه 3عدد داخل پرانتز دوم،  , ]4   قرار دارد) اما عدد داخـل پرانتـز اول1      اسـت، پـس هنـوز مشـكل داريـم. 

توانيم زوج است و اين يعني مي Gفرد و لذا گسترش gاست، پس گسترش uتوجه كنيم؛ چون هر دو شرط مرزي روي G*اينجاست كه بايد به گسترش
*بگوييم  *G ( ) G ( ) 1   شود:، بنابراين رابطه به صورت زير بازنويسي مي1

* *u( , ) [G ( ) G ( )] 
11 3 1 34  

]هر دو عدد داخل پرانتز درون بازه ،بينيدطور كه ميهمان , ]4  يتـوانيم بـا خيـال راحـت از ضـابطه     قرار دارند، بنابراين مـيG(x)     اسـتفاده كنـيم؛ ابتـدا

xx  كنيم:را تعيين ميG(x)يضابطه x x x
G(x) x( x)dx [ ] x     

2 3 3244 22 3 3
  

u( , ) [G( ) G( )] [( ) ( )] ( ) ( )


            
3 32 21 1 1 3 1 5 1 22 111 3 1 3 2 1 2 3 94 4 3 3 4 3 4 3 6  
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 در معادله موج  :9مثال
tt xx

t

u u , x , t

u(x, ) x , u (x, ) x , x

u( ,t) u( ,t) , t

   
    
   

2
4 17

6 17
17

 

  
  

)uمقدار،  , )5   كدام است؟ 19

1 (37   2 (5/369  3 (368  4 (369  
  : به جايدر گام اول »  4«گزينه پاسخx  به جاي5عدد ،t  و به جاي 19عددc  دهيمرا قرار مي 2عدد:   

  * * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]                 


1 1 1 15 19 5 2 19 5 2 19 5 2 19 5 2 19 43 33 43 332 2 2 2 4  

xكدام در بازههيچ 33و 43اعداد حالا خوب دقت كنيد كه 17 چون هـر دو شـرط    !قرار ندارند. اينجاست كه بايد دست به دامن دوره تناوب شويم
Tاست، بنابراين uروي L   2 2 17   به صورت زير بازنويسي كنيم: با اضافه و كم كردن دوره تناوب عبارت راتوانيم است، پس مي 34

* * * * * * * *[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G( ) G( )]                
1 1 1 1 1 143 33 43 33 9 1 934 1 9 1 9 12 4 2 4 2 434 34 34

  

fحالا دقت كنيد كه (x) x وx
G(x) x dx x  2 36 2


)u  ، لذا داريم: , ) ( ) ( ( ) ) ( )           31 1 15 19 9 1 2 9 2 1 5 729 1 5 364 3692 4 2  

7بيش از طور نيست و درولي هميشه اين !نداشتيم G*و f*طور كه ديديد در اين مسأله نيازي به استفاده از نوع گسترشهمان  ها درصد سؤالات آزمون
  وجود دارد. G*و f*توابع نياز به گسترش

 

 با استفاده از روش دالامبر مقدار  :10مثالu( , )23       براي مسأله زير كدام است؟ 12
1 (/18 4 5  
2 (/1792 5  
3 (/1798 5  
4 (/1798 5  

tt xx

t

u u ; x , t

u( ,t) u( ,t)

u(x, ) x , u (x, ) x x

    
  


  
2

16 29
29

3 4

 
 

 

 

 :در اين سؤال»  4«گزينه   پاسخc  4،x  tو 23 12 باشد، لذا داريم: مي  
* * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]                 


1 1 1 123 12 23 4 12 23 4 12 23 4 12 23 4 12 71 25 71 252 2 4 2 8

  

Tاست، بنابراين uروي مرزي چون هر دو شرط   2 29   حالا با اضافه و كم كردن دوره تناوب در موارد موردنياز داريم: .58
* * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]             

1 1 1 123 12 71 25 71 25 13 25 13 252 8 2 858 58  

f*مقادير ( G*و 13( ( xدر بازه 13به راحتي با توجه به اين كه عدد  13(  29 د. امـا بـا توجـه بـه گسـترش فـرد تـابع       نشـو قرار دارد، حساب مي*f ،  
f*مقدار ( )25 برابر*f ( ) *باشد، لـذا گسترش زوج ميراي دا G*شود، تا بتوان آن را نيز حساب كرد، از طرفي چوننوشته مي 25 *G ( ) G ( ) 25 25 ،

*  پس داريم: *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G( )]   
1 123 12 13 25 13 252 8  

xاز طرفي x
G(x) g(x)dx ( x x)dx x x      2 3 23 4 2

 
fو (x) x:بنابراين داريم ،  

u( , ) ( ) [( ) ( ) ( ) ( ) ] [ ] / /                 3 2 3 21 1 123 12 13 25 13 2 13 25 2 25 6 2197 338 15625 125 6 1792 5 1798 52 8 8   
 

 اي زير، مقداراوليه ـ كرانه رمقدا مسألهبراي  :11مثالL
)

11
Lو 4

u(   )yeBerkelاز سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه (  را پيدا كنيد. 3

1 (L


223
144  2 (L


223

72  tt xx

t

u u , x L , t

u(x, ) x(L x) , u (x, )

u( ,t) u(L,t) , t

    
   
   

  
  

  
 

3 (L223
72  4 (L223

144  

 : در اين سؤال  »1«گزينه  پاسخL
x  3،L

t 
11

cو 4 1 است، همچنينg(x)  پس نوشتن فرمول براي ،*G .لازم نيست  

  L L L L L
u(x, t) [f (x ct) f (x ct)] [f ( ) f ( )] [f ( L) f ( )]


         

1 1 11 11 1 29 37
2 2 3 4 3 4 2 12 12  
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L L L L L L L L L
u( , ) [ ( (L )) ( (L ))] [ ]



          




2 2 211 1 5 5 11 11 1 35 11 23
3 4 2 12 12 12 12 2 144 144 144

,u(xاز طرفي ) x(L x)   فقط در بازهx L  داده شده است. در صورتي كهL


29
12   وL

L
37
بنابراين بايد از دوره تناوب كمك  باشند،مي 12

Tاست، پس uروي مرزيشرط هر دو با توجه به اينكه  .بگيريم L fبايـد تـابع   با توجه به شرايط مـرزي  ، از طرفي2 (x) x(L x)     را كـه فقـط در بـازه 
x L  گسترش فرد بدهيم ،تعريف شده:  

  


L L L L

f ( ) f ( ) f ( L ) f ( )



      

29 29 5 5212 12 12 12  

  دوره تناوب لطو                                

  
L L L L

f ( ) f ( L) f ( ) f ( )



    

37 37 11 11412 12 12 12  

  از طول دوره تناوب صحيحي مضرب                           
  

 با توجه به معادله موج زير، مقدار  :12مثالu( , )
3   كدام است؟ 38

1(
9

512   2(
485

1536   tt xx

t

x

u u , x , t

u(x , ) ( x) , x

u (x , ) ( x) , x

u ( ,t) u( ,t)

   


   


   
  

3

2

1
1 1
1 1

1

 

 

 
 

 
3(9

512   4(
485
768  

 :با توجه به اينكه »2«گزينه  پاسخx 
3
8،t  cو 3 1 :لذا داريم  

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]           


3 1 3 3 1 3 33 3 1 3 1 3 1 3 18 2 8 8 2 1 8 8  
)حالا چون اعداد داخل پرانتز در بازه , )1 گيريم؛ چون يك شرط رويقرار ندارند، لذا از دوره تناوب كمك ميu و شرط ديگر رويxu  است، بنابراين دوره

Tيعني L4تناوب برابر با   4 1   است، پس داريم: 4

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]           
3 1 3 4 3 1 3 33 3 3 3 38 2 8 8 8424 48  

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )] [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]                
3 1 3 3 1 3 3 1 5 3 1 5 33 1 1 1 1 1 18 2 8 8 2 8 8 2 8 8 2 8 8  

fحالا خوب دقت كنيد؛ ابتدا تكليف *( )
5
Gو 8 *( )

5
xكنيم؛ چون شرط مرزي دررا معلوم مي 8   رويxu   اسـت، پـسf وg     هـر دو بايـد نسـبت

xبه   گسترش زوج يابند. بنابراينf Gگسترش زوج و * x) نسبت بهgعكسگسترش فرد (بر *   :دارد  
G *( ) G *( )  

5 5
8 fو 8 *( ) f *( ) 

5 5
8 8  

fخبُ مشكل اين دو تا حل شد؛ اما براي *( )
31 Gو 8 *( )

31 xقبل نيازي به گسترش نسبت بهچه تدبيري داريم؟ دقت كنيد در مسائل  8 L   بـراي)
xاين سؤال 1( ها نسبت بهنداشتيم و اكثر گسترشx   كند؛ چون نتوانستيم با دوره تناوب مقادير داخـل پرانتـز را بـه    بود. اما اين سؤال كمي فرق مي

)بازه , )1 بياوريم. بنابراين از گسترش نسبت بهx 1 هم بايد كمك بگيريم. چون درx 1 شرط مرزي رويu است، پسf xنسبت به  * 1   گسـترش
Gو فرد xنسبت به * 1:گسترش زوج دارد. لذا داريم  f *( ) f *( ) f *( ) , G *( ) G *( ) G *( )         

3 3 5 3 3 51 1 1 18 8 8 8 8 8  
ــادآوري: ــابع  ي ــي ت ــد يوقت ــط   h(x)مانن ــه خ ــبت ب xنس    ــد ــرد باش )h،ف x) h( x)       ــب ــر نس ــط و اگ ــه خ xت ب   ــد  زوج باش

h( x) h( x)     باشد.مي  
  داريم: *يدست آمده در رابطهحل سؤال؛ با جايگزين كردن مقادير به يحالا برگرديم به ادامه

u( , ) [f *( ) f *( )] [G *( ) G *( )]     
3 1 5 5 1 5 538 2 8 8 2 8 8  

fحالا با توجه به اينكه xنسبت به *   گسترش زوج وG xنسبت به *   :گسترش فرد دارد، لذا داريم  
G *( ) G *( ) u( , ) [f *( ) f *( )] [ G *( ) G *( )] [ G *( )] G *( )            

5 5 3 1 5 5 1 5 5 1 5 53 28 8 8 2 8 8 2 8 8 2 8 fو  8 *( ) f *( ) 
5 5
8 8  

G*حالا كافي است ( )
5
xx  د:حساب شو8

g(x) ( x) G(x) ( x) dx [ ( x) ] ( x)           2 2 3 31 1 11 1 1 13 3 3
  

)u*  بنابراين داريم: , ) G ( ) ( ) ( ) [ ]          3 33 5 1 5 1 1 3 1 1 27 4853 1 18 8 3 8 3 3 8 3 3 512 1536  
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

G(x)به صورتG(x)يضابطه هادر بسياري از كتاب توجه مهم: g(x)dx  از ؛ يعنـي شـود نوشته ميg(x)    انتگـرال گرفتـه و ضـابطهG(x)   تعيـين
   ؛كنـيم را حسـاب مـي   g(x)شـود، بـراي همـين مـا در ايـن كتـاب انتگـرال معـين        منجـر مـي   غلط علمياما اين موضوع در برخي از مسائل بـه   .شودمي

x:نويسـيم يعني مي
G(x) g(x)dx  .     مـثلاً در ايـن مثـال اگـرG(x) ( x) dx  G(x)ينوشـتيم بـه ضـابطه   مـي  21 ( x)   31   رسـيديم  مـي  13

1ي دوم يا همان عددجمله (يعني
  شد.) مي3گزينه يعني ) كه منجر به رسيدن به جواب غلط (وجود نداشت 3

  

 اگر تابع :13مثالu(x,t) جواب مسأله
tt xx

t

x

u u , x , t

u(x, ) , u (x, ) x( x) , x

u ( ,t) u( ,t) , t

    
     
   

1
1 1

1

  
   
  

)uباشد، آنگاه  , )
1 3
4   كدام است؟ 4

1 (1
) 3  ) صفر2   24

1
24  4 (1

8  

  : كنيم:حل مي بار دوم با استفاده از روش جبري ل شامل انتگرال وسؤال را به دو روش، يكبار با استفاده از فرمو»  4«گزينه پاسخ  
fبا توجه به اينكهروش اول:  (x)   وc 1 لذا جواب دالامبر معادله موج به صورت زير است: ،است  

x t

x t
u(x, t) g(s)ds u( , ) g(s)ds g(s)ds




 

     
1 3

14 4

1 3 1
4 4 2

1 1 3 1 1
2 4 4 2 2  

xدر فاصله g(x)توجه شود تابع 1 به صورتx( x)1 تعريف شده است و در اين انتگرال به مقدار تابعg(x)  در فاصـله[ , ]
1 پـس   نيـاز داريـم.   12

]در بازه g(x)يداشتن ضابطهمشكل ما ندر واقع بايد با انجام عملياتي به هدف خود برسيم.  , )
1
2   گيـري را بـه دو   بـازه انتگـرال   ،است؛ پس براي شـروع

)u  كنيم:قسمت تقسيم مي , ) g(s)ds g(s)ds


  
1

1
2

1 3 1 1
4 4 2 2




  

)xي آن يعنيهمان ضابطه gم به جايتوانياست، مي 1تا  تكليف انتگرال دوم كه معلوم است؛ چون بازه x)1   را قرار دهيم؛ اما براي رفع مشكل انتگـرال اول از
xخاصيت زوج بودن نسبت به   كنيم (دقت كنيد شرط مرزي دراستفاده ميx   رويxu است، پسg گسترش زوج نسبت بهx    را داراست) اما وقتي

xنسبت به g(s)تابعي مانند   يهمواره رابطه ،گسترش زوج داشته باشدa

a
g(s)ds g(s)ds


 




g(s)dsرا خواهيم داشت، پس انتگرال اول برابـر بـا   
1
2


 

)u  پس داريم: ،است , ) g(s)ds g(s)ds  
1 121 3 1 1

4 4 2 2 
  

)xي آن يعنيضابطه gتوانيم با خيال راحت به جايخبُ حالا مي x)1 ين كنيم:را در هر دو انتگرال جايگز  

( ) ( )x x x x ( ) ( )
u( , ) [ x( x)dx x( x)dx] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )                

1
12

2 31 2 3 2 3 2 312

1 1
1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 21 14 4 2 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 8 24 2 2 3  

  

u( , ) ( ) ( )
 

      
1 3 1 3 1 1 3 2 1 1 3 1
4 4 2 24 2 6 24 12 24 8  

1عدد xابتدا فرمول را نوشته و به جايروش دوم: 
3عدد tو به جاي 4

fدهيم، دقت كنيد كهقرار مي 4 (x)    بنابراين نوشتن آن در فرمول لازم نيستو.  

* * * *u(x, t) [G (x ct) G (x ct)] u( , ) [G ( ) G ( )]        

1 1 3 1 1 3 1 3

2 1 4 4 2 4 4 4 4  

* * * *u( , ) [G ( ) G ( )] [G ( ) G ( )] [( ) ( )]          
1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 14 4 2 2 2 2 2 2 3 8 24 8  

xتوجه كنيد كه x x
G(x) g(x)dx  

2 3

2 3
xبا توجه به اين كه شرايط مرزي در، از طرفي   روي ،xu لذااست ،g  گسترش زوج نسبت بـهx   

G*را دارد و لذا (x) گسترش فرد نسبت بهx    .لذا در محاسبات فوقرا داراستG( ) G( )  
1 1
2   در نظر گرفته شده است. 2

حساب شود. در اينگونه مسائل xدر نقاط ابتدا و انتهاي بازه داده شده براي f*و G*ت كنيد در برخي مسائل مانند اين مثال، بايد مقاديردق توضيح مهم:
G*رسيم (مانند همين سؤال كهبا جايگذاري به جواب مي و شودايجاد نميمشكلي  ،پيوسته بودند G*و f*اگر (  G*يا و f*ولي اگر .را حساب كرديم) 1(

  ي مورد نظر حساب شود.در نقطه تابع ناپيوستهناپيوسته بودند، بايد ميانگين حد چپ و حد راست 
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه    رياضي مهندسي

البتـه  باشند، قابل استفاده اسـت.   xuدر تمامي مسائل غير از حالتي كه هر دو شرط مرزي روي ،روش جبري دالامبر ،طور كه قبلاً گفتيمهمان: مهم تذكر
حالـت زيـر نبـود،    دو توان از روش جبري كمك گرفت؛ اما اگر مسأله جـزو  حالت زير بود، هنوز هم ميدو بود و مسأله جزو  xuاگر هر دو شرط مرزي روي

  ي قسمت دوم فرمول دالامبر استفاده كنيد.ناگزير بايد از فرمول شامل انتگرال براي محاسبه
g(x)در مسائلي كهالف)  k بـا اسـتفاده از    در ايـن حالـت   تـوان از روش جبـري مسـأله را حـل كـرد. توجـه نماييـد كـه        مـي  ، بـاز هـم  ثابت اسـت  تابع
G(x)يضابطه kx برابر با همواره ي دومحاصل كروشهG(x ct) G(x ct) kct      است. 2

xدر مسائلي كهب)  ct وx ct يهر دو در بازه[ , L] باشند يا فقط با استفاده از گسترش فردG   نسـبت بـهx   وx L  بـدون اسـتفاده از   و
]يرا به بازه طابتوانيم اين نق دوره تناوب , L] .منتقل كنيم، باز هم روش جبري قابل استفاده است  

   اما قبل از آن به يادآوري زير توجه كنيد: د.ندهلب را به خوبي آموزش ميمط ،بعد هايمثال
xنسبت به g(s)اگر تابعيادآوري:     تـوان گفـت  گـاه مـي  زوج باشـد، آنa

a
g(s)ds g(s)ds


 




xنسـبت بـه   g(s)و اگـر تـابع        فـرد باشـد،   

aتوان گفت:گاه ميآن

a
g(s)ds g(s)ds


  




كنيـد.  را پيـدا مـي   Lيجمع كنيد، روابط مربوط به نقطـه  Lي حدود را باها اگر همهدر همين فرمول .

L:داريم ،زوج باشد Lنسبت به g(s)يعني اگر L a

L a L
g(s)ds g(s)ds




  و اگرg(s) نسبت بهL داريم ،فرد باشد:L L a

L a L
g(s)ds g(s)ds




  .  

  هاي آينده وجود دارد.)مطرح نشده است، اما احتمال طرح آن در سال ،باشد xuسؤالي كه هر دو شرط مرزي روي 94(توجه كنيد كه تا سال 

 در مسأله زير، مقدار  :14مثالu( , )
 1
2   باشد.)برحسب راديان مي sin4برابر با چند است؟ ( 2

1 (sin( ) 
1 148 2  2 (sin

11 44  tt xx

t

x x

u u ; x

u(x, ) cosx ; u (x, ) cos x

u ( ,t) u ( ,t)

    
   
   

4
3 1 4

 
 
 

 
3 (sin( ) 

1 148 2  4 (sin( ) 
1 148 2  

 :در اين سؤال»  4«گزينه  پاسخx


 2،t 
1
cو 2  xتوان فهميد مقاديراي ساده مياست، با محاسبه 2 ct وx ct هر دو در بازه[ , ]   قـرار

  ريم:دا به راحتي با جايگزينيتوان از روش جبري كمك گرفت. دارند. پس مي
* * * * * * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )] [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]

        
                   


1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2   

بينيد اعدادطور كه ميهمان
12 و

12 هر دو در بازه( , )   قرار دارند، بنابراين حتي لازم نيست از دوره تناوب كمك بگيريم. حالا دقت كنيد كه طبق

fصورت سؤال (x) cos x g(x)و 3 cos x 1 x، لذا4 sin x
G(x) g(x)dx (x )  

4
4

  است، بنابراين داريم: 

u( , ) [ cos( ) cos( )] [( sin ( )) ( sin ( ))]
      

           
1 1 1 1 13 1 3 1 1 4 1 1 4 12 2 2 2 2 4 2 4 2 2 4 2  

sinدانيم كهمي ( ) sin( ) sin( ) sin

      4 1 2 4 4 sinو 42 ( ) sin( ) sin


    4 1 2 4   است.  42

)cosهمچنين ) sin

   2 وcos( ) sin


  2:پس داريم .  u( , ) [ sin sin ] [ sin ] sin( )


      


1 3 1 1 1 11 1 2 4 42 2 2 2 2 2 2 8

oŸ‚
  

  

 مقدار :15مثالu( , )
1   ي موج زير كدام است؟براي معادله 22

1( 

8

3  2( 

81 3  tt xx

t

x x

u u ; x , t

u(x, ) , u (x, ) sin x ; x

u ( ,t) u ( ,t) ; t

    
     
   

3
1

1 1
1

  

  
  

 
3( 


161 3  4( 1  

 :كنيد هر دو شرط مرزي رويطور كه ملاحظه ميهمان»  2«گزينه  پاسخxu است. از طرفيtu (x , ) )يا همانg(x) از  ؛ثابـت نـدارد   يمقـدار  )!خودمان
xطرفي ct وx ct نه تنها در بازه[ , ]1 هـا را بـه بـازه   توان آنبا استفاده از گسترش هم نمي صرفاً قرار ندارند، بلكه[ , ]1 .حـل بنـابراين تنهـا راه   آورد، 

cدر اين سؤال استفاده از فرمول شامل انتگرال است. 1،t  xو 2 
1
    است، بنابراين داريم: 2

u( , ) [f ( ) f ( )] g(s)ds



      

 
1 22
1 22

1 1 1 1 12 1 2 1 22 2 2 2 2 1   

Tاست، پس دوره تناوب xuكنيم؛ چون هر دو شرط مرزي رويمياول تكليف كروشه اول را معلوم    2 1   بنابراين داريم: ،است 2
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يئهاي جزعادلات ديفرانسيل با مشتقم:ششم فصلكارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   

f ( ) f ( ) f ( ) , f ( ) f ( ) f ( )         
1 1 1 1 1 12 2 2 2 22 222 2 2 2  

fبينيدطور كه ميهمان ( )
1 fبا 22 ( )

1 fپس كروشه اول برابر با ؛مساوي شد 22 ( )
12 1كه با ضرب آن در 2

fبرابر با 2 ( )
1
fشود و چـون مي 2 (x)   همـواره

fپس ،برابر با يك است ( ) 
1  يم سراغ به دست آوردن حاصل انتگرال! دقت كنيد كه انتگرال به صـورت حالا برو است. 1جا قسمت اول برابر با ، پس تا اين12

g(s)ds



5
2
3
2

]بـراي بـازه   g(x)سؤال چه مقاديري دارد (در صورت 1قبل از صفر و يا بعد از gدانيمما نمياست. اما   , ]1  يضـابطهsin ( x)3  (.را دارد

]گيري هماننتگرالپس بايد كاري كنيم كه بازه ا , ]1  .ي متقارن به صورتابتدا يك بازهشود[ , ]
3 3
2 ر براي خلاصي موقت از بازه ؛ اين كاكنيماز انتگرال جدا مي 2

xتوانيم از خاصيت زوج بودن نسبت بهاست! در واقع با اين كار مي بازه قسمت منفي   استفاده كرده و به جايg(s)ds



3
2
3
2

g(s)dsبنويسيم  
3
22


.     

g(s)ds g(s)ds g(s)ds g(s)ds g(s)ds
 

       
5 3 5 53
2 2 2 223 3 3 3
2 2 2 2

2


  

انتگرالبراي 
5
2
3
2

g(s)ds  ي تناوب از حدود انتگرال داريم:با كم كردن دوره  g(s)ds g(s)ds g(s)ds


 
     

5 5 1 1
2 2 2 23 3
2 2

2

2 1
2

2


  

g(s)ds  :شوده صورت مقابل بازنويسي ميبنابراين عبارت ب g(s)ds g(s)ds ( )*


   
5 3 1
2 2 23
2

2 2
 

  

]يهايي كه از بازهقسمتحالا در انتگرال اول  , ]1 كنيم:اند را جدا ميخارج شده  g(s)ds g(s)ds g(s)ds   
3 312 2

1 
  

]يبراي بازه , ]
31 xاز زوج بودن نسبت به 2 1 كنيم. وقتياستفاده ميg(x) نسبت بهx 1 :به صورت زوج گسترش يابد داريم  

g(s)ds g(s)ds g(s)ds g(s)ds g(s)ds


 
       

1 31 1 1 12 2 1 11 1 1 1 2 2
  

)ياين موارد در رابطه جايگذاريبا      داريم: *(

g(s)ds [ g(s)ds g(s)ds] g(s)ds [ g(s)ds g(s)ds g(s)ds] [ g(s)ds g(s)ds] g(s)ds


                 
5 1 11 1 1 1 1 1 12 2 23 1 1
2 2 2

2 2 2 2 4
      

  

g(s)dsدو انتگرال مجموع در محاسبات فوق به جايكنيد كه  دقت
1
2


g(s)dsو 
1
1
2

g(s)ds:نوشتيم 
1


 .  

sinكافي است حاصلحالا  xdx
1 34


sinتعيين شود؛ از فرمول  sin sin   3 3 1 34   گيريم:كمك مي 4

  sin xdx [ sin( x) sin( x)]dx [ cos x cos x]         
  

11 13 3 1 3 14 4 3 4 34 4 4 12  
  

  
 

1 16 8
2 3 ]حاصل قسمت دوم3 ]

  
          

         

1
23 1 3 1 3 1 3 1 9 1 9 1 164 4 12 4 12 3 3 3 3

´ÄnHj KÄo† −Ho«TºH SzQ ·¼a
  

پس حاصل كل برابر با ،به دست آمده بود 1اصل قسمت اول در فرمول دالامبر برابر با حبا توجه به اين كه در ابتدا 

81   شود. مي 3

g(x)اگر نمودارتوجه:  sin x 3  را نسبت بـهx 1 وx        گسـترش زوج دهيـد، بـدون انجـام

g(x)dx        :داريم محاسبات زياد واضح است كه g(x)dx


 
5

12
3
2

4


  

]يدر واقع مساحت زير منحني در بازه , ]
3 5
2 xي آنچـه در بـازه   ل به اندازهي كامقطعه 3شامل  2 1 
xي برابر مساحت واقع در فاصله 4شود داريم و دو تا نيم قطعه است كه روي هم مي 1.  

 

y

x

3sin x

3

2
 1 0 1 2 5

2
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 با توجه به معادله موج زير، مقدار  :16مثالu( , )
3 7
4   )Standford(از سؤالات رياضي مهندسي دانشگاه   ؟كدام است 2

1(9 5
256
   2(9 5

128
   tt xx

x x

t

u u , x , t

u(x , ) x ( x) , x

u ( ,t) u ( ,t)

u (x , ) g(x) , x

   


   


 
    

2 2
1

1 1
1

1 1

 

 
 
 

 
3(9 5

64
   4(18 1

256
  

 :هر دو شرط مرزي در» 1«گزينه  پاسخx   وx 1 رويxu هستند، بنابراين توابعf (x) x ( x ) 2 g(x)و 21 1   يرا در هـر دو نقطـهx   
xو 1 ي تناوب همدوره دهيم وبه صورت زوج گسترش ميT   2 1   است. 2

  كنيم:از روش جبري دالامبر استفاده نمي فعلاً اند،داده شده xuكه هر دو شرط مرزي همگن رويدر ضمن به دليل آن

* *c u( , ) [f ( ) f ( )] g(x)dx





       
3 7
4 2

3 7
4 2

3 7 1 3 7 3 7 11 4 2 2 4 2 4 2 2  

  كنـيم. امـا در ايـن مثـال خـاص،      استفاده مي gمناسبي به چند بازه تقسيم كرده و از زوج يا فرد بودني اين انتگرال، آن را به صورت معمولاً براي محاسبه
xيكه در بازهبا توجه به آن 1 داريم:g(x) 1 ينسبت به هر دو نقطه اين تابع وx   وx 1 ها هـم  كند، پس در ساير بازهگسترش زوج پيدا مي

g(x)به وضوح 1 توانيم يك انتگرال معين معمولي به اين صورت حساب كنيم:تابع ثابت يك است. بنابراين مي  

g(x) dx ( ) dx ( ) ( )

 

 

      
3 7 3 7
4 2 4 2

3 7 3 7
4 2 4 2

3 7 3 71 74 2 4 2  

  م:كنيخود دوره تناوب را اضافه مي ،ه تناوب را كم و در قسمت دومربرابر دو 2 ،كنيم؛ دقت كنيد در قسمت اولرا حساب مي f*حالا مقادير مورد نياز براي
* * * *

* * * * *

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) ( )

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) ( )

        

            


 2

2

3 7 17 17 1 1 1 914 2 4 4 4 16 4 256
3 7 11 11 3 3 9 3 914 2 4 4 4 4

2 2

2 16 4 256

  

)u  با جايگذاري مقادير به دست آمده در فرمول دالامبر داريم: , ) [ ] ( )


      
3 7 1 9 9 1 9 7 9 896 9 574 2 2 256 256 2 256 2 256 256

  
مقـداري ثابـت دارد.    g(x)به اين دليـل كـه  توانيم از روش جبري هم استفاده كنيم؛ ولي ما مي ،هستند xuدر اين سؤال هر دو شرط مرزي روي توضيح:

   شـود؛ حسـاب مـي   آن هم به راحتـي  ؛دوم تفاوت دارددقت كنيد كه فقط مراحل به دست آوردن كروشه . رسيممياز روش جبري هم به جواب  براي تمرين

G(x)نظر به اين كه x  ،17با جايگذارياست
و 4

11
G(x)  داريم: xبه جاي 4 x G( ) G( ) ( )        

17 11 17 11 28 74 4 4 4 4  

17اعداد مقداري ثابت دارد، بايد همان مقادير به دست آمده (در اين مثال G(x)هاالتتوجه داشته باشيد كه در اين ح
و 4

11
را قرار دهيم و ديگر نبايد  )4

  عدد را تغيير دهيم. ،ا گسترش تابعاز دوره تناوب و ي
g(x)آن كهالبته با توجه به توجه:  1 ي دوم را بـه  ي متن درس استفاده كرده و بدون انجام محاسبه حاصـل كروشـه  توانستيم از نكتهمي ،ت استبتابع ثا

kctصورت     
72 2 1 1   .به دست آوريم 72

 

x)نيست، به اختلاف xuمسائلي كه هر دو شرط مرزي روي گاهي اوقات در :1نكته  ct) (x ct)    توجه كنيد؛ اگر اين اختلاف مضربي صحيح
  شـود.  اسـبه  توانيد بگوييـد حاصـل كروشـه دوم صـفر اسـت و فقـط بايـد كروشـه اول در فرمـول دالامبـر مح          گاه بدون محاسبه مياز دوره تناوب باشد، آن

f*در ضمن حاصل كروشه اول هم همواره برابر (x ct) شود؛ يعني فقط كافيست در ضابطهمي*f (x) به جايx مقدارx ct  را جايگزين كرده و سپس
  همانند ساير مسائل جواب را تعيين كنيم. fرش تابعبا استفاده از دوره تناوب و گست

 مقدار :17مثالu( , )
1 13
3   اي پيوسته است.)تابع تكه g(x)از روي معادله موج زير كدام است؟ ( 2

1(   

2( 1
3  

3(
1
3   

  نامشخص است.  g(x)توان گفت چوننمي )4

tt xx

t

u u , x , t

u(x , ) x , u (x , ) g(x) , x

u( ,t) u( ,t) , t

    
     
   

4 1
1 1

1
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 :در اين سؤال » 3«گزينه  پاسخx 
1
3،c  tو 2 

13
x)جه كنيد كه اختلافاست. ابتدا تو 2 ct) (x ct)   :برابر مقدار زير است  

x)(دوره تناوب) ct) (x ct) ( ) ( ) ( )                
1 13 1 132 2 13 13 26 13 2 133 2 3 2  

) غلط است (چون حاصل كروشه دوم همـواره  4گزينه ( كه توان گفتچون اختلاف موردنظر مضرب صحيحي از دوره تناوب شد، لذا با توجه به نكته قبل مي
f*چه باشد.) پس فقط كافي است g(x)يضابطه صفر است و مهم نيست (x ct) :حساب شود. لذا داريم  

* * * * *u( , ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )         
1 13 1 13 1 4 2 22 133 2 3 2 3 143 3 3

  

xبايد نسبت به fاست، پس uچون هر دو شرط مرزي روي    گسترش فرد داشته باشد؛ لذا* *f ( ) f ( )  
2 2
3   ، پس داريم:3

u( , ) f ( ) ( )      
1 13 2 2 113 2 3 3 3  

: حاصل كروشه دوم صـفر اسـت و حاصـل    شد گفتنميبود، آن وقت ديگر  xuدقت داشته باشيد كه اگر مثلاً در اين سؤال هر دو شرط مرزي رويتوجه: 
  ) جواب سؤال بود.4هم بستگي داشت و گزينه ( g(x)بستگي ندارد؛ بلكه حاصل به g(x)به

 

 در مسأله مقدار مرزي زير، مقدار  :18مثالu( , )1 برابر كدام گزينه است؟    
1 (4  
2 (5  
3 (7  
4 (3  

xx tt

x x

t

u u , x , t

u ( ,t) u ( ,t)

u(x, ) cos( x) , u (x, ) cos( x)

   
  
      

4
4

2 5 1 2

 
 
 

 

 :ديها را ببينكنيم، تا يكسان بودن جوابحل مي (دالامبر و روش ضربي) اين سؤال را به دو روش بيشتر، براي تمرين  »1«گزينه   پاسخ .  
x)اسـت؛ امـا چـون    xu(دقت كنيد كه در اين سـؤال هـر دو شـرط مـرزي روي     كنيماز روش دالامبر استفاده ميروش اول:  ct)  در بـازه[ , ]4   قـرار دارد

x)و ct) هم بدون نياز به دوره تناوب و صرفاً با توجه به گسترش در بازه[ , ]4 ي كمك گرفتان از روش دالامبر جبرتوگيرد، ميقرار مي(:  

  * * * *[f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]    
1 11 1 1 12 2

* * * *u( , ) [f ( ) f ( )] [G ( ) G ( )]        
1 11 1 1 1 12 2      

xنسبت به fبا توجه به شرايط مرزي، بايد   گسترش زوج يابد، بنابراين* *f ( ) f ( ) 1 x، نسبت بهgو همچنين 1   گسترش زوج و در نتيجـه ،G 

xبايد نسبت به   گسترش فرد يابد، لذا* *G ( ) G ( )  1 )uشود:، پس جواب به شكل مقابل خلاصه مي1 , ) [ f ( )] [ G( )] f ( ) G( )   
1 11 2 1 2 1 1 12 2  

x  شود:ي مقابل حساب مياز رابطه G(x)اما x
G(x) g(x)dx ( cos x)dx x sin x      

 
11 2 22 

  
)Gبنابراين ) 1    و لذا داريم: 1

u( , ) cos( ) sin( ) ( )            

11 2 1 5 1 2 1 2 1 5 1 42   

  :با استفاده از روش جداسازي متغيرها داريمروش دوم:  
F (x)

F(x)
u(x, t) F(x).G(t)

G (t)

G(t)

       


  

Fيجواب معادله (x) F(x)     به شكلF(x) a cos x bsin x    است. درx   شرطxu ( , t)   دهد كـه  نتيجه ميF ( )    اسـت
nبنابراين b   .است  

اگر   پس اي نخواهيم داشت،باشد كه مقدار ويژهb   است وF(x) a cos x   خواهد بود. اكنون شـرطxu ( , t) 4    كنـيم كـه   را اعمـال مـي

Fطبق آن ( ) 4  است، پسsin  4 از اين جا داريم .n n  4  تساويو در نتيجهn
n

  دانـيم كـه   دهد. اكنون مـي مقادير ويژه را مي 4

nهاي ويژه به صورتجواب
cos x


nFكنيم. دقت كنيد كه چونرا حل مي G(t)ي مربوط بههستند. معادله 4 (x)   ،كسينوسي شـده اسـتn , , , 1 2  

n  هم خواهيم داشت. aي ثابتخواهد بود. يعني جمله
n n n

G (t) n n n
( ) G (t) A sin( t) B cos( t)

G(t)
   

    2
4 4 4

 ÁHoM  
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nاما براي   :داريم  
G (t)

G (t) G(t) at b
G(t)


        

n  است: مقابلبنابراين جواب كلي به صورت  n
n

n x n t n t
u(x, t) at b cos( )[A sin( ) B cos( )] ( )*





  
   

1 4 4 4  

,u(xبا توجه به شرط كنيم.الا شرايط اوليه را لحاظ ميح )ي، لازم است در رابطه(   ها صفر قرار دهيم:tبه جاي تمام *(

t
n n

n
n

b
n x

u(x, ) cos( x) cos( x) b B cos( ) B , n

B , n







           

  


1

5
2 5 2 5 44 2 4

   

tuبا توجه به شرط (x, )از رابطه ، ابتدا(    دهيم:ها صفر قرار ميtگيريم، بعد به جاي تماممشتق مي tنسبت به *(

t
t n n

n

n

a
n n

u (x, ) cos( x) cos x a ( )A cos( x) A , n

A , n







 
 

          

   




1

1
1 2 1 2 84 4 1 82

   

   شود:بنابراين جواب نهايي به شكل زير نشان داده مي

u(x,t) t cos( x)cos( t) cos( x)sin( t)       

15 2 2 22  

)u  با توجه به مقدار خواسته شده داريم: , ) cos( ) cos [cos( )sin ]        

11 5 1 2 2 5 1 22   4  

ملاحظاتي مفهومي درباره ي حل دالامبر معادله موج متناهي   
  

u(xكنيم، جوابي موج متناهي را با روش دالامبر حل ميوقتي معادله , t)   بستگي به ايـن دارد كـهx ct وx ct     گيرنـد.  در كـدام محـدوده قـرار مـي
xاگر ct وx ct يهر دو در بازه( , L) باشند، نيازي به گسترش توابعf وg ،نداريم، زيرا در اين بازه*f  بـاf و*g  بـاg      برابـر اسـت. امـا در سـاير

xنسبت به gو fي گسترشحالات بايد به نحوه   وx L  .يمشاهده شده كه طراح سؤال بـدون مشـخص كـردن محـدوده     گاهاًتوجه كنيمx ct 
u(xيضابطه , t) را خواسته است كه در اين صورت با فرضx ct L   كنيم.مسأله را حل مي  
 لامبراجواب د  :19مثال(D'Alembert) معادله موجtt xxu c u xهمراه با شرايط: 2 x

tu( ,t) u(L,t) ,u(x, ) e ,u (x, ) e       عبارتست از :  
  )88(مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون ـ سراسري 

1( xu(x,t) e (coshct sinhct)
c

 
1  2 (xu(x, y) e (coshct sinhct)   

3 (xu(x, t) e ( coshct sinhct)
c

 
1  4 (

xe
u(x, t) (coshct sinhct)

c
   

 :ن سؤال هم كمي داراي اشكال است، ولي با توجه به توضيحات داده شده ظاهراً نظر طراح ايـن بـوده كـه جـواب را در     متأسفانه اي  »1«گزينه   پاسخ
xحالتي كه ct يهر دو در بازه( , L) دهيم.تر را توضيح ميكنيم و در پايان فرم صحيحنيم. ابتدا براساس نظر طراح سؤال را حل ميهستند، پيدا ك    

xfكنيم. در اين مثال داريماز حل دالامبر موج به روش جبري استفاده مي (x) u(x , ) e  وx
tg(x) u (x , ) e بنابراين .G(x)  با: برابر است  

x x x xG(x) g(x)dx e dx e     1
 

  

*  باشند، خواهيم داشت: Gو fهايگسترش G*و f*اگر * * *u(x , t) [f (x ct) f (x ct)] [G (x ct) G (x ct)]
c

       
1 1
2 2  

xاگر فرض كنيم ct وx ct يهر دو در بازه( , L) :باشند، خواهيم داشت  
ct ct ct ct

x ct x ct x ct x ct x x xe e e e
u(x , t) [e e ] [e e ] e [ ] e [ ] e (coshct sinhct)

c c c

 
     

         
1 1 1 11 12 2 2 2  

)uآيد. شرايط مرزيهاي مختلف، به صورت متفاوتي به دست ميدر حقيقت جواب اين معادله در بازهتوضيح:  , t) u(L, t)   دهنـد كـه  نشان مي*f 
xينسبت به هر دو نقطه g*و   وx L :فرد هستند. اكنون دو حالت خواهيم داشت  

xاگرحالت اول:  ct وx ct   يهـر دو در بـازه( , L)     باشـند، يعنـي داشـته باشـيمx ct x ct L    ، طـور كـه نشـان داديـم     گـاه همـان  آن
xu(x , t) e (cosh ct sinh ct)

c
 

  است.  1
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xاگرحالت دوم:  ct يدر بازه( ,L) وx ct يدر بازه( L, )  گـاه باشد، آن*f (x ct)  بـاf (x ct) و*G (x ct)  بـاG(x ct)    برابـر اسـت؛  
f*ياما براي محاسبه (x ct) از فرد بودن*f نسبت بهx   كنيم و خواهيم داشت:استفاده مي  * *f (x ct) f (ct x)     

G*يهمچنين براي محاسبه (x ct) از زوج بودن*G نسبت بهx   كنيم و خواهيم داشت:استفاده مي  * *G (x ct) G (ct x)    
    آيد:بنابراين در اين حالت جواب به صورت زير به دست مي

x ct ct x x ct ct xu(x , t) [f (x ct) f (ct x)] [G(x ct) G(ct x)] [e e ] [e e ]
c c

                
1 1 1 1 1 12 2 2 2  

ct
ct cte

u(x , t) e sinh x sinh x ( )e sinh x
c c

    
11  

u(xيبه اين ترتيب ضابطه , t) شود:به اين صورت نوشته مي  
x

ct

e (cosh ct sinh ct) , x ct x ct L
cu(x , t)

( )e sinh x , L x ct x ct L
c

       
        


1

11




  

ــابطه ــا ض ,u(xيم t) ــك دوره ــراي ي ــتهرا ب ــاوب آن نوش ــه  ي تن ــيد ك ــته باش ــه داش ــم. توج xاي ct    ــت ــازي نيســت حال ــت اســت و ني ــواره مثب هم
L x ct x ct       .را در نظر بگيريم  

  

fتوابع ي گسترشگاهي اوقات نحوه :2نكته  (x) وg(x) درx   وx L هاي ذاتي اين توابع يكسان است. بـراي مثـال نمـودار تـابع     با ويژگي

f (x) sin x
L


 نسبت بهx   وx L فرد است، حالا اگر شرايط مرزي معادله موج به صورتu( , t) u(L, t)    باشند، بايـدf (x) را درx   

xو L به صورت فرد گسترش دهيم، اما تابعf (x) ودش هم نسبت به اين نقاط فرد است بنابراينخ*f (x) باf (x) شود و در اين حالت خـاص  برابر مي
u(xجواب , t) ي نواحي يكسان خواهد بود.آوريم براي همهكه از روش دالامبر به دست مي  
 ي موج متناهي زير كدام است؟هپاسخ عمومي معادل  :20مثال  
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( cos t sin t)sin x
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 :توابع  »1«گزينه   پاسخf (x) sin x
L


 وg(x) sin x
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  نسبت به نقاطx   وx L به همين دليل مقدارفرد هستند ،*f و*g  ي در همـه

  :ي نواحي مختلف به صورت زير به دست آوريمي موج را براي همهتوانيم جواب اين معادلهيجه ميشود. در نتبرابر مي gو fنواحي با

u(x , t) [f (x t) f (x t)] [G(x t) G(x t)]       
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x x xL L
G(x) g(x)dx sin xdx cos x (cos x )

L L L

  
     

   1
  

  

fيا توجه به ضابطهب (x) وG(x) :خواهيم داشت  L
u(x , t) [sin (x t) sin (x t)] [cos (x t) cos (x t) ]
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u(x  هاي مثلثاتي تبديل جمع به ضرب داريم:با استفاده از فرمول , t) [sin x cos t sin t cos x sin x cos t sin t cos x]
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[cos x cos t sin x sin t cos x cos t sin x sin t] u(x , t) (cos t sin t)sin x
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شوند، بـدون اسـتفاده از نكتـه ذكـر     يكسان مي g*و f*با نمودارهاي gو fتوانستيم از ابتدا تشخيص دهيم كه نمودارهايالبته توجه كنيد كه اگر ما نمي
  به جواب برسيم. gو fتوانستيم از روش معمولي دالامبر (مانند مسائل قبلي) استفاده كنيم و با توجه به گسترش زوج يا فردشده هم مي

 

  


