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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  هاتعريف دنباله، بررسي همگرايي و واگرايي دنباله :1درسنامه 
  

  :ها دقت كنيدمثال از دنباله دو. به نداردي آخر ي اول مشخصي دارد، ولي جملهاست كه اين ليست جمله حقيقي اعداد ، هر دنباله، يك ليست ازبه بيان سادهتعريف دنباله: 
}  شوند:واحد به جملات قبل ايجاد ميملات بعدي با اضافه كردن يك شود و جشروع مي 1اي كه با عدد دنباله , , , , , }1 2 3 4 5   

ي اول آن عدداي كه جملهدنباله
1
,  ي اول هستند:هاي طبيعي جملهتوانو جملات بعدي 2 , , ,{ } 

1 1 1 1
2 4 8 16   

   :شوندنوشته مي» قانون«ها، جملات بر اساس يك بالهدن اغلب اوقات دربينيد؛ همانطور كه مي

 naي عمومي را معمولاً باباشد، مشخص نمود. جملهمي ي دنبالهضابطهي عمومي كه به نوعي همان توان با يك جملهيك دنباله را مي جمله عمومي يك دنباله:
  ي زير توجه كنيد:هادهيم. براي درك بهتر به مثالنمايش مي

n
na ( ) { , , , , }    11 1 1 1 1)2         na n { , , , , , }  1 2 3 4 5  )1  

n n
, , ,a { } 

1 1 1 1
2 4 82

 )4  n
n , , , ,a ( ) { }    

1 1 1 1 1
2 2 4 8 16  )3  

n
n , , , , ,a { }

n


 
1 1 2 3 4

2 3 4 5  )6  na { , , , , , } 3 3 3 3 3 )5  

n n
n , , , , ,a { } 

2 1 9 251 12 8 322
 )8   n

ncos( )
, , , , , ,a { } { }

n



   
1 1 12
2 4 6    )7  

ي عمومي با قرار دادن اعداد طبيعي به دهيم. با مشخص بودن جملهقرار مي ){ }( باله را معمولاً داخل يك آكولادكنيد؛ جملات يك دنطور كه ملاحظه ميهمان
  .است) 1از عدد  nتوان جملات دنباله را مشخص نمود (معمولاً شروعمي nجاي
 هايي نظيردقت شود ضابطه :1تذكرn| a | n 1چون به ازاي يك مقدار ،nدو مقدار براي ،na يك دنباله باشند. توانندنميدهد، تحويل مي  

 بالهچند جمله از دن  :1مثالn{ }
n



1 3
8و 2بين  1

  قرار دارند؟  3
1(2 2(3 3(4 4 (5  

 :8و 2ي عمومي دنباله را بين بايد جمله»  2«گزينه  پاسخ
  ار است:هايي نامساوي برقرnقرار دهيم و ببينيم به ازاي چه 3

n n n n
n n n

nn n n n
n

                       
 

3 1 2 3 1 2 2 13 1 8 12 1 53 1 81 3 9 3 8 8 51 3

  

nعددي طبيعي است، پس فقط به ازاي nچون  2،n  nو 3    ، اين شرايط برقرار است.4
 

 اگر  :2مثالn
na
n



2 1

4 1
)«جمله  گاهآن، 1 n )2   اين دنباله كدام است؟» ام1

1 (n
n



4 5
2  2 (n

n 
5

1  3 (n
n
4 5  4 (n

n



4 4
2  

 :اگر در دنباله»  3«گزينه  پاسخna 2 1،n را بهn 1 تبديل كنيم، بهna 2 nرسيم، لذا داريم:مي 1 n
n (n ) na a
n (n ) n 
   

   
  2 1 2 1

4 1 4 1 1 4 5
1 1 1      

 

 دنباله  :3مثالna {n n }  2 1 16رد؟، چند جمله منفي دا  
1(2 2(3 3(4 4 (5  
 :بايد همواره»  4«گزينه  پاسخna   :باشد، بنابراين داريم  

n
na n n (n )(n ) n n , , , ,             2 1 16 2 8 2 8 3 4 5 6 7    SwHÂ•ÃLŠÁjk–  

 

 جمله اول، دوم و سوم دنباله  :4مثالna
n n n n

    
 

1 1 1 1
1 2 2  آوريد. دستبهرا  

 :كنيم:باشند، به ترتيب زير عمل ميمجموع مي صورتبههايي مانند فوق كه آوردن جملات دنباله دستبهبراي   پاسخ  

ي اول (يعني، در جملهa1آوردن دستبهبراي 
n
ي آخر (يعني) و در جمله1

n
1

aدهـيم. در ايـن صـورت   قـرار مـي   1را مسـاوي   n)، مقـدار 2   
1

1 1 3
1 2 1 2 

آوردن جملات دنباله از دستبهيابد، يعني براي واحد افزايش مي 1باشد. توجه كنيد كه در دنباله داده شده مخرج كسرها به ترتيب مي
n
شروع كرده و مخـرج را   1
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كنيم تا بهد يك واحد اضافه مييك واح
n
1

1ي اولدر جملـه  ،a1آوردن دسـت بـه كنـيم. يعنـي بـراي    برسيم و تمام كسرها را با هم جمع مـي  2
ي و در جملـه  1

آخر

1

2 برابر با a1داريم، پس 1 
1 31 2 1ي اول، در جملهa2آوردن دستبهبه همين ترتيب براي  شود.مي 2

ي آخرو در جمله 2

1 1

2 2 ، داريـم. پـس بايـد    4

1جملات دنباله از
1تا 2

1ي اول، در جملهa3آوردن دستبهبا هم جمع شوند و در نهايت براي  4
ي آخرو در جمله 3


1 1

2 3 ، داريم، پس بايـد جمـلات دنبالـه    6

1از
1تا 3

a  را با هم جمع كنيم. 6         
  3

1 1 1 1 1 1 1 1 57
3 3 1 3 2 2 3 3 4 5 6 6                ،a       

 2
1 1 1 1 1 1 13
2 2 1 2 2 2 3 4 12  

  
چون دنباله  آن اعداد حقيقي هستند.توان حالت خاصي از يك تابع نيز در نظر گرفت كه دامنه آن اعداد طبيعي و برد يك دنباله را مي نمايش نمودار يك دنباله:

ار دنباله را رسم دهيم و نمودرا قرار ميna، محورy، و به جاي محورn، محورxي اعداد طبيعي و برد اعداد حقيقي است، پس به جاي محورتابعي با دامنه
اي از نقاط جدا از هم خواهد بود. به مثال زير كه رسم نمودار تواند عددي طبيعي باشد، پس شكل نمودار يك دنباله مجموعهفقط مي nكنيم. توجه شود چونمي

nدنباله
na {( ) }    باشد، دقت كنيد:مي11

  

  

            n
n

n

n
a {( ) } a

   
  

1 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1 1  

  
اگر به ازاي هر تعريف رياضي همگرايي يك دنباله:  بتوانيم يك عدد طبيعي مانند ،M ،هـر  كه براي پيدا كنيمn M   :داشـته باشـيمn| a L |  ، 

|n(منظور ازهمگراست  Lبه عدد حقيقيnaلهگوييم دنبامي گاهآن a L |گرايي است)ي همدر واقع فاصله جملات دنباله از نقطه.  
n{aبه تعبير ديگر دنباله  M، عدد طبيعي بسيار بزرگي مانندبه شعاع دلخواه Lهاي متقارنگوييم، هرگاه براي تمام همسايگيمگرا ميه Lرا به عدد حقيقي{

  همسايگي قرار بگيرند. به بعد درون اين Mپيدا شود كه تمام جملات دنباله از شماره
 اگر  :5مثالn

na
n


 nnرابطه Mچه مقداربه ازاي  2 M :| a |   

11 1  خواهد بود؟  
1(1 97 2(198 3(2  4(196   

 :با توجه به تعريف رياضي همگرايي دنباله داريم:»  2«گزينه  پاسخn  198n
n| a | | | | | n

n n
          

 
1 1 2 11 1 2 21 2 1 2 1  
     

    
 

 به ازاي چه مقاديري از  :6مثالn، جملات دنبالهn{ }
n 

2
2
5

2
1به شعاع 5در همسايگي 

2 د؟ندارقرار  
1(n 15  2(n 13 3(n 15  4 (n 14  
 :است، بنابراين داريم: 5حد دنباله برابر با »  4«گزينه  پاسخ  

  n  14n
n| a | n n

n n
            

 

2 2 2
2 2

1 5 1 1 15 5 2 2 1982 2 22 2
  

  
    

 

 به ازاي چه مقاديري از  :7مثالn، جملات دنبالهn
n
 

 
 

/، كمتر از عدد1از عدد 1 1  است؟  
1(n  999  2(n 1   3(n 1 1    4(n 1 2    
 :حد دنباله برابر با يك است، بنابراين داريم:»  2«گزينه  پاسخ  

  n  1  n
n n n| a L | | | | |

n n n
  

         
1 1 1 1 1 1 111 1 1 1           

    
 

 جملات دنباله  :8مثالn{ }
n





2
2

2 32
41

nبراي مقادير     گيرند؟در كدام همسايگي قرار مي 71
1(( , / )2 2 1  2(( / , / )1 995 2 5 3(( , / )2 2 5  4( ( , / )2 2 5  

  : باشد، بنابراين داريم:مي 2حد دنباله برابر   »1«ه گزينپاسخ  n n n
na ( ) , a a
n n n


         

  

2

2 2 2
2 32 5 52 2 1 2 2

41 41 41
     

nدر صورت تست قيد شده  n، لذا71 2 5 41پس ،n  2 41 5  :كه اگر طرفين نامساوي را عكس كنيم، داريم  

 ( )
n na a /

n n
       

 
5 1

2 2
1 1 5 5 12 2 15 5 141 41

   
       

´Ã¹¨Â¶Jo† jk– nj Hn ¸Ã oŠ  

)ها، بازهبا توجه به گزينه , / )2 2 1 .صحيح است  

1 2 3 4 5
n 

1

-1

na 
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x   1
2

x x x
x

x| | | x | | x | x x x
x

        

         
 

2 2

1 1 11
1 1 2 11

 SwH¸§μ¶ oÃš

بررسي همگرايي و واگرايي دنباله ها  
  

nاگر حد يك دنباله در زماني كه دنباله همگرا:   حساب شود و حاصل اين حد يك عدد حقيقي مشخص مانندL  ،م اين دنباله همگراسـت و  گوييمي گاهآنشود
  . دو عدد متفاوت (يا حتي چند مقداري) شود نبايدنهايت شود و يا بي نبايددقت كنيد براي همگرايي دنباله، حد دنباله  است. Lعدد همگرايي آن

nاگر حد يك دنباله در زماني كه دنباله واگرا:   نهايتود و حاصل برابر بيحساب ش( )گوييم اين دنبالـه  شود و يا دنباله حد مشخصي نداشته باشد، مي
  ، برابر چند مقدار مختلف شود. nاست كه مقدار حد دنباله به ازاي مقادير مختلف منظور از حد مشخص نداشتن دنباله، اين واگراست.
 عددي مقدار :2تذكرn

n
lim a


  باشد.مي naدنباله همگراييهمان عدد ، 

 نويسيمدر اين فصل هر جا مي :3تذكرn  منظورمان اين است كهn . را كنـار  در برخي سؤالات علامـت مثبـت   ربنابراين اگ  ايـم،  نگذاشـته
  مدنظر ما است. ها فقطاست، بلكه در مورد دنباله همان اين نيست كه مانمنظور

 كنيد.  هاي زير را بررسيواگرايي و يا همگرايي دنباله  :9مثال  

 :چون حد برابر     پاسخ                       .شده، پس دنباله واگراستn n
n n

a {n} lim a lim n
 

    )1  

n            لذا دنباله واگراست.  را دارد، - 1يا  1مواره دو مقدار مقدار حد ه  n
n n

n n
a {( ) } lim a lim ( )

 
      1 1 1)2  

n   اين دنباله همگرا به عدد يك است.                                                          n
n n

n na lim a lim
n n 

 
   

 
1 1 11 1)3  

 

nحاصل گاهآنعددي حقيقي باشد،  Cاگر :1نكته 
n
l im C


|رطبا ش  C |1 يا به عبارت ديگر)C  1  ) همواره همگرا بـه صـفر اسـت و بـه ازاي    1

| C |1دنباله واگراست چون حاصل حد دنباله ،n{C   شود. مي برابر {

 ازاي چه مقداري ازبه   :10مثالx دنبالهnx{( ) }
x    شود؟همگرا مي 1

1 (x  
1
2  2 (x  

1
2  3 (x  

1
  ) همواره همگراست.4  2

 :بايد»  1«گزينه  پاسخx
x




|xو يا 11 |
x




  شود:باشد تا دنباله همگرا  11

  
  

 
 

 هاي زير در مورد دنبالهكداميك از گزاره  :11مثالn{a   درست است؟ {
n{aاگر دنباله )1 nهمگرا باشد، دنباله{

n{( ) a }1.اگر دنباله2  نيز همگراست (n{a nواگرا باشد، دنباله {
n{( ) a }1 .همگراست  

n{a) اگر دنباله3 n{aهمگرا باشد، دنباله { n{a) اگر دنباله4  نيز همگراست.2{ n{aهمگرا باشد، دنباله2{   نيز همگراست.{

  : اگر فرض كنيم  »3«گزينه پاسخn
n
lim a L


 ،گاهآنn
n
lim a L L L


  2 n{aپس2   همگراست. 2{

na): اگر فرض كنيم1بررسي گزينه ( 1 ،هگاآنn n{( ) } {( ) }   1 1   ) غلط است.1دانيم يك دنباله نوساني و واگراست، پس گزينه (كه مي1
na): اگر فرض كنيم2بررسي گزينه ( n ،گاهآنn n

n{( ) a } {( ) n}  1   ) غلط است.2و واضح است اين دنباله هم واگراست، پس گزينه (1
nر فرض كنيم): اگ4بررسي گزينه (

na ( ) 1 ،گاهآنn
na ( )  2 21 n{a، كه دنباله همگراست، ولي خود دنباله1   واگراست.{

 

  .كندآن دنباله تغييري نمي واگراييو يا  همگرايي با اضافه يا كم كردن تعداد محدودي جمله به يك دنباله :2نكته 
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 محاسبه حدود و عدد همگرايي در دنباله ها   

  
  هـا، دامنـه   وجود دارند، قابل اسـتفاده هسـتند. فقـط بايـد بـه ايـن نكتـه توجـه شـود كـه در دنبالـه           ها، كليه قوانيني كه براي توابع دردر محاسبه حد دنباله

  زير است: صورتبهها كاربرد بيشتري دارند، باشد. از جمله نكاتي كه در محاسبه حد دنبالهمياعداد طبيعي 

nوقتي )1   ،ارزي زير را داريم (اگرهم گاهآنk زوج باشد، بايدa   (.باشد  
k k k k

n n

blim ( an bn ) lim a | n |
ka



 
   1 

  مطلق لازم نيست.فرد است، علامت قدر kواضح است وقتي
 دنباله  :12مثالna { n n n n}   2 2   به كدام عدد همگراست؟ 3

1(1- 2(2- 3(1 4 (2  

 :4«گزينه  پاسخ«  n
n n n
lim a lim [ | n | | n |] lim (n n )
  

         
 
1 3 1 3 41 1 21 2 1 2 2 2 2    

 

 حاصل  :13مثال
n
lim (sin n n)


 2     كدام است؟ 2

1 (  2 (1  3 (1
  ) حاصل حد نامشخص است.4  2

 :4تست و انتخاب گزينـه ( رسد! اما احتمال اشتباه در حل اين يك سؤال بسيار جالب، با ظاهري جذاب كه در نظر اول تستي ساده به نظر مي»  2«گزينه   پاسخ (

n)ارز باكنيم: عبارت زير راديكال همنهايت استفاده ميارزي در بيبسيار زياد است! براي حل اين سؤال از اطلاعات مثلثاتي و هم )

1

1   :باشدمي 2

  
n n n
lim sin [ n n ] lim sin [ (n )] lim sin (n ) ( sin )
  

 
        2 2 2 2 21 12 2 2  

sin(nزوج باشد nقتيدانيم ومي ي فوق:توضيح در مورد قسمت نهايي محاسبه ) sin 
 2 sin(nفرد باشد، nو وقتي 2 ) sin 

  2 شـود،  مي 2
  شود.مي 1قرار دارد و اين يعني اين كه همواره مقدار حد برابر با  2اما توجه كنيد در توان سينوس عدد 

  
|) اگر2 a | | b | | c |  ،هم ارزي زير را داريم: گاهآن  

n n n n
n n
lim (a b c ) lim a
 

   

 حاصل  :14مثال
n n n

n n nn
lim ( )


 

 

2 3 5
4 5 1

  كدام است؟

1)2  ) صفر1
2  3( 1     4 (2  

 :1در مخرج كسر، عدد»  1«گزينه  پاسخ  از بقيه بزرگتر است، بنابراين داريم: 5از بقيه بزرگتر و در صورت كسر عدد  

  
n n n n

n
n n n nn n n

lim ( ) lim lim ( )
  

 
 

 

2 3 5 5 5
14 5 1 1

 
 

  
 

  است: 1بت و بزرگتر ازعددي ثا Pارزينهايت كاربرد زيادي دارد. در اين همد در بيارزي زير در محاسبه حدو) هم3
P

P P P P
n n

nlim ( n ) ~ lim ( ) , (P )
p



 
     



1
1 2 3 11 

  تر زير نيز استفاده شود:ارزي فوق به شكل دقيقالبته در برخي مسائل ممكن است هم
P P

P P P P
n n

n nlim ( n ) ~ lim ( ) , (P )
p



 
      



1
1 2 3 11 2 

  زير است: صورتبههاي خاصي از آن كه حالت

n n

n n

n n

nP lim ( n) ~ lim ( )

nP lim ( n ) ~ lim ( )

nP lim ( n ) ~ lim ( )

 

 

 

     

     

    

2

32 2 2 2

4
3 3 3

1 1 2 3 2

2 1 2 3 3

3 1 2 4
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n  شود:نيز حاصل مي مقابلارزي ، دو همگفته شدهفاده از فرمول با است n

n n

lim ( n) ~ lim (n )

lim ( ( n )) ~ lim (n )
 

 

    



    


2

2

2 4 6 2

1 3 5 2 1




  

 حاصل حد   :15مثال
n
lim ( n )

n
  15 15 15

16
1 1 2 كدام است؟  

1 (1
14  2 (1

15  3 (1
13 4 (1

16  

 : با توجه به فرمول، در اين تست  »4«گزينه  پاسخP 15:1  ، لذا داريم
16n n

nlim ( n ) ~ lim ( )
n n 

   
1615 15 15

16 16
1 11 2 16  

 

 حاصل   :16مثال
n

nlim
n

  
2

1 2
2
 ؟كدام است  

1  (1
2   2 (2  3 (4  4 (1

4  

 : 1   ارزي گفته شده، داريم:با استفاده از هم » 4«گزينه  پاسخ
4n n

n
nlim lim

n n 

  
 

2

2 2
1 2 2

2 2
  

 

 حاصل   :17مثال
n

nA lim ( )
( n)

   


  

2 2 2 2
2 2 2 2
1 2 3
1 2 3 2




  كدام است؟ 

1 (1
8  2 (1

2  3 (1
4  4 (1

16  

  : ارزي گفته شده ساده كرد:توان با استفاده از همصورت و مخرج را مي  »1«گزينه پاسخ  

1
8n n n

n
( n)lim ( ( n) ) ~ lim A lim ( )

n  
     

3
3

2 2 2
3

2 31 2 2 3 8
3

        ،
n n

nlim ( n ) ~ lim
 

   
3

2 2 2 21 2 3 3  

 

kتر از يك واعداد بزرگ bو a) اگر4   زير است (علامت صورتبهنهايت سرعت رشد بعضي از توابع در بي گاهآن تر استبه معني بسيار كوچك(.  
k n n

alog n n b n! n    
 دنباله  :81مثال

n

n n
n n!a
n n!






3
3 4

  به سمت كدام عدد همگراست؟ 

1 (1  2 (2  3 (3
7  4 (4  

 : دانيم قدرت رشدمي قدرت رشد،با توجه به »  1«گزينه  پاسخnn ازn! :بيشتر است، بنابراين داريم    
n

n nn

nlim a
n

 
3 1
3

  
 

 دنباله  :19مثالlogn{cos( )}
n

  به كدام عدد همگراست؟
  - 4 (1)3 1)2 ) صفر1

 :2«گزينه  پاسخ«  
n n

log n log nlim cos( ) cos ( lim ( )) cos( )
n n 

  1  

lognتوجه شود در محاسبه حد عبارت
n

  تر بود، حاصل حد برابر صفر شد. ) بيشlogn) از صورت كسر (يعنيnچون سرعت رشد مخرج (يعني
 

 مقدار  :20مثالn n n n n
e en

lim [( ) ( ) ( ) ( ) ]
e e 

  
 

11 1 1   چقدر است؟ 1

1 (


1  2 (ee
1  3 (

e
1  4 (e

1  

 : آيـد. مـي  دسـت بـه شتري دارند. بزرگترين جمله، به ازاي كمتـرين مقـدار مخـرج    يك از جملات رشد بييد با استفاده از قانون رشد ببينيم كدامبا»  2«گزينه  پاسخ   

eواضح است  3:پس داريم ،e ee e     يعني ،ee از همه كوچكتر است، پسee
n  از همه بزرگتر است: 1 n

e en
lim [( ) ]

e e
 

11   حاصل حد1
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1ضي عمومي (ريا

nرا در نظر بگيريد، اگرncوna،nbدنباله قضيه ساندويچ: سه )5 n na c b  و داشته باشيمn nn n
lim a lim b L
 

 گاهآنnn
l im c L


خواهد بود.  

 اگر دنباله  :21مثالn
sinn!a
n

 


2 nو 2
sinn cosnb

n


 


2 nو همچنين 2 n na c b   ،دنباله گاهآنباشدnc به كدام عدد همگراست؟  
  ر كرد.توان اظهارنظ) نمي4   3) 3  2) 2  ) صفر1
 :ابتدا حدود»  2«گزينه  پاسخna وnb كنيم، دقت شود در محاسبه حدرا حساب ميnaهمواره مقدار ،sin n!  1   است: 1

)   1 2 2 عدديn
n n n

sin n!lim a lim ( ) lim ( ) sin n! (
n n  

         
 

12 2 2 12 2   

n
n n n

sin n cos n sin n cos nlim b lim ( ) lim ( )
n n  

 
        

 
2 2 2 2 2

2 2


Â£Ã£ejk–
SÄI¿ºÂM

  

nچون n na c b لذا بر طبق قضيه ساندويچ ،n
n
lim c


   خواهد بود.2
 

 اگر  :22مثالna
(n ) (n ) (n n)

   
  2 2 2
1 1 1

1 2
مقدار ،nn

lim a


      كدام است؟ 

1 (1  2 (
e
1  3 (

e
  ) صفر4  1

 :دانيم به ازاي عدد طبيعيمي » 4«گزينه  پاسخk :همواره داريم
(n k) n

 
 2 2
1 1:بنابراين داريم ،  

   

n
(n ) (n ) (n n) n n n

       
  2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 2
  


¾LUo¶

  

n
n

: lim a


  بق قضيه ساندويچطn n n n
n n n n

na a lim ( ) lim a lim lim a
n nn    

            2
1 1      

nآيا از اين كه وقتيسؤال دانشجو:   شد از همان ابتدا نتيجه گرفت، حاصل مجموع نيز صفر است!؟ شود، نمي، مقدار تمام جملات صفر مي  
nاين استدلال غلط است؛ بـراي ايـن كـه وقتـي    پاسخ:    ،نهايـت صـفر داريـد، يعنـي حاصـل خواسـته شـده       ي بـي شـما بـه انـدازه    گـاه آن   اسـت  
  دانيم مبهم است. البته در اين سؤال خاص، حاصل حد با محاسبه نيز، صفر شده است. اما مثلاً به حد زير توجه كنيد:و مي

n

n n n nlim ( )
n n n n

   
  2 2 2 21 4 9 2

  

دانيم، حاصل اين حد برابر باجموع به كمك انتگرال مياز محاسبه حد م
 توصيهكند! ي دنباله به تنهايي به صفر ميل مياست و اين در حالي است كه هر جمله 4

توان از همان ابتدا مي گاهآنبيشتر باشد،  1صورت ـ درجه مخرج) از عدد  ، در صورت و مخرج كسر (درجهnيگونه سؤالات، اختلاف درجهاگر در اينغير رسمي: 
  است، اما اگر اين اختلاف يك و يا كمتر از يك باشد، بايد حاصل حد به طور دقيق محاسبه شود. صفرگفت حاصل حد برابر 

 

 ي عمومي دنبالهجمله  :23مثالna كند:ي زير صدق ميدر رابطه  

n n n
n ncos( ) a a a

n n
 

    


23 2
22 1

3
  

  در مورد اين دنباله كدام گزينه صحيح است؟
  توان اظهار نظر كرد.) نمي4  ) واگراست.3  ) همگرا به يك است.2  است.  2) همگرا به 1

 :رسد. لذا داريم:ه ذهن ميبا توجه به نامساوي داده شده، استفاده از قضيه ساندويچ ب»  1«گزينه   پاسخ  
n
lim cos cos cos( )

n

 
  


1  

n n

n n nlim ( ) ~ lim
n n 






2 2
2 2 1

3
  

  است: 1بنابراين طبق قضيه ساندويچ، حد عبارت داده شده برابر با 

n n n n n n n n n n n
n
lim (a a a ) a a a a (a ) (a ) (a )(a )


                3 2 3 2 2 22 1 1 2 2 2 2 1 2   

n n

n n

a a
a a

       
   

2 21 1
2 2



jnHkº·I§¶H  

  همگراست. 2بنابراين دنباله به عدد 
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 اگر  :(سخت) 24مثالn
n

n nA lim sin ( ) cos ( )
n n

 
 

1395 13952 22 1 nو 1 nsinn
n

B lim (n ncosn) 


  
1

  كدام گزينه صحيح است؟ گاهآن، 21

1 (A B 1  2 (B A 1  3 (A B    4 (A B  2  
 :شـود! طبيعـي اسـت   رو هستيم كه البته با كمي ذكاوت و زرنگي ساده حل ميبا يك سؤال بسيار جالب و نسبتاً سخت روبه»  3«گزينه   پاسخAوB   بايـد

Aوجود ندارد كه مثلاً بخواهيم Bو Aجداگانه حساب شوند (چون ارتباطي بين توابع B را حساب كنيم.) ابتدا مقدارA كنيم. دقت كنيد؛ عبارت زيررا حساب مي 

n  نوشت: مقابلتوان به شكل راديكال را مي n nn n n n n nsin ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( )
n n n n n n

     
     

1395 1395 1395 1395 1395 13952 2 2 2 2 22 11 1 1 1 1 1  

    پس داريم:، مثبت شده است) يمقدار ي، بعلاوهباشد (چون عدد يكرگتر از يك مياز طرفي واضح است عبارت درون راديكال بز

nn n nsin ( ) cos ( )
n n

  
 

1395 13952 21 2 21 1  

nدانيماما طبق نكته مي
n
lim


2   رويم: مي Bي مقداري ساندويچ، حاصل حد خواسته شده برابر با يك است. حالا سراغ محاسبه، پس طبق قضيه1

n  توان حساب كرد، چون داريم:ميي ساندويچ را با توجه به قضيه Bمقدار n sin n n n sin n[ n( cos n)] ( n)     
1 1

2 21 1 1 1 2  
cosنامساوي فوق به ازاي حداقل و حداكثر مقادير ممكن براي n نوشته شده است، يعني وقتيcos n  1 ،گاهآنn n cos n n n     1 1 باشد. و مي 1

cosوقتي n 1 ،گاهآنn n cos n n n n      1 1 1   باشد.مي 2
nخبُ حالا بايد مقدار حد عبارت سمت راست را حساب كنيم، با قرار دادن   به حالت ابهام رسيم، اما بهتر است مقدار اين حد را نيز با اسـتفاده از  مي

sinي ساندويچ محاسبه كنيم، براي اين منظور دوباره مقادير حداقل و حداكثر را برايقضيه n گيريم و لذا نامساوي زير را داريم:در نظر مي  

n n sin n nn
n n n
lim ( n) lim ( n) lim ( n) ( )*
  

    
1 11

2 31 2 1 2 1 2  

nيراست به راحتي با استفاده از نكتهحدود چپ و 
n
lim f (n)


1 چون داريم: ،شودمي 1، حاصلشان برابر با  

nn nn
n n n n
lim ( n) lim n , lim ( n) lim ( n)
   

       
1 11

3 31 2 1 2 1 1 2 1 2 1  

)بنابراين حاصل عبارت داده شده در نامساوي Aآيد ومي دستبه 1ابر با نيز بر Bشود و لذا حدمي 1برابر با  *( B .است  
  

 اگـر   :(سخت) 25مثال
n

A lim ( )
n n n n

   
   2 2 2

1 1 1
1 2 1

وn
n

B lim ( )( ) ( )


   3 5 2 12 2 2 2 2 2 ،كـدام   گـاه آن

  گزينه زير صحيح است؟
1 (A B 1  2 (B A 1  3  (A B  4 (B A  2  
 :براي پاسخ به اين سؤال بايد مقـدار هـر دو حـد را حسـاب كنـيم، ابتـدا مقـدار       »  1«گزينه   پاسخA   هـا  كنـيم: دقـت كنيـد تعـداد جملـه     را حسـاب مـي

»n 1«ضح است هر كدام از جملات مجموع داده شده به تنهايي بزرگتر يا مساويتاست، وا
n n 2

1
1

و كوچكتر يا مساوي 
n 2

1
1

    هستند، پس داريم: 

n

n n lim [ ]
n n n n n n n n n n n

 
          

          2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 1

1 1 2 1 1 1 2 1
   

  است. 1برابر با  Aپس طبق قضيه ساندويچ مقدار
ي ساندويچ استفاده كنيم: واضح است تمام جملات داخل پرانتزها از صفر بزرگتر هسـتند و  براي پاسخ به اين قسمت هم بايد از قضيه: Bرويم سراغ حدمي حالا

)nها ازضرب آناز طرفي حاصل )2 )nn  كوچكتر است، يعني داريم: 1 )( ) ( ) ( )     3 5 2 12 2 2 2 2 2 2 1   
2«از طرفي مقدار  /اًحدود» 1 4 شود.شود. پس حاصل حد خواسته شده برابر با صفر مينهايت برسد، برابر با صفر مياست كه وقتي به توان بي  

n«ي راديكال آخر چرا با وجود اين كه فرجهسؤال دانشجو:  2 تـا در نظـر گـرفتيم و در قسـمت سـمت راسـت نامسـاوي عبـارت          nاست، تعداد جملات را» 1
n( )2   را نوشتيم؟ 1

  شود:زير حساب مي صورتبهاين يك تحليل اشتباه است، براي اين كه تعداد جملات در اين تصاعد پاسخ: 
( n ) (n ) n n           
2 1 3 2 11 1 1 1 12 2 2

oiAÁ¾±μ] −»HÁ¾±μ]  
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 :سري را در مزدوجي عمومي جملهابتدا »  1«گزينه   پاسخn n 1 يعني در عبارتn n 1 كنيم:رب ميض  


n n

n
n nn n n

f f

n n n nS ( ) f lim f lim
n. n n n n[( n ) ( n ) ] n. n



  


   

   
         

    
  

1

1 12 2
1 1 1

1 1 1 1 11
1 1 11 1 

1    

  
 حاصل  :19مثال

n
lim [ ]

n n n
  

    
1 1 1 1

1 3 3 5 2 1 2 1كدام است؟ ،    

1 (1  2 (1
2   3 (2

2  4 (2
4  

 :كروشه برابر باعبارت داخل »  3«گزينه   پاسخ
n

k k k   


1

1
2 1 2 1

تبـديل  تلسـكوپي   مجموع با ضرب صورت و مخرج در مزدوج مخرج، به يك باشد كهمي 

   شود:مي

k k

n n n

k k k f f

k k ( k k ) [ n ] [ n ]
( k ) ( k )k k

  

  
               

    
  

11 1 1

1 2 1 2 1 1 1 12 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 12 1 2 1 2 2 22 1 2 1  
  

سؤال از ما حاصلپس 
n
lim [ n ]

n
  

1 1 2 1
2

  را خواسته است و بنابراين داريم: 

2
2n n n

n n . nlim ~ lim lim
n n n  

   
  

1 2 1 2 1 2
2 2 2

  حاصل حد
  

 حاصل  :20مثال
n

S n(n!)


 
1

1


  ، كدام است؟

1(!1 2(!11 3(!1 1  4 (!11 1  
 :شود:مي محاسبهفرم بنويسيم، حاصل سري به راحتي اين ي عمومي را به اگر جمله  »4«گزينه   پاسخ  

  
n n

S [(n ) ](n!) [(n )n! n!]
 

      
1 1

1 1
1 1 1

 
  

n!(nدانيممي ) (n )!  1   است، بنابراين داريم: 1
n n

fn n f

S (n )! n! (n! (n )!) [ ! ( )!] !


 
              

1

1 1

1 1
1 1 1 1 1 11 1

 
  

 

 اگر  :21مثالk  ،حاصل گاهآنعددي طبيعي باشد
n

n k
(n k )!






  1

  كدام است؟ 

1( 
kk!
1  2(  

k!
1  3( 

k
1  4( k!

(k )!1  

  كنيم صورت كسر را شبيه مخرج كسر كنيم:داريم، بنابراين سعي مي سؤال نيز عبارتي شامل فاكتوريل در اين»  2«گزينه : پاسخ  

n n

n n n n
f f

n k (n k ) (n k )[ ]
(n k )! (n k )! (n k)!(n k ) (n k )! (n k)! (n k )!



   

   

     
    

              
1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1    

    

n
lim

( k)! (n k )! k! k!
    

  
1 1 1 1

1 


  
 

 حاصل سري  :22مثال
n

nS
(n )!









1

3
  كدام است؟ 4

1 (1
12  2 (1

36  3 (1
18  4 (1

24  

 :و عبارتي شامل فاكتوريـل در مخـرج كسـر وجـود دارد،      باشداي ميكسري و چند جمله صورتبهها كه عبارت درون سري اين نوع سري  »4«گزينه   پاسخ
n)صورتبهكه معمولاً  nي اول بر حسبها كه يك عبارت درجهيداراي يك روش حل منظم هستند. در واقع در اين نوع سر )!  باشد در مخـرج كسـر، و   مي

طوري بازنويسي كنـيم كـه در تركيـب آن     در صورت كسر قرار دارد، روش حل اينست كه؛ بايد سعي كنيم عبارت صورت كسر را nهاي مختلفعبارتي شامل توان
ــارت مخــرج كســر « ــه ســعي مــي   » عــين عب ــن مرحل ــل) ايجــاد شــود. پــس از اي ــدون فاكتوري ــه ب ــ(البت ــا اســتفاده از  يكن ــاز اســت ب م در كســري كــه موردني

n)يقاعده )! (n )!(n )      1شوند، بنويسـيم  و پرانتز كه در هم ضرب ميد صورتبهدار مخرج كسر، يك واحد كم كرده و آن را ، از عبارت فاكتوريل
n)سازي را انجام دهيم. مثلاً در اين سـري در مخـرج كسـر   عمل ساده» صورت كسر«و با  )! n« داريـم، بنـابراين بايـد در صـورت كسـر      4    ايجـاد كنـيم.   » 4
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  گيرد:ياين موضوع به راحتي و به شكل زير صورت م

      

n n

n n n n
f f

n (n ) nS [ ] [ ]
(n )! (n )! (n )!(n ) (n )! (n )! (n )!



   

   

   
     

         
1

1 1 1 1

3 4 1 4 1 1 1
4 4 3 4 4 3 4 

  

1  ايم، بنابراين داريم:بينيد به يك سري تلسكوپي رسيدهطور كه ميهمان
24n

S lim
( )! (n )! !

    
 
1 1 1

1 3 4 4   

سازي از همين روش استفاده خواهيم كـرد. دقـت   راي سادههايي نظير فوق برخورد خواهيم كرد و در آنجا نيز بلورن، با سريي بسط مكبعداً در درسنامهتوضيح: 

هايكنيد؛ حاصل اين سري پس از ايجاد فرم سري تلسكوپي يعني رسيدن به سري
n n(n )! (n )!

 

 


  
1 1

1 1
3 ي ، و بدون اسـتفاده از قاعـده  eبا دانستن بسط 4

قسـمت نيـز ارايـه     را در ايـن  eلورن مربوط به اين درسنامه نيست، اما حل اين سري با استفاده از بسـط سط مكتلسكوپي نيز قابل تعيين است. هر چند آموزش ب

  است: مقابل صورتبه eدانيم بسطمي دهيم،مي
n

e
n! ! ! ! !




      1 1 1 1 1

1 2 3



  

n n

n

n n

e e ( )
! ! ! (n )! (n )! ! !

e
n!

e e ( )
! ! ! ! (n )! (n )! ! ! !

 


 

 


 

 
          

  
   

               

 


 

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 11 1 11 2 3 3 3 2 31
1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 11 2 3 4 4 4 2 3 4



  

1  داريم: بنابراين
24n

S [ ] [e ] [e ]
(n )! (n )! ! ! ! ! ! !




             

    
1

1 1 1 1 1 1 1 1 12 23 4 2 3 2 3 4 4 1 2 3 4
  

 
 سري  :23مثال

k
Arctg

( k )( k )



    4
1 4 3 4 1

   به كدام عدد همگراست؟ 

1( 
4  2( 

2  3( 3
4  4( 

6  

  با استفاده از رابطه»  3«گزينه : پاسخa bArctg Arctga Arctgb
ab


 
1 :داريم  

k k k

( k ) ( k )S Arctg Arctg [Arctg( k ) Arctg( k )]
( k )( k ) ( k )( k )

  

  

  
     

       4 4 3 4 1 4 3 4 11 4 3 4 1 1 4 3 4 1  
    

k k
kk f f

( ) [Arctg( k ) Arctg( k )] ( )[Arctg( ) lim Arctg( k )] ( )[Arctg( ) Arctg ]





               

1

1 4 1 4 3 1 4 1 4 3 1 1


   

( )[ ]  
    

31 4 2 4  
 

 حاصل  :24مثال
P

Psin( ).sin( )
P(P ) P(P )






 

1

1 2 12 2 1 2   دام است؟ك 1

1( cos1 1  2( cos 1 1  3( ( cos )
1 1 12   4( (cos )

1 1 12  

  با استفاده از فرمول»  1«گزينه : پاسخsin Asin B [cos(A B) cos(A B)]   2 :داريم  

P P P

P ( P ) ( P ) P (P )sin( ).sin( ) [cos cos ] (cos cos )
P(P ) P(P ) P(P ) P(P ) P(P ) P(P )

  

  

      
   

       
1 1 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 12 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1    


P P

PP P
f f

(cos cos ) ( ) (cos cos ) (cos lim cos ) [cos cos( )] cos
P P P P P



 

 
            

   
1

1 1

1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 


  

 

 حاصل سري  :(سخت) 52مثال
n

n
n n



  
 4 2

1 1
  ، كدام است؟

1 (1
2  2 (1

4  3 (1
3  4 (1  

 :نويسيم:تفاضل دو مربع مي صورتبه! ابتدا مخرج را اي دانشجويانه چندان سخت برمثالي زيبا و البته ن»  1«گزينه   پاسخ  

n nf f

n n (n ) n (n n)(n n) [n(n ) ][n(n ) ]


              

1

4 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1   
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n  تفاضل دو سري، بنويسيم: صورتبهحالا بايد كسر داده شده را  A B
[n(n ) ][n(n ) ] n(n ) n(n )

 
       1 1 1 1 1 1 1 1  

n A(n n ) B(n n ) n (A B)n (A B)n A B             2 2 21 1  
  داريم؛ دستگاه زير بايد برقرار باشد: nوي كه فقطبا متحد قرار دادن دو طرف تساوي و با توجه به طرف چپ تسا

A BA B
A A B

A B
 

       

1 12 11 2 2
  

1  بنابراين داريم:
2nn n

n [ ] lim [ ]
[n(n ) ][n(n ) ] n(n ) n(n ) ( ) n(n )

 

 
      

            
1 1

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 2 1 1 1 1 2 11 1 1 1 1 2   
 

 سري  :(سخت) 26مثال
n

Arctg
n




 2

1

1
2

  عدد همگراست؟به كدام  

1( 
6  2( 1  3( 

2  4( 
4  

  بايد سري را به فرم يك سري تلسكوپي تبديل كنيم و با استفاده از فرمول»  4«گزينه : پاسخa bArctg Arctga Arctgb
ab


 
1 تست را حل كنيم:  

( n ) ( n )Arctg Arctg Arctg Arctg
( n )( n )n n ( n )
  

  
   2 2 2

1 2 2 2 1 2 1
1 2 1 2 12 4 1 4 1

  

n n
n n n n f f

( n ) ( n )Arctg Arctg [Arctg( n ) Arctg( n )] ( ) [Arctg( n ) Arctg( n )]
( n )( n )n



   

   

  
         

     
1

2
1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 11 2 1 2 12      

[Arctg( ) Arctg( )] ( )  
         1 2 1 1 1 4 2 4  

 

 حاصل سري  :(سخت) 27مثالn n
n

tg( )





 1
1

1
2 2

، چند برابر

  است؟  1

1(1 2(2 3(3 4 (4  
 :آوريم:مي دستبهد فرعي زير سري را به فرم يك سري تلسكوپي با استفاده از اتحا»  2«گزينه   پاسخ  

tgx cot gx cot g x 2 2  

n  بنابراين داريم: n n n n n n n ntg( ) [cot g( ) cot g( )] cot g( ) cot g( )
   
    

   1 1 1 1
1 1 1 12

2 2 2 2 2 2 2 2 2
   

n n n n n n n nnn n
tg( ) [ cot g( ) cot g( )] (a a ) [ cot g lim cot g( )]

 

     

    
          11 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1
22 2 2 2 2 2 2 2 2

   

n nn n
n n

( lim ) lim
.tg .tg 

 

   
 

1 1

1 1
2 2

2 2

   

nي حد فوق، دقت كنيد وقتيبراي محاسبه   هگاآنn


12
بنابراين هم ارزي ،n ntg

 
 

1 12 2
  :را داريم  


2

n nn n
n n

lim lim
.( ) 



   
  

1 1

1 1 1
2 2 22 2 2

  حاصل سري 

  
 

ها، جملات بيشتر باشد، بايد به جاي جمله اول به تعداد اختلاف انديسهاي مجموع داخل سيگما، از يك واحد هاي تلسكوپي اگر اختلاف انديسدر سري :1تذكر
  :ها، جملات آخر را با هم جمع كنيم، به عنوان مثال داريماول را با هم جمع كنيم و به جاي جمله آخر به تعداد اختلاف انديس

  است. 3ها برابر در اين مثال اختلاف انديس
n

k k n n n
k

(f f ) ( f f f ) (f f f )   


       3 1 2 3 1 2 3
1  

−»H¾±μ]¾w“¼μ\¶ oiA¾±μ]¾w“¼μ\¶

 

ها را در جمله آخـر ضـرب   توانيم عدد اختلاف انديستقريباً با هم برابر هستند، مي چون جملات آخر در گاهآنباشد،  الت خاص اگر حد بالاي سيگماو در ح
  صورت زير بنويسيم، به مثال زير توجه كنيد:كنيم و آن را به

k  است. 2ها برابر با اختلاف انديس در اين مثال، k k
kk

(f f ) ( f f ) ( lim f )


 


     2 3 4 2
3

2 −»H¾±μ] »j“¼μ\¶ oiA¾±μ] »j“¼μ\¶

 

 سيگما از عدد يك شروع شود.پايينكنيم كه لزومي ندارد حدباز هم تأكيد مي
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 حاصل  :28مثال
k

( )
k k



 
 2

1

2
2

  كدام است؟ 

1( 4
3  2( 2  3( 1  4( 3

2  

  كنيم:ابتدا كسر را تفكيك مي  »4«گزينه : پاسخ  
k k

S [ ( ) ( ) ]
k kk k

 

 
  


 2

1 1
2

2 1 1
22 

SwH IÀuÄkºH›°TiH

  

ي آخـر سـيگما   در حد جملـه  2باشد، لذا بايد عدد مي است، پس بايد دو جمله اول پرانتز اول را بنويسيم، و چون حد بالاي سيگما 2چون اختلاف انديس برابر 
  ضرب شود:

k
S lim ( )

k
    


1 1 1 321 2 2 2  

 

 حاصل سري  :29مثال
n

( )
n n



  
1

1
  كدام است؟ 2

1( 1 2
2  2( ( )


1 2

  سري واگراست. )4  صفر )3  2

 :راگر جمله عمومي را با ضرب صورت و مخرج د  »4«گزينه  پاسخ »n n 2« :گويا كنيم، داريم    

        n n ( n n )
n nn n
 

   
  

1 2 1 22 22
  


n nn n n f f

S ( n n ) ( n n )
n n



  

  
       

 
  

21 1 1

1 1 12 22 22   

nfبراي تبديل فرم سري تلسكوپي، جمله 1يكنيم، يعني جملهرا اضافه و كم ميn 1 م:كنيرا اضافه و كم مي  

  
n n n nn n nf f f f

S ( n n n n ) ( n n ) ( n n )
 

  

  
                 

1 11 1 1

1 1 11 1 2 1 1 22 2 2   

واگرا
n n n

( lim n ) ( lim n ) ( lim ( n n ))
  

                
1 1 11 1 2 2 1 2 1 22 2 2  

 

  اي:مجموع دو جمله صورتبهسري تلسكوپي 
)kدو جمله است. در اين صورت حتماً بايد ضريب مجموع صورتبهها، سري تلسكوپي در بعضي سري )1زير است صورتبهقاعده  وجود داشته باشد و:  

n
k n

k k n
k

( ) (f f ) ( ) f ( ) f 


      1
1 1 1

1
1 1 1  

nاگر  ،داريم: گاهآن    
k k

k k kkk
( ) (f f ) ( ) f lim ( ) f



 


      1
1 1 1

1
1 1 1  

  

 سري  :30مثالk

k

kS ( )
(k )(k )






 

 
1

2 51 2   به كدام عدد همگراست؟ 3

1( 
1
3  2( 

4
3  3( 

3
4  4( 

1
2  

  با استفاده از قاعده تفكيك كسرها داريم:»  1«گزينه : پاسخ  

k k

k k

k k
f f

k( ) ( ) [ ]
(k )(k ) (k ) (k )



 

 


   

    
1

1 1

2 5 1 11 12 3 2 3 
  

  با توجه به فرمول فوق داريم:
k

k

( )S ( ) ( ) lim ( )
k


    

 
1 1 1 11 1 2 3 3  

kتوان به فرم همان سري تلسكوپي استانداردزير ميبه شكل  گفته شدهدقت شود، تست را بدون استفاده از نكته  k(f f )   تبديل كرد: 1


k k

k k k k k
k

kk k k
f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) lim
k k k k k k k



   

  

     
            

         
1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 2 3 3 2 2 3 1 2 3 3 3


    

سري هاي هندسي   
  

nصورتبهها فرم كلي اين سريسري هندسي با جملات نامحدود: 

n
S a




 

1
a)عددي حقيقي aاست كه  , a )  1 هاي هندسي هر جملـه  است. در سري

qاگـر دهـيم)  نمـايش مـي   qيا rشود (قدر نسبت را معمولاً بااز ضرب جمله قبل در يك عدد كه قدر نسبت سري ناميده مي  1  سـري بـه عـدد    گـاه آن 1
a

S
q




1
  . آيـد مـي  دسـت بـه  naدر ضـابطه  nسـيگما بـه جـاي    پـايين جملـه اول تصـاعد هندسـي اسـت كـه بـا قـرار دادن حـد          a1. دقت شودشودهمگرا مي 1
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 ـالامتساوي هاي مساوي هم كه در داخل مثلثبيشترين تعداد دايره  :(سخت) 46مثال   n ثضلاع به ضلع واحد جاي گيرند، به طوري كه بر هر ضلع مثل
nn،دايره باشدnkمساحت كلnSدهيم ونشان مي nkمماس شود را با دايره

lim S


  )Harvard) دانشگاه 1با كمي تغيير از سؤالات رياضي عمومي ((   كدام است؟

1(
12  2(

8  3(
4 3

  4( 3
16  

 : هـا و  ت دايـره سخت، ولي جالب است! بايد ارتباطي بين مساح كميخداوكيلي سؤال  » 2«گزينه  پاسخ
سؤال را براي مثلـث  ابتدا كنيم.  ايجاد )اضلاع مثلث با هادايره بين مساحت ارتباطي حداقل مساحت مثلث (و يا

 يك شعاع هر rو الاضلاعاويمثلث متس ضلعطول  Lكنيم. فرض كنيد؛حل مي Lالاضلاعي به طولمتساوي
مركـز  كـردن  ؛ با وصل مانند آنچه در شكل داريم ،داشته باشيمبر روي يك ضلع دايره  nوقتي .ها باشداز دايره

rبرابر با الزاويهقائم وتر مثلث فيثاغورث، يطبق قضيه ، بركناري به رئوس مثلث هايدايره r
sin

 23   است و

n،ريمابگذاين دو دايره را فعلاً كنار  اگر است. r3بنابراين ضلع ديگر 2 يـك ضـلع بـاقي    بـر  مماس دايره 
سـمت  از ي اول هدايـر  سـمت راسـت  از خطي كه پارهكند (ها را به هم وصل ميخطي كه آناند، طول پارهمانده
n)) برابر باكند.ادامه پيدا مي ،ي اولي از سمت راستهرداي سمت چپتا شروع و  چپ ) r2 است (چون قطر  2

nو استr2هر دايره 2 پس طول )دايره داريمL     بـا جمـع   برابـر  ،هـا بـر حسـب شـعاع دايـره(r r)2 3 
n)اب ) r2   است:2

LL (n ) r (r r ) L ( n)r r r L r(n ) r
(n )

             
 

2 2 2 3 2 2 2 3 2 3 1
2 3 1

  

nبرابر با هااز طرفي تعداد دايره   1 2 3  به عبارت ديگر برابر يا وn(n )1
    باشد، لذا داريم:مي 2


8

L
n n n

n n

n(n ) n(n ) L n n nS ( r ) ) S lim S lim
(n ) (n ) n



 

      
       

   

2 2 212
2 2 2

1 1
2 2 4 3 1 8 3 1 8

  

n« هاتعداد دايره ؛چه جوري گفتيدسؤال دانشجو:    1 2 3 « يا همانn(n )1
  است؟ 2

ي درك بهتر از بـالا بـه پـايين    دهم: براچندتايي از شما هم اين سؤال را داشته باشيد، جواب مي ولي چون ممكن است استثنائاً ،هر چند خيلي واضح استجواب: 
 ، پــس كــلاًدايــره داريــم nدايــره و ... در ســطر آخــر 3تــر دايــره و در ســطر پــايين 2دايــره داريــم، در ســطر پــايين آن  A ،1حركــت كنيــد، در نزديــك رأس

»n   1 2 3 « وجود دارد. دايره  

) نماد پاي (  
  

nعدد nضربنويسي حاصلرود. براي خلاصهنويسي مجموع به كار ميبراي خلاصه گفتيم نماد , , ,a a a2 1 شـود. ( از نمادي به نام پاي استفاده مي ر د

  توان نوشت:ضرب است) در واقع ميبه معناي حاصل Productياولِ كلمه Pكه(است  Pزبان يوناني، همان حرف
n

k n
k

a a a a a a


      1 2 3 4
1

  

  براي مثال داريم:
n

k
k n n!


      

1
1 2 3 4   

  داريم: گاهآنمخالف صفر باشند،  kaي جملات دنبالهاگر همه ضرب:تلسكوپي) براي حاصلقاعده ادغام (
n

k

k nk

aa
a a 

 1
1 11

  

  توانند وارونه شوند:مي ي فوقرابطه بديهي است كه طرفين
n

k n

kk

a a
a a
 


 1 1

11
  

  داشته باشند، خواهيم داشت: اگر صورت و مخرج مثلاً دو واحد با هم فاصله
n

k n n

kk

a a a
a a a
  


 2 2 1

1 21
  

مانـد. واضـح   ي آخر باقي مـي ماند و از صورت كسر كه دو گام جلوتر است، فقط دو جملهي اول باقي ميتر است، فقط دو جملهيعني از مخرج كسر كه دو گام عقب

  توانند وارونه هم بشوند:است كه اين كسرها مي
n

k

k n nk

a aa
a a a  

 1 2
2 1 21

  

  واحد با هم فاصله داشته باشند خواهيم داشت: 3به همين ترتيب اگر صورت و مخرج 
n

k n n n

kk

a a a a
a a a a
   


 3 3 2 1

1 2 31
  

  ها توجه كنيم.ضربي حذف شدن صورت و مخرج كسرها در اين حاصلدر حالت كلي، كافيست به نحوه

n دايره 

3 r

rrrr
30

BC

A

2r2r3 r r r
r
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 حاصل  :47مثال
n

n m
lim ( )

m 


2

  كدام است؟ 11

1 (  2 (1  3 (2  4 (1
3  

 :ابتدا توجه كنيد كه داريم:»  1«گزينه   پاسخ  
n

n m

mlim ( )
m 


2

1  

maدر واقع اگر صورت را ؛تر از مخرج استصورت يك واحد عقب ،با توجه به قاعده تلسكوپي m 1  يم، مخـرج بنـامma m 1  .ي پـس اولـين جملـه    اسـت

مانند: لذا حاصل حد برابر باي مخرج باقي ميصورت و آخرين جمله
n
lim

n

  و به عبارت ديگر برابر با صفر است.  1

  

 اگر  :48مثال
n

n
k

S ( )
k(k )

 


1

11 nnحاصل هگاآن، 2
lim S


  كدام است؟ 

1 (3
2  2 (1  3 (1

2  4 (2  

 :ابتدا  »4«گزينه  پاسخnS  كنيم:بازنويسي مي مقابلرا به صورت  
n n n

n
k k k

k
k(k ) (k ) kS ( )

kk(k ) k(k )
k

  


     
 



  
2

1 1 1

1
2 1 1 2

2 2
1

  

kحالا توجه كنيد كه با فرض
ka

k


1 ي تلسكوپي داريم:و با استفاده از قاعده  n
n

n
a (n )(n )S
a n



 

  




1
1

1
2 11 1

1 2
1 1

  

n  بنابراين داريم:
n n

(n )lim S lim
n 


 


2 1 22  

 

 اگر  :(سخت) 49مثال
n

n
k

kS ( )
k







3
3

2

1
1

  م عدد همگراست؟به كدا nSگاهآن، 

1 (1
3  2 (2

3  3 (1  4 (1
2  

 :ابتدا با استفاده از اتحاد  »2«گزينه  پاسخa b (a b)(a ab b )    3 3 2   كنيم:صورت و مخرج را تفكيك مي 2

  
n n n n

n
n n n nk k k k

k (k )(k k ) k k klim S lim ( ) lim lim ( )
kk (k )(k k ) k k      

       
    

       
   

3 2 2

3 2 2
2 2 2 2

1 1 1 1 1
11 1 1 1

  

بضردر حاصل
n

k

k
k




2

1
  مانند:ي آخر باقي ميدو جملهفقط مخرج و در دو جمله اول فقط صورت  در پس ؛صورت و مخرج دو واحد با هم فاصله دارند 1

n

k

k n n n
k n n n n(n )

    
        

   
2

1 1 2 3 5 3 2 1 1 2
1 3 4 5 7 1 1 1  

kaبا فرض توانيم با فرمول تلسكوپي نيز به سؤال جواب دهيم؛البته مي k 1 داريمka k  2 مخرج دو واحد با صورت اختلاف دارد، لذا حاصـل بـه    پس 1

صورت
n

k

k n nk

a aa
a a a n(n )  


 

 2 3
2 1 22

1 2
ضربدر حاصلاست. اما  1

n

k

k k
k k

 

 


2

2
2

1
1

kداريم:  k (k ) (k )      2 21 1 1 كسر يك واحد  صورتپس  1

ضرب فرميعني اين حاصل جلوتر از مخرج است.
n

k

kk

a
a



 1

2
kaبا فرضدارد.   k k  2     داريم: 1

n n
k n

kk k

a a(k ) (k ) (n ) (n ) n n
a ak k
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31 2 2 1

  

n
n n n

n n (n n )lim S lim ( )( ) lim
n(n ) (n n)  

    
 

 

2 2

2
1 2 1 2 1

1 3 3
    

nدقت كنيد كه وقتي  يم:كنند. بنابراين دارها هستند كه مقدار حد را تعيين ميفقط بزرگترين درجه ،ميل كند  n
n n

nlim S lim
n 

 
2

2
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حاصل  :(سخت) 50مثالn
n

xcos





1 2
x)، برابر كدام گزينه است؟  )   

1 (sin x( )
x

1  2 (x
sin x

  3 (sin x
x

  4( x( )
sin x

1  

 :قبل از پاسخ به اين سؤال دقت كنيد، اگر»  3«گزينه   پاسخx   آوردن حاصـل   دستبهاست. اما برويم سراغ  1حاصل خواسته شده برابر با  گاهآن ،باشد

عبارت
k

n
n

xcos



1 2
  قابل نمايش است: مقابل صورتبها بنويسيم، ، كه اگر بخواهيم بدون نماد آن ر

k

n k
n

x x x x x. . .cos cos cos cos cos


 2 3
1 22 2 2 2

  

kعبارت را در
xsin

2
cosدقت كنيد در اين حالت با توجه به فرمول .كنيمضرب و تقسيم مي  a sin a sin a

1   :نويسيمزير مي صورتبهي آخر را ، دو جمله22

k k k k
x x x x.cos sin sin ( ) sin


  1

1 122 22 2 2 2
  

k k k k k

k k

x x x x x x x x xcos cos cos cos sin cos cos (cos sin )

x xsin sin

  
        


2 1 2 1 1

1
2 2 22 2 2 2 2 2 2

2 2



 
  

1تا kيبه همين شكل اگر ادامه دهيم، به اندازه
sinشود و در نهايت بهايجاد مي 2 x رسيم، لذا داريم:مي  

k
k

n
n

k

(sin x)( )xcos
xsin


1

1
2

2
2

  

kاگر  ،داريم: گاهآن  sin x
x

k

n k kk kn
k k

x sin x sin xcos lim lim
x xsin ( ) 

 
1 2 2 2

2 2

ÁpnH´À
  

 

 حاصل  :(سخت) 15مثالkn

n k
lim ( x )
 

 21


|، براي x |     كدام است؟ 1

1 (
x

1
1  2 (x

x1  3 (
x

2
2  4 (

x x


 
1 1

1 1  

 :نويسيم:را مي ضرب داده شدهحاصل ابتدا فرم باز»  1«گزينه   پاسخ    
k nn

x

k
( x ) ( x)( x )( x ) ( x ) 


       12 2 4 21 1 1 1 1


 ´Ã¹¨Â¶´Ãv£U »Jo† nj HnRnIL –  

n n
k kn n

k k

( x)( x)( x )( x ) ( x ) ( x )( x ) ( x )( x ) ( x )
x x 

       
    

  
2 4 2 2 2 2

2 21 1 1 1 1 1 1 11 11 1 

   

شوند و بنابراين حاصل عبارت سمت راست بـه شـكل مقابـل    اتحاد مزدوج در هم ضرب مي يكنيد؛ در صورت كسر فوق، پرانتزها با قاعدهطور كه ملاحظه ميهمان

  شود:مي
n n n

(x ) x x
x x x

  
 

  

12 2 2 2 21 1 1
1 1 1  

|خب در اين قسمت بايد از شرط صورت سؤال، يعني x |1 استفاده كنيم. وقتي| x |1 ،حد عبـارت  گاهآن
n

x
x





121
نهايـت برابـر بـا   در بـي  1

x
1

شـود  مـي  1

n(چون
x

12 كند.) بنابراين حاصل خواسته شده برابر بابه سمت صفر ميل مي
x

1
  شود.مي 1

xاگرتوضيح:  1  ،خواسته شده برابر با حاصل عبارت گاهآنباشد و اگرx  1 ،حاصل عبارت خواسته شـده برابـر بـا    گاهآن  و اگـرx  1 ،گـاه آن 
  شود.حاصل عبارت خواسته شده برابر با صفر مي
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  بودن يك سري را از روي ظاهر آن تشخيص دهيم؟» هندسي«و يا » تلسكوپي«توانيم ميچگونه 
توانند تشخيص دهند كه نـوع سـري كـدام    نمي در بسياري از مسائل ،، امادانندميهاي هندسي را هاي تلسكوپي و سريي سريمحاسبه هايفرمول ،اكثر داوطلبان

غيـر  «و يـك جـواب   » ايكليشـه «تـوانيم يـك جـواب    . در پاسخ به اين عزيزان ميي مقدار سري را انتخاب كنندب براي محاسبهروش مناس ،تا بر اساس آن ،است
  .)توان جواب رسمي داد!!نميبدهيم (متأسفانه » رسمي

، به مـزاج داوطلبـان تنبـل    »ايكليشه«واب تا حدودي مشكل اين عزيزان را بر طرف خواهد كرد، ضمن اين كه ممكن است ج» غيررسمي«جواب  :لازم است بگويم
  آيد!خوش نيايد! اما به هر حال جواب درستي به حساب مي

  رساند كه به راحتي بتواند بين اين دو سري تفاوت قائل شده و روش حل را پيدا كند!از آمادگي مي يداوطلب را به يك سطح ،هاي زيادتمرين و حل تستاي: پاسخ كليشه
)هاايشامل چندجمله ،ي عمومي اين سريآن است كه جمله ،سري هندسيي يك شانهنرسمي: سخ غيرپا , n ,n)2  هـا يا لگـاريتم( , log n ,Lnn)  نيسـت 

nرسيده اسـت. سـري   nني يك عدد ثابت به توانيع ؛در آن ظاهر شده است درجه يك از nبا پايه ثابت و توان فقط يك تابع نمايي معمولاً بلكه
n

n




13
هندسـي   

nاي است. سرييك چندجمله ،صورت كسردر  nچون ؛نيست
n Lnn



 


1

1
5

دارد. اما سري Lnnچون ،نيستهندسي  
n n

n
n

( )




1

2 1
3

زيرا فقـط   ؛استهندسي  

اند. سريرسيده nاعداد ثابت به توان
n

n
n

cos(n )




1

2
5

ncos(nزيرا ؛هندسي است  ) ( )  1  ي جملات نمايي هستند. دقت كنيـد كـه در   همه و بنابرايناست

knبايد فرم ،مورد نظري نمايي جمله ،سري هندسي bA  يعني ؛داشته باشدA .سريپس  عدد ثابت باشد و توان هم درجه يك باشدn

n
( )
n






1

 .هندسي نيسـت  2

nسريي ثابت ندارد، چون پايه

n
e







2

1
  هاي زير شناخت:توان با مشخصهرا مي هاي تلسكوپيسرياما است.  2درجه از  n،چون توانش ،هندسي نيست 

  :   مانند ،تلسكوپي هستند ،اندي متوالي تشكيل شدهاز مجموع و تفاضل چند جملهها جمله عمومي آنهايي كه سري) 1

        nn

n





 1

2
8 و 8

n
( n n n )




   

1
2 2 1  

هايسري مثل دروجود دا اي)كسرهاي گويا (تقسيم دو چندجملهها آن جمله عمومي هايي كه دربيشتر سري )2
n n(n )



 
1

1
2،

n

n
n (n )








 2 2

1

2 1
1

و 
n n



 
 2

1

1
1

 ،

  شوند.ل ميبه تفاضل دو جمله تبديمعمولاً ي كسرها زيرا با تجزيه ،تلسكوپي هستند

هـاي سـري  ، مثـل شـوند به مجموع و تفاضل چنـد لگـاريتم تبـديل مـي     وشامل عبارات لگاريتمي هستند ها جمله عمومي آنهايي كه سري )3
n

nlog
n








1

3 4
3 1، 

n

n(n )Ln
(n )








 2

1

2
1

  ، تلسكوپي هستند.

هـاي  وجـود دارد. مـثلاً سـري    cosو tg،Arctg،sinبه عنوان كمـان، جلـوي   ،nها توابعي بر حسبهايي كه در تركيب آنسري )4
n

Arctg
n n



  
 2

1

1
1

، 

n

sin
n(n )

cos .cos( )
n n










1

1
1

1 1
1

  شوند.تفاده از روابط مثلثاتي به تفاضل دو جمله تبديل ميزيرا با اس ، تلسكوپي هستند.

هستند (مانند nي اول ازداراي فاكتوريل و توابع درجهها جمله عمومي آنكه  هاييسري )5
n

n
n!






1

يا 1
n

n
(n )!



 
1 تعيـين   xeمعمولاً با اسـتفاده از بسـط   ،)1

: توان به تفاضل دو جمله تبديل كرده و از راهها را مياما برخي از آنشوند. مي                        تلسكوپي هم حل كرد مثلاً

n n n

n (n )
(n )! (n )! n! (n )!

  

  

 
  

    
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1  

nضرب شده باشد، مانند nاما در ،شبيه به سري هندسي باشد ،اگر سري داده شده توجه:

n
n( )




 1

2
nتقسيم شـده باشـد ماننـد    nيا بر 

n n






1

1
3

هـاي  بـا روش  

  شوند. مي گفتههاي بعدي ديگري قابل محاسبه است كه در درسنامه
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  كدام سري استفاده كنيم؟ براياز كدام آزمون 
سـؤال ايـن    در تعيين همگرايي يك سري، چگونه بفهميم از كدام آزمون بايد اسـتفاده كنـيم؟  پرسند اين است كه سؤال مهمي كه معمولاً دانشجويان مي

ها جواب كار ببريم تا بالاخره يكي از آنهها را يكي پس از ديگري بيم و آنها را استفاده كنعزيزان كاملاً كاربردي و به حق است! چون عاقلانه نيست كه تمام آزمون
ها اصلاً چنين وقتي در اختيار ما نيست! در پاسخ بايد بگويم قواعد مهم و محكمي در اين زمينه وجود ندارد، اما باشد كه در آزمونچنين كاري اتلاف وقت مي دهد!!

  كند:حل مي نكات زير قطعاً مشكل اين عزيزان را
گيريم. اگر در صورت داريم و بر آن اساس تصميم ميرا نگه مياي كه رشد آن بيشتر است جملهفقط  ،از صورت و مخرج ،مثبت عمومي يبا جمله ييهادر سري) 1

كننـد. مـثلاً در   هـا مشـكلي را حـل نمـي    سـاير آزمـون  معمـولاً  اسـتفاده كنيـد. در ايـن مـوارد     Pها) از آزمـون ايباقي بماند، (مانند چندجمله nو مخرج تواني از

سري
n

n n Lnn
n n







 


2

3
1 1

:ابتدا طبق سرعت رشد داريم 
n

n n
n






2

3
1

Pحالا  / /   3 2 5 5 1 پس سري واگراست. يا در سري
n

n
n ( n )










2

3
1

2
1

(كـه بـر    

:طبق سرعت رشد داريم
n

n
n n






2
3

1
Pشودملاحظه مي)  / /   3 5 1 2 5   پس سري همگراست. ،1

)Arctgn،Lnمانندتوابعي اگر سري شامل ) 2 )
n


11،sin

n
1،sinh n ... در هاارزيتوانيم با استفاده از هممي ،باشد و)n (نظر را به يـك  ، سري موردP 

سري كهيا از آزمون مقايسه براي آن استفاده كرد. براي استفاده از اين روش دانستن اين و سري تبديل كرد 
n n






1

گرا ووا 1
n n




 2

1

همگراسـت، همچنـين سـري     1

nهندسي با قدرنسبت كوچكتر از يك همگراست (مانند

n
( )






1

2
ها، سريارزيكند. به عنوان يك مثال از استفاده از هم) به ما بسيار كمك مي3

n
nLn( )

n




 2

1

11 

)Lnارزيرا با استفاده از هم )
n n

 2 2
1 11  به سري

n n
n

nn

 

 
  2

1 1

1 ارزي در توابع مثلثاتي، شويم كه واگراست. براي استفاده از همتبديل كرده و متوجه مي 1

  دقت كنيد كه كمان بايد به سمت صفر ميل كرده باشد.
يعنـي   ؛كوشي استفاده كنيد تراكم باشد، بهتر است از آزمون n2و nها مثلايو چند جمله Lnnمانند ،فقط شامل جملات لگاريتمي ،عمومي سري اگر جمله) 3

مثلاً ،يدهم ضرب كن n2قرار بدهيد و در n2ها nبه جاي
n

n
n

n n n

Lnn Ln nLn
n

  

  
  

1 1 1

22 2
2

  سريكه به وضوح
n

nLn





1
اين نكتـه  واگراست. همچنين  2

p ان باشد كه سرييادت q
n n Ln n






1

p)به شرطي همگراست كه 1 )1 يا(q , p ) 1   باشد. 1

از  هـا ي عمـومي آن جملـه  پـردازيم كـه  هايي ميها و لگاريتم بود. اكنون به سريايها شامل چند جملهي عمومي آني پرداختيم كه جملههايجا به سريتا اين) 4
n(Aجملات پر سرعتي مانند جملات نمايي ها است. دقيقاً در مورد اين نوع از سري ،هاي ريشه و نسبتاند. محل استفاده از آزمونتشكيل شده (!n)و فاكتوريل (

 از ارز آن جـايگزين كنيـد،  را بـا هـم   !nخواهيـد ارزي استرلينگ استفاده كنيد. اما اگر نميكه از همبه شرط آن ،دهدتر جواب ميمعمولاً آزمون ريشه بهتر و سريع
)هايي ماننددنبالههايي كه سريمورد . در كنيدآزمون نسبت استفاده  n)   2 4 6 2 و( n )    1 3 5 2 1  ،انتخـاب   »بـه را«آزمـون   را در خود دارنـد

  مناسبي است.
  پـذير  ي سـري امكـان  تشـخيص همگراي ـ » آزمون نسـبت «شود، اما با استفاده از همگرايي سري تعيين مي» آزمون ريشه«مسائل خاصي داريم كه با استفاده از

  !است ترآزمون ريشه قويكه در شرايط برابر، سعي كنيد از آزمون ريشه استفاده كنيد، چون نيست. نتيجه اين
هـاي  اسـتفاده از آزمـون ريشـه بهتـر اسـت. جملـه       گـاه آنوجـود داشـته باشـد،     nهـايي از ، بـا تـوان  nي عمومي يك سري، عبارتي بـر حسـب  اگر در جمله) 5

)nnعمومي )
n 

2

nو 1 n( ( ) ) 4   اند.از اين دسته 1
هـا بيشـتر   ، پاسخ داد. بنابراين به آنPارزي و آزمون، استفاده از هما سه آزمون دالامبر (نسبت)، ريشهتوان بشوند را ميها مطرح مياكثر سؤالاتي كه در آزمون )6

هاي رابه، تراكم كوشـي بـه نـدرت ممكـن اسـت مـورد       شود و آزمونهاي مقايسه، مقايسه حدي و آزمون انتگرال، كمتر مورد نياز ما ميتوجه كنيد! در واقع آزمون
  استفاده قرار گيرند.

ــتفاده از آ     )7 ــا اس ــاص ب ــري خ ــك س ــي ي ــعيت همگراي ــت وض ــن اس ــونممك ــبات در آن  زم ــط محاس ــود و فق ــين ش ــف تعي ــاي مختل ــد.  ه ــاوت باش ــا متف   ه

nمانند سري

n
ne







2

1
  و هـم بـا آزمـون ريشـه،      توان شرايط همگرايي آن را تعيين كرد و هم با اسـتفاده از آزمـون نسـبت   كه هم با استفاده از آزمون انتگرال مي 

  .تر استتر و سادهها آزمون ريشه قويالبته در بين آن

ارزي استرلينگ است. به سريگاهي اوقات راه تشخيص همگرايي، استفاده دقيق از هم) 8
n

n
n

n
e n!






2

1
هاي نسبت و ريشه هيچكدام به ما كمكـي  آزمون ؛دقت كنيد 

!nnnارزي استرلينگهم كنند. اما با جايگذارينمي ~ ( ) n
e


1
به سري 22

n
n




 5

1 2

1 1
2

P)رسيم كه به وضوح همگراستمي  ) 
5 12 . 
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 اگر  :01مثالn

n
A ( ) cot g n





  1

1
nو1

n
B ( ) ntg ( )

n


 


  1 1

2
1

    كدام گزينه صحيح است؟ گاهآن، 11

1(Aهمگراي مشروط وB .2 همگراي مطلق است(Aهمگراي مطلق وB .همگراي مشروط است  
3(AوB.4 هر دو همگرايي مشروط دارند(AوB .هر دو همگرايي مطلق دارند  

 :دانيم وقتيمي يد وضعيت هر دو سري را بررسي كنيم؛با»  3«گزينه   پاسخn   داريم:  گاهآن، باشدcot g (n) tg ( )
n

 1 1 توان به را مي A، بنابراين سري1

nشكل 

n
A ( ) tg ( )

n





  1

1

nحالا به راحتي معلوم است؛ !بازنويسي كرد. خبُ 11
n n
lim a lim tg ( )

n


 
 1 1  و چونna بنـابراين طبـق آزمـون     ست،نزولي ا

nكه بدانيم سري همگرايي مطلق دارد يا همگرايي مشروط، بايد وضعيت سري اين سري همگراست. براي اين نيتزلايب

n
| ( ) tg ( ) |

n





 1

1

و به عبارت ديگـر وضـعيت    11

 سري
n

tg
n





 1

1

سريارز با توان همدانيم اين سري را ميرا بررسي كنيم. مي 1
n n






1

سري واگراست، بنابراين سري اصـلي  Pدانست و چون اين سري مطابق مطالب  1

nرويم. توجه كنيد؛ وقتيمي Bهمگرايي مشروط دارد. خب حالا سراغ سري Aنيز واگراست. پس   ،گاهآنtg ( ) ~
n n

1
2 2

1 ارز با توان همرا مي B، پس سري1

nسري

n
( ) n( )

n





 1

2
1

nارز با سري و به عبارت ديگر هم 11

n
( )

n





 1

1

همگراسـت (چـون   نيتـز يـب اين سـري هـم، طبـق آزمـون لا     دانست. 11
n
lim

n


1   و

naيدنباله
n


nاما سري .نزولي است) 1

n
lim | ( ) |

n



 1 و يا به عبارت ديگر سري 11

n n






1

  نيز همگرايي مشروط دارد. B، واگراست. پس1

  

 اگر   :11مثال
n

n

( )S
(Lnn)






 1 2

2

و 1
n

n

( )S
Ln(n )

 







1

2
1

1
  درست است؟ S2و S1كدام گزينه در مورد وضعيت همگرايي گاهآن 1

1(S1همگراي مطلق وS2 2 شروط است.همگراي م(S1وS2 .هر دو همگراي مشروط هستند  
3(S1وS2 .4 هر دو همگراي مطلق هستند(S1همگراي مشروط وS2 مگراي مطلق است.ه  
 :هايهاي متناوب، سريبا توجه به آزمون همگرايي براي سري  »2«گزينه  پاسخS1 وS2 هايهر دو همگرا هستند زيرا دنباله

(Lnn)2
و 1

Ln(n )
1

هـر   1

ها را بررسي كنيم. سريبه صفر هستند. حالا بايد همگرايي مطلق آندو نزولي و همگرا 
n (Lnn)




 2

2

  كنيم:شي بررسي ميوكتراكم ي را با استفاده از قضيه 1

n n
n

n
n n n n(Lnn) (Ln ) (nLn ) (Ln ) n


   

   
     2 2 2 2 2

2 2 2 1

1 1 2 1 22
2 2 2

  

اين سري به وضوح واگراست، زيرا سرعت رشد صـورت از مخـرج بيشـتر بـوده و    
n

n
lim

n
 2

 فقـط همگـراي مشـروط اسـت. حـالا سـري       S1اسـت. بنـابراين   2

n Ln(n )



 
1

1
Ln(nهاي بزرگnرا در نظر بگيريد. براي 1 ) Ln(n)1  اده كنيم:حدود سري استف» لغزاندن«ارزي، از خاصيت توانيم به جاي اين همالبته مي 

n nLn(n ) Lnn

 

 


 
1 2

1 1
  شي، واگرا بودن اين سري هم واضح است:وكتراكم ي حالا طبق قضيه 1

n n

n
n n nLnn Ln nLn( )

  

  
  

2 2 2

1 2 1 2
22

  

باز هم
n

n
lim

n
 

  هر دو همگراي مشروط هستند. S2و S1كهيعني شرط لازم براي همگرايي برقرار نيست. خلاصه آن 2
  

 اگر  :21مثال
n

S log( )
| sinn |




 1

1

و 11
n

n k
n

( )S
(n ( ) )








 
2

2

1
1

  گاه كدام گزينه صحيح است؟ ، آن
1(S1واگرا وS2 به ازايk 1.2 همگراي مشروط است(S1واگرا وS2 به ازايk 1.همگراي مشروط است  
3(S1همگراي مشروط وS2 به ازايk  .4 واگراست(S1همگراي مشروط وS2 به ازايk 1 .همگراي مطلق است  
 :دانيم كهمي»  1«گزينه  پاسخ

n
lim | sin n |


وجود ندارد. بنابراين 
n
lim log( )

| sin n |


شرط لازم براي همگرايـي را نـدارد و بـه     S1سوجود ندارد. پ 11

nپردازيم. وقتـي مي S2وضوح واگراست. اكنون به بررسي    خـواهيم داشـت   ،كنـد ميـل مـي:nn ( ) n n   1 1،   تـوانيم پـس مـيS2  صـورت  را بـه 
n

k
n

( )S
(n)





2
2

1  .يبراي همگرا بودن سري متناوب، لازم است دنبالهبررسي كنيمkn
kيعني ،نزولي و همگرا به صفر باشد 1    باشد. اما براي همگرايي مطلق

kاين سري لازم است سري مثبت
n n






2

kدهد كـه همگرا باشد و اين به شرطي رخ مي 1 1     بنـدي در مـورد  باشـد. بنـابراين در يـك جمـعS2    :خـواهيم داشـت

kاگر   ،باشدS2 واگراست. اگرk 1 ،باشدS2 همگراي مشروط است و اگرk1 باشد،S2 شود.همگراي مطلق مي  
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كارشناسي ارشد يكف رتبه مدرسان شري  )1رياضي عمومي (

 اگر  :(سخت) 31مثال
n

S
n( )

n






  
1

1

1
1 11 2 

و 
n

S sin(n )
logn




  2

2

  ينه صحيح است؟ كدام گز گاهآن 1

1(S1وS2 .2 هر دو همگراي مشروط هستند(S1واگرا وS2 .همگراي مطلق است  
3(S1وS2 4  هستند. هر دو واگرا(S1واگرا وS2 .همگراي مشروط است  

 :براي بررسي»  4«گزينه  پاسخS1 ارزيِاز همLnn
n

  
1 11 2   كه خواهيم داشت:كنيم استفاده مي  

n n nLnnn( )
n

 

   
 

2 2

1 1
1 11 2




  

)Lnكه صفر شدنن(براي آ nدر مخرج اشكال ايجاد نكند؛ جملات سري را براي 1(  ي اول دانيم كه كنار گذاشتن يك يا چند جملهميالبته ايم. در نظر گرفته 2

pهاي به فرمدانيم سريطور كه ميكند.) هماناشكالي ايجاد نميدر سري  q
n n (Lnn)






1

pاگر 1 1 باشد، با شرطq 1 .سريپس  همگرا هستند 
n nLnn






1

1 

ــراي بررســي  S1در نتيجــه ؛واگراســت ــراي هــر  S2هــم واگراســت. ب ــه ب ــد ك ــدا دقــت كني ــد ابت ــم nكمــان مانن n:داري
n nsin(n ) ( ) sin( )     1 

nsin(nبنابراين ) ( ) sin( )
log n log n

  
1 :داريم به سمت nجا كه با ميل كردن، از آن11

log n


1 ارزيتوانيم از هم، پس ميsin( )
log n log n

1 1 

استفاده كنيم و به اين ترتيب داريم:
n

n

( )S
log n






 2

2

زيـرا  ؛هـاي متنـاوب را دارد  اين يك سري متناوب است و به وضوح شرط همگرايي سري ،1
log n

ي دنبالـه  1

بايد ديد آيا سري S2كند. اما در مورد همگرايي مطلقنزولي است و به صفر ميل مي
n log n






2

زيـرا يـك    ؛همگراست يا خير؟ البته واگرايي اين سري واضح است 1

pسري به فرم q
n n (log n)






1

pاست كه در آن 1   وq 1 بـه ايـن    ،شـي اسـت  وك تـراكم  ياي بررسي اين سري، استفاده از قضـيه است. البته يك راه ديگر بر

  :داريم صورت كه
n n

n
n n nlog n log nlog( )

  

  
  

2 2 2

1 2 1 2
22

  

  .همگراي مشروط است S2و واگرا S1ديديم كه در نتيجه سري واگراست.مخالف صفر است؛ پس  ي عموميجمله حد پسسرعت رشد صورت بيشتر از مخرج است، 
  

 اگر  :(سخت) 14مثالn

n
S ( )

n




   1

1

1 11 2  وn

n
S ( )

Ln(n!)




 2

2

  گاه كدام گزينه صحيح است؟، آن11

1(S1وS2 .2 هر دو همگراي مطلق هستند(S1همگراي مطلق وS2 .همگراي مشروط است  
3(S1واگرا وS2 .4 همگراي مشروط است(S1واگرا وS2 .همگراي مطلق است  
 :براي»  3«گزينه  پاسخn  ارزيتوانيم از همميLn(n)

n
  

1 11 2   داريم استفاده كنيم. در اين صورت واضح است كه:  

n n
n n
lim ( ) lim (Ln(n))

n 
     

1 11 2   
  عمل كنيم: زير صورت توانيم بهبلد نباشيم، ميرا  يارزواگراست. حالا اگر اين هم S1پس

n n

n nk k k
lim ( ) lim

n k n k k



   
           

1 1 1

1 1 1 1 1 1 11 12 2   

سريِ
k k






1

است. بنابراين كه به سري همساز معروف است، به وضوح واگراست و مقدارش 1
n
lim ( )

n
    

1 11 2  و وقتي به توانn  باز هم  ،برسدهم

  شرط لازم براي همگرايي را ندارد و واگراست. S1واگراست. در نتيجه S1شود. در هر صورت ديديم كهمي آنحد 

S2  يدنباله سري متناوب است و جمله عمومي آن،يك به وضوح همگراست؛ زيراna
Lnn!


نزولي و همگرا به صفر است. اما براي تشخيص همگرايي مطلق يا  1

مشروط آن بايد وضعيت سري
n Ln(n!)






2

  گيريم:ارزي استرلينگ كمك ميرا بررسي كنيم. از هم 1

nn nn! ( ) Ln(n!) nLn( ) n(Ln(n) ) nLn(n)
e e

  1    

بنابراين:
n nLn(n!) nLnn

 

 
 

2 2

1 1 .است؛ يعني همگرايي يا واگرايي اين دو سري معادل است  

pهايي به فرم كليدانيم سرياز طرفي مي q
n n (Ln)






2

pاگر 1 1گاه با شرط، آنq 1 همگرا و با شرطq 1  واگراسـت. لـذا   واگرا هستند، پس اين سـريS2 

  توان گفت همگراي مشروط است.همگراي مطلق نيست و فقط مي
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در اين سري
n

n
( )a

n


 2
nو چون 1 n| a | | a | 1 (يعني دنباله نزولي است) وn

n
lim a


  همگراست» هاي متناوبسري«، بنابراين با توجه به مطالب.  
n

n n

( )
n n

 

 

 
  2 2

1 1

2 2 3 xسري1  2  

Pهايي با فرمدانيم سريمي» ـ سريP«مطابق مطالب 
n n






1

P، با شرط1 1واره همگرا هستند. در اين سؤال، همP    و در نتيجه سري همگراست.  2

  

 بازه همگرايي سري  :41مثال
n

n
n

( x )
n






1

4   ، برابر كدام گزينه است؟ 1

1 (( , )   2 (( , )  3 ([ , ]1 1  4 (( , )1 1  
 :آوريم:به دست ميابتدا شعاع همگرايي را »  1«گزينه   پاسخ  

n nn

n nn n n
nlim lim lim R | x | x x

R nn  
                     

1
1 1 1 4 1 4 11   

 

nهاي تواني، به فرم كليبازه همگرايي سري :2نكته 
n

n
a (x c)






1
xي متقارن با مركزيك بازه  c    است. در واقع در سؤالات توجه كنيد كه حتمـاً بايـدx c 

  !!شوندن باشد، هر سه گزينه غلط معلوم ميشوند! و اگر طراح مهرباها حذف ميدو گزينه از بين جواب» حداقل«وسط بازه باشد. در خيلي از سؤالات از همان نگاه اول 

 دامنه تابع  :51مثال
n

n
n

(x )f (x)
Ln(n )











1

2
2 1

  )90(رياضي ـ سراسري   كدام است؟ 

1(( , ]5  2([ , )4  3([ , ]4  4([ , ]2 2  
 :به راحتي مشخص است  »2«گزينه   پاسخx  متقـارن   2هـا نسـبت بـه    هاي آنهايي جواب هستند كه بازهباشد. بنابراين گزينه، مركز بازه همگرايي مي2

است. تفاوت اين دو گزينه در اين اسـت   ) صحيح3) يا (2هاي (دانيم يكي از گزينهجا ميكنيم و تا اين) خداحافظي مي4) و (1هاي (ن با گزينهالآ باشد، پس همين
x) اصرار دارد؛3كه گزينه (  ؛ شـرايط همگرايـي سـري    كـافي اسـت  ) به شدت با ايـن حـرف مخـالف اسـت! بنـابراين      2ي همگرايي قرار دارد و گزينه (در بازه 4

xدر    را بررسي كنيم: 4
n

n
n n

( )x f ( )
Ln(n )Ln(n )

 

 
   


 

1 1

2 14 4 12 1
  

nدانيممي .گيريمبراي بررسي همگرايي اين سري، از آزمون مقايسه كمك مي Ln(n )  1 ، بنابراين1
n Ln(n )


 
1 1

1 1.  

كه دانيمـ سري ميPاز طرفي با توجه به مطالب
n n



 
1

1
واگراست، پس سري  1

n Ln(n )



 
1

1
xينيز واگرا بوده و در نتيجـه نقطـه   1  جـزء دامنـه سـري     4

  كرد!!) بيخود اصرار مي3) بود و گزينه (2، معلوم شد؛ حق با جناب گزينه (باشدنمي
 

 بازه همگرايي سري  :61مثال
n

n

(x )
n






1

  )87(آزمون دكتراي دانشگاه صنعتي شريف ـ سال   كدام است؟ 3

1( ( , )1 3  2( ( , )2 4  3( [ , )2 4  4( [ , )1 3  

 :ينقطـه  كه با نگاهي ساده و گذرا معلوم است  »3«گزينه   پاسخx    كنـيم!  ) را مـرخص مـي  4) و (1هـاي ( ، مركـز بـازه همگرايـي اسـت. پـس گزينـه      3
xها نسبت بهي آن(چون بازه    ) بر سر چيست؟3) و (2هاي (متقارن نيست) خبُ حالا ببينيم؛ دعواي گزينه 3

x) دوست دارد، عدد3گزينه (  تر است، شما چي فكر كند، ولي به هر حال نظر من و شما مهم) مخالفت مي2ي همگرايي حساب شود، اما گزينه (يز جزو بازهن 2

  گويد:) درست مي3كنيم گزينه (كنيد!؟ فرض ميمي
n n

n n

( ) ( )
n n

 

 

 
  

1 1

2 3 xحاصل سري1  2  

naدر سري فوق
n


nو چون 1 n| a | | a | 1 وn

n
lim a


 كـرد و  مـي ) اشـتباه  2هاي متناوب، سري همگراست. پـس گزينـه (  ، بنابراين طبق مطالب سري

  گفت!) درست مي3گزينه (
 

هاسـت.  ها در نقاط روي مرز بازهي همگرايي، در هر چهار گزينه بازه همگرايي يكسان است و فقط تفاوت آنبازه در برخي سؤالات مربوط به بحث :3نكته 
  سري امتحان كنيد.وانيد مستقيم اعداد روي مرز را در تسؤالات، ديگر لازم نيست شعاع همگرايي را حساب كنيد و مي در اين گونه
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1ومي (رياضي عم

  ي همگرايي سريبازه  :71مثال
n n

n

( ) x
n






 3

1
  )85(رياضي ـ سراسري   كدام گزينه است؟ 

1 (( , )
1 1
3 3  2 ([ , )

1 1
3 3  3 (( , ]

1 1
3 3  4 ([ , ]

1 1
3 3  

 :ها، كافي است بدانيم سري در نقاطبا توجه به گزينه » 3«گزينه   پاسخx  
1
xو 3 

1
  چه وضعي دارد. 3

n n
n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

  

  

   
  

  
  

13 3 3 13
1 1 1  

xحاصل سري   
1
3   

)اين سري واگراست كه واضح است» ـ سريP«با توجه به مطالب  ~ )
n

n
 1

2

1 1
1

.  

n n
n n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

  

  

  
  

  
  

13 3 3 13
1 1 1  

xحاصل سري  
1
3  

يدنباله ؛متناوب استاين سري 
n 
1

1
و بوده نزولي 

n
lim

n



1

1
 3سري همگراست. پس گزينـه ( » هاي متناوبسري«، بنابراين بر طبق مطالب است (

  صحيح است.
  

nفرض كنيد شعاع همگرايي سري تواني :4نكته 
n

n
a (x x )






1
 برابرR صـورت شـعاع همگرايـي سـري     باشد، در اينkn P

n
n

a (x x )







1
   برابـر

k R ) خواهد بودkوP(اعداد طبيعي ثابت هستند.  

 شعاع همگرايي سري  :81مثالn
n

n (x )
2 21

4
  چقدر است؟ 

1 (4  2 (1
4  3 (2  4 (1

2  

 :ابتدا توجه كنيد كه:»  3«گزينه   پاسخ  
n

n nn nn n n

n nlim a lim lim R
R   
     

2 21 1 44 44
   

  باشد.مي 2يعني  4بنابراين طبق نكته فوق شعاع همگرايي سري موردنظر برابر
 

 به ازاي چه مقاديري از   :19مثالx سري
n n

n

( ) x
( n )!

  





1 2 1

1

1
2   همگراست؟ 1

1(x     2(x  1 1 3(x 1  4 (x 1 3  

  : ابتدا شعاع همگرايي اين سري » 1«گزينه پاسخ
n n

n

( ) x
( n )!








1

1

1
2   كنيم:آوريم و در نهايت جذر آن را حساب ميمي دستبهرا  1

n
n

nn n n n nn

a ( ) ( n )! ( n )! ( n )!lim | | lim | | lim lim lim
R a ( n )! ( n )! ( n )!( n )( n)( ) n n


    

   
      

    
1

1 2
1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 21 4 2
   

R x
R
       

1   
xآمده، جذر آن نيز همان دستبهبا توجه به شعاع همگرايي     شود.در نظر گرفته مي  

  

 لورنشعاع همگرايي سري مك  :(سخت) 02مثالx tg xS dx
x


 

1
  كدام است؟ 3

1(  2 (1  3 (3  4 (1
3  

 :لورنكنيم كه بسط مكابتدا يادآوري مي»  2«گزينه  پاسخtg x1 :به اين صورت است  
n

n

n

x x x xtg x x ( )
n





      


3 5 7 2 1

1 13 5 7 2 1
  

  لورن زير است:داراي بسط مك زير انتگرالبنابراين تابع 
n n n

n

n n

x tg x x x x x x ( ) xf (x) (x x ) ( ) ( )
n nx x x x

 
    



 

 
             

  
1 3 5 3 5 2 1 1 2 2 1

3 3 3 3
1 1

1 1 1 1 13 5 3 5 2 1 2 1  

  نتگرال داريم:ي ابنابراين با محاسبه
n n n n

n n

n n n

( ) ( ) x ( )S(x) ( x )dx ( ) x
n n n n

     
 

  

  
  

   
  

1 1 2 1 12 2 2 1
2

1 1 1

1 1 1
2 1 2 1 2 1 4 1
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دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

nxبراي يافتن شعاع همگرايي با توجه به آن كه 2 n  از نكته گفته شده داريم:را در سري داريم،  1
n nn

n

R lim n
lim | a | 


    21 4 1 1 1  

nي، همواره رابطهp(n)ايِيادآوري كنيم كه براي هر چند جمله
n
lim p(n)


1.برقرار است  
گاه بزرگتـرين عـدد را   ي شعاع همگرايي، مقدار حدود (حدود آزمون نسبت و يا آزمون ريشه) برابر با چند مقدار مختلف شوند، آناگر در محاسبه :5نكته   

مساوي با
R
  آوريم.مي دستبهكنيم. در واقع با اين كار، كوچكترين شعاع همگرايي را دهيم و شعاع همگرايي را حساب مي، قرار مي1

 شعاع همگرايي سري  :12مثالn n n

n
[ ( ) ] x




  3 1


  كدام است؟ 

1 (1
4  2 (4  3 (2  4 (1

2  

 :با توجه به اين كه تواني از  »1«گزينه   پاسخn ،كنيم:بنابراين از آزمون ريشه استفاده مي داريم  

n n nnn n
n n n

; n
Rlim | a | lim | [ ( ) ] | lim ( ( ) )

R R ; n
R

  

          
 


1 41 13 1 3 1 1 2

k{IMZ»p o¬H

k{IMjo  o¬H
    

، كوچكترين مقدار باشد، بايد حالت اول را در نظر بگيريم، پسRبراي اين كه
R


1 Rو به عبارت ديگر 4 
1
  است. 4

 

 شعاع همگرايي سري  :22مثال
n

n

n

n( cos )
( )x

Lnn









2

1 2   كدام است؟ 4

1 (6  2 (1
6  3 (3  4 (1

3  

 :در اين سؤال»  4«گزينه   پاسخ
n

n

n( cos )
a

Lnn





1 2   ، بنابراين داريم:4

n
n nn nn nn n n n n

n[ cos( )] n nlim a lim lim lim [ cos( )] lim [ cos ]
R Lnn Lnn    


  

       
1 21 14 1 2 1 1 24 4  

n
R lim

ncos( )
 




1
1 2 4

  

        گونـه سـؤالات كمتـرين مقـدار شـعاع همگرايـي را بايـد انتخـاب كـرد. بنـابراين لازم اسـت           شود، اما گفتـيم در ايـن  حد پديد آمده، به مقدار مشخصي همگرا نمي
ncos 
ncosبيشترين مقدار خود را داشته باشد، يعني 4 

14پس شعاع همگرايي سري فوق برابر با ،R 
1
  است. 3

  

 بازه همگرايي سري  :23مثالn( ) n n

n
S ( ) x

n





 

21
1

  كدام است؟ 11

1 ([ e , e)  2 (( e ,e]  1 1  3 ([ e ,e)  1 1  4 (( e ,e)  1 1  

 : كنيم:ابتدا شعاع همگرايي سري را حساب مي  »4«گزينه  پاسخ  n( ) nn n
n n
lim | a | lim ( ) e

R n
 

 
   1 11 11  

e  :داريم پس ،دست آمده را در نظر بگيريمبايد بزرگترين جواب به ،آيددست مياُم چند جواب بهnيدانيد كه وقتي براي ريشهمي R
R e
  

1 1   

)صورتبنابراين بازه همگرايي به , )
e e


1     ند:خواهد بود كه نقاط روي مرز بايد جداگانه بررسي شو 1

nn ( ) n
n

n n
x S ( ) ( ) a

e n e

 


 
     

2 1

1 1

1 1 11  

واگرا
n

n n( )
n n( )

n n nn n n

; nelim a lim (( ) ) ( ) lim
n ; ne e




  


    



11 11 11


Z»p
jo 

  

n( ) n n
n

n n
x S ( ) ( ) a

e n e

 


 
       

21

1 1

1 1 11  



  

726 

دنباله و سريفصل ششم:   كارشناسي ارشد يكشريف رتبه مدرسان 

  لورن توابع معروف به شرح زير است:بسط مك
  

(x )     ،
n

n

n

x x x ( )sinx x x
! ! ! ( n )!







     


3 5 7

2 11
3 5 7 2 1

)1  

(x )     ،
n

n

n

x x x ( )cosx x
! ! ! ( n)!






      

2 4 6
211 2 4 6 2

)2  

(x )      ،
n

x

n

x x xe x
! ! n!




      

2 3
1 2 3 

)3  

( x )  1 1      ،
n

n

n

x x x ( )Ln( x) x x
n






       

2 3 4 1

1

11 2 3 4 )4  

| x |1،k n

n

kx k(k ) k(k ) (k n )( x) x x
! ! n!





   
      2

1

1 1 11 1 11 2
)5  

  

  

  

  
  

(| x | )1      ،n

n
x x x x

x




     

 2 31 11 
)6  

(| x | )1      ،n n

n
x x x ( ) x

x




      

 2 31 1 11 
)7  

(x )      ،
n

n

x x x xsinh x
! ! ! ( n )!




    


3 5 2 1

1 3 5 2 1
)8  

(x )      ،
n

n

x x xcosh x
! ! ( n)!




     

2 4 2
1 2 4 2

)9  

 
n

n
n

x x ( n ) xArcsinx x x ( ) ,| x |
nn!





    
      

    


3 5 2 1

1

1 3 1 3 2 1 12 3 2 3 4 5 2 12
)10  

(| x | ) 2      ،x xtgx x   
3 52

3 15 )11  

( x )  1 1      ،
n

n

n

x x x ( )Arctgx x x
n







     


3 5 7

2 11
3 5 7 2 1

)21  

( x )  1 1      ،
n

n

x xArctghx x
n




   


3 2 1

3 2 1
)31  

n
n

n
n

x ( n ) xArcsinh x x ( ) x ( ) ( )،| x |
nn!





   
      




3 2 1

1

1 1 3 2 11 12 3 2 12
)41  

kها معتبـر اسـت، امـا بـه ازاي هـر     xي باشد، به ازاي تمامعددي طبيع kسري فوق در صورتي كه
|حقيقي و غير طبيعي، براي x |1   معتبر است و البته در مورد نقاط روي مرز با توجه بـه مقـاديرk

  :نتايج زير را داريم
kدر اين سري اگر   ،سري در نقاط گاهآنx  1 هم معتبر است. اگرk  1 ،سري گاهآن

xدر نقاط  1  اگر .نيستمعتبرk  1  ،يسري در نقطه گاهآنx 1 معتبر است، امـا
xدر  1  نيستمعتبر . 

  نامه!توصيه
هـاي داده شـده، خصوصـاً     بيشتر دانشجويان در حفظ كردن سري

ها) دچـار مشـكل هسـتند. بـراي همـين در ايـن       ي آن(فرم بسته
  :ما عزيزان ارائه دهمهايي را به شام توصيهقسمت سعي كرده

 ءدر ابتدا توصيه بنده اين است كـه حتمـاً ايـن صـفحه را جـز     
زنيد و با تكـرار  صفحاتي در نظر بگيريد كه مرتب به آن سر مي

 ايـن صـفحه را   ها به خاطر سپرده شوند. مثلاًكنيد فرمولسعي
. البتـه كپـي ايـن صـفحه!     داشته باشيد خود اكثر اوقات همراه

  را از وسط كتاب پاره كنيد!!)  مبادا اين برگه
ها كه بگذريم، شما بايد قواعدي را براي خود درست كنيـد.  اما از اين
sinدانيممثلاً مي x      تابعي فرد است، پـس بايـد جمـلات آن فـرد

nxباشند، پس 2 sin، مخصـوص بسـط  1 x    همـين  اسـت و بـه
cos، مخصوص بسطnx2ترتيب x  است. از طرفي چون سينوس

)nدهند، عبارت و كسينوس تغيير علامت مي )1   در هر دو بسـط
بايـد   بـود،  xي ديگر آن كه؛ هر چي در توانحضور فعال دارد! نكته

با اضافه شدن علامت فاكتوريل به آن، در مخرج كسر ظاهر شود. امـا  
ــي  ــتلط م ــداد مخ ــيم از اع ixeدان cos x isin x ،  ــي يعن

cosهـم جمـلات   xeبسط x    را در خـود دارد و هـم جمـلات 
sin x گر لازم نيست جملات زوج و فرد را از هم جـدا  را، لذا دي

باشد، و همان توان بـا   x ،nكنيم! يعني بايد در اين بسط، توان
همـواره   xeو چون (!n)بگيردعلامت فاكتوريل در مخرج قرار 

بت است، پس علامت بين جملات همواره مثبت است و ديگـر  مث
)nخبــري از )1   نيســت! در واقــع ايــن بســط جمــع جمــلات

هـا  سينوس و كسـينوس بـا مثبـت كـردن علامـت تمـام جملـه       
باشد، (فرم باز دو بسط سينوس و كسـينوس را بـا هـم جمـع     مي

  تر است) كنيد، موضوع برايتان قابل درك
sinه همين شكل با دانستن بسطب x وcos x تـوانيم بـه   مي

sinhهايراحتي فرمول بسط x وcosh x    را در ذهـن خـود
به راحتي ذخيره كنـيم. چـون ايـن دو عبـارت همـواره مثبـت       

سـت  ا لات مثبت باشند، پس كـافي هستند، پس بايد تمام جم
sinدر دو بسط x وcos x عبارتn( )1   را از بين ببريم تـا

sinhبه بسط دو عبارت x وcosh x  .برسيم  
)Lnهاي مهم، بسـط يكي ديگر از بسط x)1    اسـت. در ايـن

 xبسط، جملات يكي در ميان، مثبت و منفـي هسـتند. تـوان   
است و تفاوت اساسـي ايـن اسـت كـه      nxصورتبه xeمانند

فاكتوريـل در   !nديگر در اين بسط در مخرج كسـر خبـري از  
حضور دارد و به همين دليل ديگر حـد   nمخرج نيست و فقط
شـود.  شـروع مـي   1از  nتواند صـفر باشـد و  پايين سيگما نمي

شـود!) و تفـاوت   صـورت، مخـرج صـفر مـي    (چون در غير ايـن 
)nاين است كه xeديگرش با )  در سـري حضـور دارد و    11

)Lnاين طبيعي است، چـون  x)1 بـرخلاف ،xe  توانـد  مـي
  مثبت يا منفي باشد. 

باشد كه بايد ) مي5بسط برنولي (بسط شماره  ،بسط مهم ديگر
 1ي اول كـه  بسط بـه غيـر از جملـه   آن را حفظ كنيد. در اين 

kوجـود دارنـد و شـروع از    xهاي طبيعـي از است، توان 1 
بـا علامـت    xباشد و در هر مرحله، عـدد موجـود در تـوان   مي

، k، برابـر بـا  x1ضـريب  .شـود فاكتوريل در مخرج ظـاهر مـي  
k(kبرابر با  x2ضريب )1       و به همـين ترتيـب هـر بـار بـا

شاهد اين هستيم كه يـك واحـد    ،xافزايش يك واحدي در توان
  . شودي قبلي ضرب ميشود و در ضريب جملهيكم م kاز

هـا  باشـد كـه در تسـت   مي 7و  6 صورتبهفرم خاص اين سري، 
  كاربرد فراوان دارد.

هاي ، بيشتر سؤالات مربوط به بسط91؛ تا سال كهاينسخن آخر 
ــوده ــوق ب ــا در ســال ف ــد، ام ــه نظــر مــي ان ــر ب ــاي اخي رســد؛ ه

Arcsinهايبسط x وArctgx   نيز مورد توجه طراحان قـرار
اند. بنابراين اين دو بسط را حتماً حفظ باشيد! (بـراي خـود   گرفته

قاعده درست كنيد و يا بارها و دسـت كـم قبـل از امتحـان، ايـن      
  ها را مطالعه كنيد!)بسط



  

727 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 تابع لورنمك ضريب چهارمين جمله بسط  :10مثالf (x) Ln( x) 1   ؟كدام است 2
1 (

1
4   2 (1

4  3 (4-  4 (4  

  : يك سؤال بسيار ساده كه بايد در بسط»  3«گزينه پاسخLn( x)1به جاي تمام ،x،هاx2 :قرار دهيم  

   
42 xضريب جمله چهارم  44 x x ( x) ( x) ( x)Ln( x) x Ln( x) ( x)             

2 3 4 2 3 42 2 21 1 2 22 3 4 2 3 4   
 

 تابعلورن مكدر بسط   :11مثالLn( x)f (x)
x



|براي 1 x |   ام است؟كد x3، ضريبxبرحسب قواي 1

1 (
1
3   2 (

1
4  3 (1

3  4 (1
4  

  : لورن تابعبا توجه به بسط مك»  2«گزينه پاسخLn( x)1 :داريم  
1
ضريب 4

x x xxLn( x) x x x x
x x

  
      

2 3 4
2 3

31 2 3 4 1 2 3 4   
 

 لورن تابعبسط مك  :12مثالxf (x) xe كدام است؟  

1(
nx x xx x

! ! n!
    

3 4
2

2 3    2(
nx x xx

! ! n!


    

2 3 1

2 3    

3(
nx x xx

! ! n!
    

2 3

2 3    4(
nx x xx x

! ! n!


     

3 4 1
2

2 3    

  : لورن تابعبا توجه به بسط مك»  4«گزينه پاسخxe :داريم  

          
n n

x xx x x x x xe x x.e x x
! ! n! ! ! n!


              

2 3 3 4 1
21 2 3 2 3     

 

 يك جواب تقريبي براي  :13مثالx ازمعادله
xe
x



1 2785

  كدام است؟ 2784

1 (1
1391  2 (1

1392  3 (1
1393  4 (1

1394  

 :نزديك به يك است، يعني به طور تقريبي داريم: عددي سمت راست تساوي فوق  »2«گزينه   پاسخxe ~ x1ارزي دردانيم اين هم، و ميx هاي نزديك

  را بنويسيم: xeلورنتوانيم بسط مكشود، پس ميبه صفر حاصل مي
x

x x( x ) xe x! !~ ~
x x x

     
 

2 2
1 11 2 2 1 2

 
  

x  بنابراين داريم: 
1

1392
x x

     
1 11 12 2784 2 2784  

  

 اگر  :14مثالtgx
x


12 1
12

 

  تواند باشد؟حسب راديان، كدام عدد ميبر xگاهآن، 

1 (1
2 1  2 (1

2   3 (1
21  4 (1

2  

 :12ددبا توجه به اين كه ع  »4«گزينه   پاسخ 1
12

 

tgxيك است، بنابرايننزديك به عدد تقريباً  
x

نزديك به صـفر اسـت.    xيك است و اين يعني اًهم حدود 

  را بنويسيم: tgxلورنتوانيم بسط مكلذا مي
xxtgx x

x x

 
   

3
23 1 3


  

x  شود:حساب مي مقابل صورتبه xبنابراين مقدار تقريبي 
1

2
x x x x         

2 2 2
212 1 12 1 1 11 13 12 3 12 3 12 4

 
       

    

  

 ضريب  :15مثالx3 لورندر بسط مكx tf (x) e dt 
2


  است؟كدام  

1 (1
3  2 (1

3  3 (1  4 (1
6  
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  : لورن تابعبا توجه به بسط مك  »2«گزينه پاسخte
  داريم: 2

  
x x

t xt t t x x... ... ...f (x) e dt ( t )dt (t ) x             
2 4 3 5 3 5

21 2 3 1 3 1   
  

1برابر x3بنابراين ضريب
  باشد.مي 3

  

 لورن تابعاگر بخواهيم بسط مك  :16مثالxf (x)
x


4 9

  لورن اين تابع كدام است؟را بنويسيم، شرط همگرايي سري مك 
1 (| x | 3  2 (| x | 3  3( | x | 9  4 (| x | 4 3  
 :صورتبهكنيم تابع را ابتدا سعي مي  »2«گزينه   پاسخ

u
1

  در آوريم تا بتوانيم از فرمول اين بسط استفاده كنيم: 1
x x xf (x) ( )
x x x( )

  


 
4 4 4

1
99 9 1 19 9

  

|دانيم با شرطمي x |1بسط ،n n

n
( ) x

x




 

 1 11 
x4برقرار است، حالا اگر در طرفين اين بسط 

n  داريم: ،قرار دهيم 9 n

n

x( ) ( )
x




 




4
4

1 1 91 9


  

x،x4طبيعي است؛ وقتي به جاي

|م ازدهيم، شرط همگرايي هقرار مي 9 x |1 بهx| |
4

x  كند. پس داريم:تغيير مي 19 x | x |    4 29 3 3  

    است. 3توان گفت؛ شعاع همگرايي سريدر واقع مي
  

 لورندر بسط مك  :17مثالf (x) sin x 1ضريب ،x3 برابر كدام گزينه است؟  

1 (1
48   2 (

1
48  3 (7

48  4 (
7

48  

 :لورندانيم بسط مكمي»  2«گزينه   پاسخ( u)
1
    است: مقابل صورتبه 21

( ) ( )( )
( u) u u u u u u

! !

  
          



1
2 3 2 32

1 1 1 1 11 1 21 1 1 32 2 2 2 21 1 12 2 3 2 8 6 8   

uدهيم. در اين صورت با جايگزينيبسط مي u3مدنظر است تا x3چون ضريب sin x شود:نتيجه مي  

sin x sin x sin x sin x
     2 31 1 11 1 2 8 16   

ــريب ــال ض ــوق   x3ح ــلات ف ــك از جم ــهرا در هري ــتب ــي دس ــهم ــم. در جمل sinآوري x1
ــريب 2 ــر x3ض 1براب

ــي 12 ــرام ــد، زي xsinباش x x  
3

6  .  

sinجمله x 21
sinاست. در جمله x3هتابعي زوج است، پس فاقد جمل 8 x31

sinچـون  16 x ~ x3 1برابـر  x3، پـس ضـريب  3
 اسـت. بنـابراين در مجمـوع    16

1  برابر است با: x3ضريب
48  

1 1
16   x3ضريب  12

  

 لورن تابعدر بسط مك  :18مثالx xe 2   برابر كدام گزينه است؟ x2، ضريب2
1 (4  2 (1

3  3 (3  4 (4
3  

 :لورنبسط مك كهاينبا توجه به »  3«گزينه   پاسخxe است: مقابل صورتبه  x x xe x
! !

    
2 3

1 2 3    

xeلورنابتدا بسط مك
  كنيم.را جايگزين مي x2و بار ديگر x2بار ها يكxبه جاي  xeر در بسط آوريم، بدين منظومي دستبهرا  xe2و 2

x xe x
!

   
2 4

21 2   x xe x
!

   
2

2 41 2 2   

xلورن موردنظر يعنيآوردن بسط مك دستبهحال براي  xe 2   كنيم.فوق را در هم ضرب ميهاي ، بسط2

   x x x x xe e .e ( x )( x x )
!

        
2 2 42 2 2 21 1 2 22    

  

  .آيدمي دستبه 3برابر  x2گيريم. در اين صورت ضريبكنند را در نظر ميايجاد مي x2جملاتي از پرانتز اول كه در پرانتز دوم ضرب و x2آوردن ضريب دستبهبراي 
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 لورن تابعدر بسط مك  :19مثال
x3

1
8

  برابر كدام گزينه است؟ x2، ضريب

1 (1
576  2 (1

576  3 (1
288  4 (

1
288  

 :لورنبسط مك دانيممي»  1«گزينه   پاسخk( x)1 مقابل است: صورتبه  k k(k )( x) kx x 
    211 1 2  

لورنبنابراين بسط مك
x3

1
8

  زير است: صورتبه 

( )( )x x x x x( ) [ ( )( ) ( ) ]
x x( )


 


           




1 2
23

3 1
3

1 4
1 1 1 1 1 1 13 31 12 2 8 2 3 8 2 8 2 48 5768

1 8

   

 

 لورن تابعدر بسط مك  :20مثالtg xf (x) e


 
1   برابر كدام گزينه است؟ x3، ضريب1

1 (
1
6  2 (1

6  3 (1
3  4 (

1
3  

 لورنبسط مك»  1«گزينه   اسخ:پxtg x x   
3

1
3  باشد، بنابراين:مي  tg x

x x(x ) (x )xf (x) e (x )
! !

  
      

1

3 32 33 3 31 3 2 3   

1در جمله اول بالا برابر x3ضريب
1برابر x3وجود ندارد و در جمله سوم ضريب x3، در جمله دوم3

برابر  x3باشد. پس در مجموع ضريبمي 6 
 

1 1 1
3 6   .باشدمي 6

 

 لورن تابعدر بسط مك  :21مثالx
x





3
2

1
1

  ؟نيست ت، كدام جمله درس

  برابر است. x4با ضريب x3) ضريب2 برابر است. x6با ضريب x2) ضريب1
  برابر است. x4با ضريب x8ريب) ض4 برابر است. x7با ضريب x5) ضريب3
 :لورنبسط مك»  3«گزينه   پاسخ

x
1

x  مقابل است: صورتبه 1 x x
x
    


2 31 11    

x  دهيم:قرار مي x،x2در بسط فوق به جاي x x x
x

     


2 4 6 8
2

1 1
1

  

xبنابراين بسط
x





3

2
1
1

x  برابر است با:  ( x )( x x x x )
x


      



3 3 2 4 6 8
2

1 1 1
1

  

)برابر x5آمده در بالا، ضريب دستبهبا توجه به عبارت  )1 و ضريبx7 ) باشد.) مي1برابر  
 

 ضريب  :22مثالx1 لورندر بسط مكf (x) cosh x cosx  كدام است؟  
1 (

!
1

1  2 (
!

2
1  3 (

!
1
9  4 (

!
2
9  

 :لورنبسط مك»  2«گزينه   پاسخcos x وcosh x زير است: صورتبه  
n

n

x x x xcosh x
! ! ! ( n)!




      

2 4 6 2
1 2 4 6 2

        و
n n

n

x x x ( ) xcos x
! ! ! ( n)!






      

2 4 6 211 2 4 6 2
  

coshلورندر بسط مك x1بنابراين ضريب x cos x برابر
!

2
1 .است  

 

 بسط تيلور تابع :23مثالxf (x) xe
e

 
xحول نقطه 1 1  كدام است؟  

1(
n

n

(x )
(n )!








1

1
1  2(

n

n
n

(x )
n!e






1

1  3(
n

n

(x ) (n )
n!e








1

1 1  4(
n

n

(x ) (n )
n!e








1

1 1  

 :دهيم:لورن استفاده كنيم، تغيير متغير ميبراي اين كه بتوانيم از بسط مك»  3«گزينه  پاسخ                          x t x t    1 1  
x t t ttf (x) xe (t )e e ((t )e )

e e e e e
 

         11 1 1 1 11 1 1  
n n n n n n

t t

n n n n n n

t t t t t t(te e ) ( ) ( ) ( )
e e n! n! e n! n! e n! (n )!

        

     
         

     
1 1 1 1

1

1 1 1 11 1 1    
  

n

n

(x ) (n )
e n!








1

1 1 1
n n n

n n n

t t (n ) t t x( ( )) (n )
e n! n e (n )! n e n!

  

  

      
   

1

1 1

1 1 1 1 1 11 11 1
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 نمايش تابع  :24مثالf (x) Ln( )
x x


  2

1
2 2

x)هاي مثبت، بر حسب توان )   سري، كدام است؟ صورتبه 1

1 (
n n

n

( ) x
n

 




1 2 1

1

1  2 (
n n

n

( ) (x )
n





 
2 1

1

1 1  3 (
n n

n

( ) (x )
n





 
2

1

1 1  4 (
n n

n

( ) (x )
n





 
1 2

1

1 1  

 :بايد مخرج كسر را بازنويسي كنيم و در نهايت از بسط»  3«گزينه   پاسخ
n n

n

( ) uLn( u)
n






  

1

1

  استفاده كنيم. 11

  
n n

n

( ) (x )f (x) Ln Ln Ln((x ) )
nx x (x )





 
      

   


2
2

2 2
1

1 1 1 11 1
2 2 1 1

  
  

 لورن تابعدر بسط مك  :25مثالLn( x x )    كدام است؟ x5ضريب 21

1 (1
1  2 (

1
1  3 (

1
5  4 (

1
1  

 :لورنيك روش اين است كه از بسط مك»  3«گزينه  پاسخLn( u)1 استفاده كنيم كه براي اين مثالu x x   u)است 2 )    اما اين روش شـايد
)كمي حجم محاسبات را بيشتر كند. روش ديگر استفاده از يك روش ابتكاري است؛ يعني ضرب x)1 در صورت و مخرج عبارت جلويLn   و بعد از آن اسـتفاده

BLnاز فرمول LnB LnA
A
  .است  

( x)( x x ) x (x ) x x x xLn( x x ) Ln[ ] Ln( ) Ln( x ) Ln( x) (x ) (x )
x x !

   
               

 

2 3 3 2 2 3 4 5
2 3 31 1 11 1 11 1 2 2 3 4 5    

 
1
xضريب5 5  

 
 يتابع با ضابطه لورنمكدر سري   :26مثالf (x) sin x cos x 6   كدام است؟ x2، ضريب6

1(6 2(3 3(3- 4 (6-  
 :يتر كردن ضابطهابتدا براي ساده»  3«گزينه  پاسخf (x)  از اتحاد مثلثاتيsin x cos x 2 2   كنيم:استفاده مي 1

f (x) (sin x cos x) sin x cos x sin x cos x sin x cos x (sin x cos x)      
32 2 4 2 2 4 2 2 2 2

1 1
3 3 1 3   

sin x sin x cos xf (x) sin x cos x f (x) sin x     2 22 2 231 3 1 24  

sinشكناكنون از فرمول توان ( cos )   2 1 1 f  كنيم:استفاده مي 22 (x) ( cos x) cos x     
3 1 5 31 1 4 44 2 8 8  

cosلورنبسط مك x4 نويسيم و ضريبرا ميx2 در بسط تابعf شود:مشخص مي( )
  

3 16 38 )ضريب2 x) ( x)f (x) ( ) x
! !

     
2 4 25 3 4 418 8 2 4   

 

 ضريب  :27مثالx2 لورن تابعدر بسط مكxf (x) ( x) 1كدام است؟ ،  
1(1 2(2 3(1- 4 (2-  

 :دانيم ضريبلورن توابع، ميد بسط مكبا توجه به توضيحات در مور  »1«گزينه   پاسخx2 لورن تابعدر بسط مكf (x) برابر باf ( )
!


2
شود، بنابراين لازم اسـت مي 

f (x):را حساب كنيم  Lnx f (x)f (x) ( x) Lnf (x) xLn( x) Ln( x) x
f (x) x


          

11 1 1 1 1

´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠpH ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠpH  

xf (x) f (x)[Ln( x) ]
x

   


1 1  
  گيريم:حالا دوباره از طرفين مشتق مي

x ( x) x xf (x) f (x)[Ln( x) ] [ ]f (x) f (x) f (x)[Ln( x) ] [ ]f (x)
x x x x( x) ( x)

              
    2 2

1 1 1 11 11 1 1 11 1
  

fما دنبال ( )  :بوديم، پس به راحتي داريم  f ( ) f ( )(Ln ) ( )f ( ) f ( )     1 1 1 2      

fاز متن سؤال به راحتي ( ) 1 آيد، لذامي دستبهf ( )  2 و بنابراين ضريبx2 برابر با f ( )
!

1
 

2
2 2
 باشد.مي  

bيتر به اين شكل است كه با توجه به رابطهحل سادهروش ديگر:  bLnaa e ،f (x) :را به شكل زير بنويسيم  
x x xx(x ) x x x xx xLn( x) x x( x) e e e e .e ( x )( ( x ) )

!

                   

2 3 4 2 3 4 32
1 1 1 4

1 2 32 3 4 2 3 2 11 1 12 2


     

  است. 1برابر با  x2بينيد ضريبطور كه ميهمان
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 لورندر بسط مك  :28مثالf (x) Ln(cosx)ضريب ،x6 برابر كدام گزينه است؟  

1 (
1

45  2 (1
45  3 (

1
12  4 (1

12  

 :چون»  1«گزينه   پاسخf (x) tgx   لورناست، پس بسط مكtgxگيريم:را نوشته و از آن انتگرال مي  
x x x x xtgx x Ln(cos x)  

        
3 5 2 4 62

3 15 2 12 45
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

1برابر x6يعني ضريب
fتوانيـد حل فوق به ذهنتان نرسيد، مياست. البته اگر راه 45 (x) صـورت بـه راxLn[( )]

2
1 )Lnبنويسـيد، بـه راحتـي از بسـط     2 u)1 

  يازمند دقت بيشتر است.تر نحل سختكه البته راه استفاده كنيد.
  

 اگر مشتق  :(سخت) 29مثالnام تابعxf (x) (x x )e   2 16 xيدر نقطه 2    ت؟كدام اس nباشد، مقدار 1393برابر با 1
1 (36  2 (35  3 (4  4 (42  
 :سؤال جالب و البته سختي است! اما تا وقتي بسط  »3«گزينه   پاسخxe 1 يحول نقطهx 1  !را بلديم، بايد به حل اين سؤال اميدوار باشيم  

xنيم از تغيير متغيرتوابراي راحتي در محاسبات مي t 1 استفاده كنيم، در اين صورت بايد مشتقnام تابعf (t) يدر نقطهt   :را حساب كنيم  
n n n

t t t t t tf (t) [(t ) (t ) ]e (t t )e (t t )( t )
! (n )! (n )! n!

 
                 

 

2 2 1
2 2 21 6 1 2 4 7 4 7 1 2 2 1   

fام تابعnخبُ براي رسيدن به مشتق (t) يدر نقطهt  ضريب(  ي مقابل كمك بگيريم:، بايد از رابطه(n) nf ( ) n! (t 
(n)f ( )
n!

 
ضريبnt    

در t2شود، يكي ضربدر سه حالت ايجاد مي ntياين سؤال اينجاست! جمله اما قسمت مهم حل
nt

(n )!





2

در t4، ديگري ضرب2
nt

(n )!





1

و در نهايـت ضـرب    1

در -7
nt

n!
(  ، بنابراين داريم: ضريبn

n, f ( ) n! (t
(n )! (n )! n!

    
 
1 4 7

2 1  ضريبnt  

(n)  پس داريم: n! n! (n )!(n )n (n )!nf ( ) n![ ]
(n )! (n )! n! (n )! (n )! (n )! (n )!

  
        

     
1 4 7 4 2 1 4 17 72 1 2 1 2 1  

(n) (n)f ( ) (n )n n f ( ) n n        21 4 7 5 7   
n  ا داريم:باشد، لذمي 1393ام تابع برابر با nاما سؤال گفته؛ مشتق  4n n n n (n )(n )           2 25 7 1393 5 14 4 35      

  

 لورن تابعدر بسط مك  :(سخت) 30مثالf (x) secxضريب ،x4 برابر كدام گزينه است؟  

1 (
5
24  2 (5

24  3 (5
12  4 (

5
12  

 :چون»  2«گزينه   پاسخsec x
cos x


cosلورنو بسط مك 1 x به صورتx xcos x    

2 4
1 2 24  باشد. پس براي به دست آوردن بسطميsec x ،

  كنيم:به صورت مقابل عمل مي
بايد صورت را بر مخرج (مطابق قواعد تقسيم كـه احتمـالاً از دبيرسـتان بلـد هسـتيد،       ،در اين روش ،در واقع

و بعـد در ايـن    برسـيم  x4يقسـمت بـه جملـه   كه در خـارج دهيم تقسيم را تا جايي ادامه مي !)تقسيم كنيد
كنيـد در ايـن   كنيم. ملاحظه مـي را به عنوان جواب معرفي مي x4ضريب» خارج قسمت«ت در عبارت وضعي

5برابر با x4سؤال ضريب
شود كه نيايد، معلوم ميوجود به x4يقسمت جملهاگر در خارج آيد.دست ميهب 24

fوقـت بـراي تـابع   (البته اين موضوع هيچ ن صفر است.آضريب  (x)
sec x


اتفـاق   ،كـه تـابعي زوج اسـت    1

  افتد!)نمي

x x

x x x x

x x

x x x

x x

 

  
 




 



2 4

2 4 2 4

2 4

2 4 6

4 6

1 1 2 24
51 12 24 2 24

2 24

2 4 48
5
24 48
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 لورن تابعدر بسط مك :(سخت) 31مثالxf (x) tg
x




1
2

2
1

|)كدام است؟ x3، ضريب x | ) 1  

1 (2
3  2 (2

5  3 (
2
3  4 (

2
5  

  : لورنرو هستيم. ما بسط مكهبا يك سؤال نسبتاً جديد و البته جالب روب  »3«گزينه پاسخtg x1  را بلديم، بياييد با هم تلاش كنيم سري صورت را به فرم
tgسري x1 دانم چرا هر وقتدر بياوريم! نميtg1 افتم!هاي زير مياختيار به ياد فرمولبينم، بيمي  

a btg ( ) tg a tg b , (ab )
ab

  
  1 1 1 11  

aداده شده بياوريم!؟ اگر فرض كنيم تابعتوانيم بر سر خبُ با اين فرمول چه بلايي مي x وb x ،داريم: گاهآن  
x x xtg ( ) tg ( ) tg x tg x tg x

(x)(x)x
    

   


1 1 1 1 1
2

2 211
  

x  مقابل است: صورتبهبنابراين بسط سري فوق  x x   3 5 72 2
5 7 

2
3

xtg ( ) tg x x
x

  


1 1
2

2 2 2
1

  
  

  .لورن آن جملات فرد وجود نداردلورن آن جملات زوج وجود ندارد و هرگاه تابعي زوج باشد، در بسط مكهر گاه تابعي فرد باشد، در بسط مك :1نكته 

 ضريب  :32مثالx4 لورندر بسط مكx tgx4 كدام است؟      
1 (  2 (1

4  3 (
!

1
4  4 (3

4  

 :تابع»  1«گزينه   پاسخx tgx4 فرد است و بنابراين در بسط آن جملات زوج وجود ندارد پس ضريبx4 .صفر است  

  
ــا مينــيمم فاصــلهxاي ماننــد، حــول نقطــهfشــعاع همگرايــي بســط تيلــور تــابع كســري :2نكتــه هــاي مخــرج تــا ريشــه xيي نقطــه، برابــر ب

 باشد.هاي مختلط) تابع ميهاي حقيقي و چه ريشه(چه ريشه

 لورن تابعشعاع همگرايي سري مك  :33مثالf (x)
(x )( x )


 2 2

1
2 1

  كدام است؟ 

1 (2  2 (1
2  3 (1  4 (1

2
  

 :لورن تابعكه در صورت سؤال عنوان شده بسط مكبا توجه به اين  »3«گزينه   پاسخfبنابراين بايد ،x    عاع آوردن ش دستبهدر نظر گرفته شود. براي
x  كنيم:هاي مخرج را حساب ميهمگرايي اين تابع ابتدا ريشه x , x x i         2 22 2 1   

xكمترين فاصله نقاط i ياز نقطهx   ي نقاطو كمترين فاصله 1برابر باx   xياز نقطه 2   است، بنابراين شعاع همگرايي برابر با يك است2برابر.  

مشتق و انتگرال گرفتن از سري هاي تواني   
  

nفرض كنيد سري تواني
n

n
a (x x )






1
 در فاصله| x x | R  به تابعf (x) تـوان از طـرفين رابطـه    مي گاهآنمثبت باشد،  همگرا باشد. اگر شعاع همگرايي

  مشتق يا انتگرال گرفت، يعني داريم:
n

n
n

) f (x) na (x x ) ; | x x | R





     1

1
1    

x

x

nn

n

a
) f (x)dx (x x ) ; | x x | R

n





   

 1

1
2 1

   

نقـاط روي مـرز بايـد    ي همگرايي سري اصلي خواهد بود (هاي جديد به جز نقاط روي مرز، همان بازهاگر از يك سري مشتق يا انتگرال بگيريم، بازه همگرايي سري
  باشد، به مثال بعد توجه كنيد:ها ميي مقادير سريها در محاسبهگيري از سريترين كاربرد مشتق و انتگرالتوجه داشته باشيد كه مهم .جداگانه بررسي شوند)

 حاصل سري  :34مثالn

n
n(n )x






1
  برابر با كدام گزينه است؟ 2

1 (x ( x)
( x)





2

3
2

1
  2 (x ( x)

( x)




2

3
3

1
  3 (

( x) 3
2

1
  4 (x( x)

( x)


 3
3

1
  

 :اي ازكه ضريب يك چند جملهبا توجه به اين»  4«گزينه  پاسخnپشت ،nx گيـري از طـرفين   ايت كرده كـه از مشـتق  ، پس طراح سؤال ما را هدقرار دارد

nتساوي

n
x

x






 1
1

n  گيري داريم:استفاده كنيم! ابتدا با يك مرحله مشتق 

n
nx

( x)








 1

2
1

1
1
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n)، يك پرانتزxي سؤال پشت عبارت شاملدر خواسته ب در اين قسمت كمي دقت لازم است؛خَ ) داشـته   xضرب شده، پس ما بايد در اين قسمت تـواني از  2
n)بتوانيم به ،باشيم كه اگر از آن مشتق گرفتيم ) كنـيم، تـا داخـل    ضرب مـي  x3برسيم، براي اين منظور طرفين تساوي فوق را در xدر پشت عبارت شامل 2

nxسيگما عبارت 2 .توليد شود  n n

n n

x xnx x nx
( x) ( x)

 
 

 
   

 
 

3 3
1 3 2

2 2
1 11 1

  

  مشتق بگيريم. xحالا كافيست از طرفين نسبت به 
n n n

n n n

x ( x) ( )( )( x)x x ( x) x x ( x)n(n )x n(n )x n(n )x : ( )*
( x) ( x) ( x)

  
  

  

      
       

  
  

2 2 3 2 3 2
1 1 1

4 3 3
1 1 1

3 1 2 1 1 3 1 2 32 2 2
1 1 1

  

ي سؤال است، اما يك تفـاوت دارد و آن ايـن   بينيم كه تمام آن شبيه خواستهدر صورت سؤال خواسته مقايسه كنيم مي اگه سمت چپ تساوي فوق را با آنچه طراح
nxكه در اين تساوي 1 دقت بدون توجه به توانافتد!؟ دانشجويان بيوجود داره! در اين لحظه دو اتفاق ميnx 1كه اتفاقاً با سمت راست 2توجه به گزينه ( ، و با (

دقـت  كنند و دانشـجويان با ا انتخاب مي) ر2) را چه جوري طرح كرده!!) گزينه (2تساوي فوق يكي است (توجه داريد كه طراح بدجنس يا به عبارتي خودم! گزينه (
    كنند.) را انتخاب مي4رسند و گزينه (ي زير يا همان سري داده شده در صورت سؤال مي، به تساوxبه سادگي با تقسيم طرفين تساوي فوق بر

n

n

x( x)n(n )x
( x)






 


 3

1

32
1

  

)كدام از دو حالت فوق را انتخاب نكرده و وقتي به تساويالبته مورد داشتيم كه هيچ nxرسيده و ديده *( 1 جود آمده، فكر كرده اشتباه حـل كـرده و دوبـاره    به و
  كلي راه حل قبلي را چك كرده!!

  

 حاصل عبارت  :35مثال
( x) 4

1
1

|)ها است؟يك از گزينهبرابر با كدام  x | ) 1   

1 (n

n

(n )(n )(n ) x
!





   1 2 3
3

  2 (n

n

n(n )(n )(n ) x
!





  
1

1 2 3
4  

3 (n

n

(n )(n )(n ) x
!





   1 2 3
4

  4 (n

n

n(n )(n )(n ) x
!





  
1

1 2 3
3  

 :كه در مخرج كسربا توجه به اين»  1«گزينه  پاسخ( x) nداريم، بايد از طرفين بسط 41

n
x

x






 1
1

در  x1) براي4چند بار مشتق بگيريم، تا توان ( 

  داريم: ،عبارت، سه بار مشتق بگيريم شود. حال اگر از طرفينمخرج ايجاد 
n

n
f (x) n(n )(n )x

( x)





    


 3

4
3

6 1 2
1

n

n
f (x) n(n )x

( x)





    


 2

3
2

2 1
1

n

n
f (x) nx

( x)





   


 1

2
1

1
1

  

حالا كه
( x) 4

1
1

ايجاد شد، بايد با طرفين وسطين 
( x) 4

1
1

  را در يك طرف تساوي نگه داريم: 

n n

n n

n(n )(n ) (n )(n )(n )x x
!( x) ( x)

 


 

    
  

 
 3

4 4
3

1 1 2 1 3 2 1
6 31 1 

j»ke·kºHq™² ½k –I¤  

  

 است؟ نادرستهاي زير يك از تساويكدام  :36مثال  

1 (n
n

n( ) ( )




 



 21

1
  2 (n

n

xnx
( x)







 21

  3 (n

n

x( x)n x
( x)









 2

3
1

1
1

  4 (n

n

x( x )n x
( x)












2
2 1

3
1

1
  

 :ها را بررسي كنيم:براي پاسخ به اين سؤال لازم است تمام گزينه»  4«گزينه   پاسخ  

|براي ):1بررسي گزينه ( x |1 :داريم  xn n n

n n n

xx x (n )x
x x ( x)

  


  
     

  
  1

2
1 1 11 1 1  

njJo†¸Ã o‡ ¢Tz¶  

، عددxاگر در طرفين تساوي فوق به جاي

n  را قرار دهيم، داريم: 1

n

n ( )
( )





 
 

  


 2
2

1 1
1 11

  

  ) درست است.1بنابراين گزينه (

|براي): 2بررسي گزينه ( x |1:داريم  xn n n

n n n

xx nx nx
x ( x) ( x)

  


  
    

  
  1

2 2
1 1

1 1 1  

¢Tz¶ njJo†¸Ã o‡  

  ) نيز درست است.2پس گزينه (
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 حاصل سري  :49مثال
n

n

( )S
(n )(n )








  2 1
1 2

  ، كدام است؟

1(Ln 4 2 2  2(Ln 2 2 1 3(Ln1 2  4 (Ln2  

 :تابع لورناين سؤال را با توجه به بسط مك » 1«گزينه   پاسخLn( x)1 دانيممي دهيم؛پاسخ مي
n n

n

( ) xLn( x)
n






  

1

1

ي با استفاده از قاعـده  ،11

توانيم بنويسيم؛لغزاندن حدود، مي
n n

n

( ) xLn( x)
n

 




 


2 111 1

nو با توجه به اين كه  n( ) ( )  21   ، خواهيم داشت:1
n n

n n

n n

x xLn( x) ( ) ( ) Ln( x)dx ( ) dx
n n

  

 
       

   
1 1

1 1 1 11 1 

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH »OaSμw nj Eq]¾M Eq]ÁoÃ¬−Ho«TºH
SwHnSμw njÁjI –ÁoÃ¬−Ho«TºH

  

n n

n

( ) x(x )Ln( x) x
(n )(n )






   

 
211 1 1 2

  

xبا توجه به سري سمت راست، اگر 1 رسيم.به سري موردنظر سؤال مي گاهآن ،باشد  
n

n

( ) Ln
(n )(n )






  

  2 1 4 2 21 2Ln 2 2 1
n n

n n

( ) ( )( )Ln( )
(n )(n ) (n )(n )

 

 

 
     

    1 11 1 1 1 1 1 2 1 2 
  

nخواهيم فرض كنيم فقط بسطميتحليل ديگر:  n

n
x ( )

x 




 

 1 )Lnرا براي حل اين تست بلديم! و بسط 11 x)1  ابتـدا توجـه كنيـد كـه عبـارت     به يـاد نـداريم  را ! 

(n )(n ) 
1

1 برابر با 2
n n


 
1 1

1 nxاست و همچنين توجه كنيد كه 2
n 


 

11
nxو 1

n 


 
1 11

  شود:صورت زير بازنويسي ميسري به، در واقع 2

n n n n n n n n

n n n n
S ( )( ) [ x x ]( ) x ( ) x ( ) dx

n n

   
 

   

 
          

    
     

1 1 11 11 12 1 2 1 2 1 11 2   
   

  

   x( )dx ( )dx Ln( x) x Ln
x x x

        
   

1 1 1 11 22 2 1 4 1 2 4 2 21 1 1   
  

  

 حاصل سري  :05مثال
n

n

( )S
n(n )

 







1

1

1
  كدام است؟ 1

1 (Ln 
12 3  2 (Ln 

12 4  3 (Ln2  4 (Ln 2 2 1  

 :ي لغزاندن حدود استفاده كنيم، داريم:ت. اگر از قاعدهسري داده شده در اين تست در واقع تقريباً همان سري سؤال قبل اس  »4«گزينه   پاسخ  
n n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )S
(n )(n ) (n )(n ) (n )(n )

  

  

    
  

       
2 21 1 1 1

1 2 1 2 1 2  

  

  را ندارد. 2باشد كه فقط ضريب كنيد، اين سري همان سري مثال قبل ميطور كه ملاحظه ميهمان
 

 مقدار سري  :15مثالn
n

n




2

1 2
  چقدر است؟ 

1(6 2(4 3(8 4 (7  

 :دارچون پشت عبارت توان»  1«گزينه   پاسخn2 داريم با توجه به سريn

n
x

x






 1
1

بايد با مشـتق  ايجاد كنيم. در واقع  n2داربايد پشت عبارت توان 

nصورتبها گرفتن و عمليات مناسب روي اين سري آن ر

n
n x




 2

1
1در آنxو سپس به جاي در آوريم 

  قرار دهيم. 2

( ) xn n n*

n n n

xx nx nx ( )
x ( x) ( x)

  


  
    

  
  1

2 2
1 1

1 1 11 1 1

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠpH njJo†¸Ã o‡  

xxn n
n

n n n

( x) x( x) x x x nn x n x
( x) ( x) ( x)

  


  

    
      

  
  

12 2 22 1 2 2
4 3 3

1 1 1

1 2 1 1 6
1 1 1 2

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠpH njJo†¸Ã o‡   

)چرا در قسمتسؤال دانشجو:  nحد پايين سيگما از بعد از مشتق گرفتن، *(   بهn 1 گرفتيم ولي در حدود تغيير كرد؟ قبلاً مسائلي داشتيم كه مشتق مي
  شد. سيگما تغيير ايجاد نمي

n  دقت كنيد در اين سؤال سمت چپ به شكل مقابل است:پاسخ: 

n
x x x x x x




        1 2 21
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 حاصل سري :58مثال
n n

n

( ) xS
( n)( n )

 







1 2

1

1
2 2 xبه ازاي 1    )Harvard) دانشگاه 1(از سؤالات رياضي عمومي (  ، كدام است؟3

1 (Ln
3 23  2 (Ln


3 43  3 (Ln  2  4 (Ln

 22  

 توانيم از تساوي زير استفاده كنيمبراي پاسخ به اين سري، مي لورن توابع گفته شده نيست،سري داده شده در ابتدا شبيه بسط مك » 1«گزينه خ : پاس:  
n n n n

n n
( ) x ( ) x

x x

 
 

 
    

 
 2 1 2 2

2 2
1

1 11 1
1 1

j»ke·kºHq™²Á½k –I¤  
xn n

n n

n n

x x( ) dx ( ) Arctgx
n nx

  
 

 
     

 
 

2 1 2 1
1 1

2
1 1

11 12 1 2 11
´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH  

xn n

n

x ( ) Arctgxdx
( n)( n )






  

 
2 1

1

1
2 2 1 

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠ pH ½nIM»j ´Ã¹¨Â¶JIve Hn−Ho«TºH®‚Ie Eq]¾M Eq]Á½k–I¤ pH ½jIŸTwH IM  

Ln 
3 23S xArctgx Ln( x ) S( ) Arctg Ln( ( ) ) ( ) Ln Ln

            2 2 21 1 1 3 11 3 3 3 1 3 3 4 22 2 3 2 3 2  
  گرفتيم.را بلد بوديم، نيازي به محاسبات اوليه نبود و از طرفين اين بسط فقط يك بار انتگرال مي Arctgxالبته اگر از همان ابتدا بسطتوضيح: 

  
 حاصل سري :(سخت) 95مثال

n

n

xS
n







4

2 1
xاي، به از  1

  كدام است؟ ،2

1 (Ln 2 3 1  2 (Ln2  3 (Ln3  4 (Ln 
13 2
2

  

  : با توجه به وجود »  3«گزينه پاسخ»n 2 )nباشـيم. در سـري خبـري از    Arctghxو يـا  Arctgxاستفاده از بسـط  در مخرج كسر، بايد به فكر» 1 )1 
  قرار دهيم: x2در طرفين بسط xريم، پس بايد به جايدا x،n4برويم. دقت كنيد؛ در توان Arctghxنيست، پس بايد سراغ بسط

n n n n

n n n n

x (x ) x .x xArctghx Arctghx Arctghx x
n n n n

    

   
     

      
2 1 2 2 1 4 2 4

2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1   

  

Arctghxبنابراين سري خواسته شده برابر با
x

2
2

xArctghxدانيماست. اما مي 1 Ln
x





1 1
2 xArctghxو بنابراين 1 Ln( )

x x x





22
2 2 2

1 1 1
2 1

و چـون حاصـل    

xسري به ازاي 
1
2

  خواسته شده، لذا داريم: 

  Ln3
( )

Ln[ ] Ln( )
( ) ( )


  



2

2 2

1 311 2 2
1 1 12 1 22 2

xحاصل سري به ازاي  
1
2

  

nتوانيم با انجام عمليات بر روي سرياشد. در اين حالت ميرا در خاطر نداشته ب Arctghxاما ممكن است دانشجو بسط

n
x







  :نيز به شكل زير به جواب برسيم 

nابتدا در طرفين تساوي

n
x

x






 1
1

  دهيم:قرار مي x،x2، به جاي
xn n

n

n n n

x x xx dx Ln( )
n n xx x

   

  


    

   
  

2 1 2 12
2 2

1 1 1 1
2 1 2 1 2 11 1  

´ÄoÃ¬Â¶−Ho«TºH¸Ã oŠpH  

  رسيم:قرار دهيم به سري داده شده در صورت سؤال مي x2ها،xتقسيم كنيم و بعد از آن، به جاي xاگر طرفين اين تساوي را بر

Ln حاصل سري به ازاي 3
n n

x x

n n

x x x xLn( ) Ln( ) x
n x x n x x

 

 

 
    

   
 

22 4 2

2 2
1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 22 1 

´ÃÀjÂ¶ nHo¤ , ÁI]¾M¸Ã oŠ nj  
 

 مقدار حد مجموع سري  :(سخت) 60مثالn

n
S ( ) ( )

n n




  

  1 11 4 1 4 3
  چقدر است؟ 

1 ( 2
4  2 (

3  3 ( 3
6  4 ( 3

3  

 :نسبتاً سـخت، دانسـتن بسـط     »1«گزينه  پاسخ خبُ براي حل اين تستn n

n
( ) x

x




 

 11 1
nxكافيسـت. ابتـدا توجـه كنيـد كـه       dx

n


 
1 41

4 1 
 

nxو dx
n


 

1 4 21
4 3 

  توان به صورت زير نوشت:لذا سري را مي 

n n n n n n n n

n n n
S x dx x dx ( ) (x x )( ) dx ( ) x ( x )dx

  
 

  

                
1 1 1 14 4 2 4 4 2 4 21 1 1 1
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nدانيممي n

n
( ) (x )

x




 


 4

4
11

1
xS  ، لذا داريم: ( x )dx dx

x x


   
  

21 12
4 4

1 11
1 1 

  

  كنيم:تقسيم مي x2براي محاسبه انتگرال صورت و مخرج كسر را بر

xx x x xS dx dx dx Arctg( ) [Arctg( ) Arctg( )]
x x (x )

xx

    
        

   
  

2 2 21 1 1
4 2 2

2

1 1 11 1 11 1 1 2
1 1 42 2 2 2 21 2  




  

duي انتگرال توجه كنيد كه از فرمولدر محاسبه: توضيح uArctg
a au a


 2 2

aلاستفاده كرديم كه در اين سؤا 1  uو 2 x
x

 
نيز  uاست كه مشتق 1

)در صورت كسر وجود داشت )
x

 2
11.  

  eبازي با   
  

  ايم. ها را در اين قسمت ارائه كردهطرح نمود، براي همين، چند نمونه از آن xeتوان با توجه به بسط مك لورنميرا هاي زيادي سؤالات و تست
 حاصل سري   :61مثالS

! ! !
    

1 1 11 2 4 6   كدام است؟  

1 ((e )2 2   2 (e 1   3 (e
e



2 11   4 (e

e
2 1

2   

 :ها) معلوم است؛ داستان در مورد بسـط با نگاه اوليه (و حتي بدون در نظر گرفتن گزينه»  4«گزينه   پاسخxe     هـاي تـوان فـرد در    اسـت. امـا ظـاهراً جملـه
  شوند: هاي فرد حذف ميجمع كنيم، در اين صورت جمله e1را بنويسيم و با بسط e1توانيم بسطرا نداريم! چه كار كنيم؟ مي e1بسط

( )e
! ! ! !   e e ( ) ( ) ( )

! ! ! !
e

! ! ! !






 
                  

      

31
1

1

1 1 1 11 1 1 1 11 2 3 4 1 1 2 12 2 2 41 1 1 11 1 2 3 4


  


   

)e  كنيد در سمت راست تساوي فوق، سري مورد سؤال پديد آمده، بنابراين داريم:ملاحظه مي )
e
21 1

2 S (e e ) (e )
! ! e

        11 1 1 1 11 2 4 2 2   

Sسؤال حاصل در اگر يادداشت:
! !

   
1 11 3 5  كـرديم؟ معلومـه! بسـط   خواسته شده بود، چكار ميe1 وe1  نوشـتيم و بعـد  را مـيe e را حسـاب   1

لـورن مسـلط   هاي مـك البته دقت كنيد اگر به بسطدهم!!) كنم، خودم هم جواب ميوج حذف شوند! (دقت كرديد؛ خودم سؤال ميهاي با توان زكرديم، تا جملهمي

)coshديد سري صورت سؤالشد از همان ابتدا متوجه مييباش دانيماست و مي 1(
z ze ecosh(z)


   ن بود.و لذا جواب به راحتي قابل تعيي 2

 

 حاصل  :62مثالS
! ! !

    
3 5 71 2 4 6  كدام است؟ ،  

1 (e   2 (e 2 4   3 (e 2 3   4 (e
e
2 1   

 :1«گزينه   پاسخ  «ميكنه حاصل اين سري هم  واقعاً كي فكرشe ؟! اما به عمليات ساده و البته زيباي زير دقت كنيد: بشه  

S ... ( ) ( ) ( )
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

  
                 

3 5 7 2 1 4 1 6 1 2 1 4 1 6 11 1 12 4 6 2 4 6 2 2 4 4 6 6   

دانيممي
! ! !
 


2 2 1
2 1 2 و يا مثلاً 1

! ! !
 


4 4 1
4 3 4     ، پس داريم: 3

S
! ! ! !

e      
1 1 1 11 1 2 3 4   

 

 حاصل سري  :63مثال
n

n
n!





   
1

1 2 3  كدام است؟ ،  
1(e 2(/ e1 5 3(e2 4 (/ e2 5   

 :دانيممي»  2«گزينه   پاسخn(n )n 
    

11 2 3 2 نويسيم:مي مقابل صورتبه، بنابراين سري را 
n n n

n(n ) n(n ) n
n! (n )!n (n )!

  

  

  
 

   
1 1 1

1 1 1
2 2 1 2 1   

n)دانيم بايد در صورت كسرطور كه ميتوانيم، به سؤال جواب بدهيم، همانحالا به راحتي مي خب )1  :ايجاد كنيم  

n n n

(n ) (n )
(n )! (n )! (n )!

  

  

  
  

    
1 1 1

1 2 1 1
2 1 2 1   حاصل سري  1
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  رويم: است)، بنابراين سراغ تعيين تكليف سري اول مي e تكليف سري دوم كه مشخص است، (برابر با

n
e

n!




 1 1 1

2 2
حاصل سري اول

n n n

(*)(n )
(n )!(n ) (n )! (n )!

  

  


  

     
1 2 2

1 1 1 1
2 2 1 2 2 2 2

j»ke·kºHq™²Á½k –I¤ حاصل سري اول  

e3بنابراين حاصل سري برابر با 
2e e 

1
  است.  2

)توضيح در مورد قسمت )مت: ممكن است براي شما اين سؤال پيش بيايد چرا در قس*( ي حد پايين سيگما تغيير كرد. جواب اين است كـه وقتـي در مرحلـه    *(
n«قبل عبارت  1 «از صورت و مخرج ساده شد، حتماً بايد شرطn 1 .لحاظ شود  

 

 حاصل  :64مثال
n

n
(n )!



 
2

1   ، كدام است؟1

1 (e
e
1   2 (e 2 3   3 (e 1   4 (e

e
2 1   

 :ها بايد در صورت كسردانيم در اين نوع سريمي»  3«گزينه   پاسخ(n )1د كنيم، نوشـتن را ايجاn2  صـورت بـه(n ) 2 1 ي خـود  مـا را بـه خواسـته    1

n  رساند، لذا داريم: مي (n ) (n )(n ) (n )(n ) n
(n )! (n )! (n )! (n )! n!(n ) (n )! n! (n )!

      
       

      

2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1   ي عموميجمله 1

n n
n! n! (n )! (n )!n n! (n )! (n )! n! (n )!

        
    

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1   

    كنيم: حالا به راحتي، حاصل سري را حساب مي

e  1
n n n n

n e (e ) (e )
(n )! (n )! n! (n )!

   

   
        

     
2

1 1 1 1

1 1 1 1 21 1 1  
 

 حاصل سري  :(سخت) 65مثال
n

n( n)S
(n )!









1

3
   است؟ e، چند برابر  1

1(9 2(11 3(12 4 (13  
 :با توجه به متن سوال، واضح است؛ سري صرفاً بر حسب »  2«گزينه   پاسخe وضـعيتي را نشـان   ري داده شده خيلي چنين محاسبه خواهد شد. اما ظاهراً س
n)ها اول بايد دنبال ايجاددر اين گونه سري دهد! گفتيم كهنمي )1 در صورت كسر باشيم تا بتوانيم، آن را با(n )1 كنيم، پس داريم:  مخرج ساده  

n n n n (n ) (n )
(n )! (n )! (n )! (n )! (n )!
    

   
    

2 2 23 3 3 1 1 1 1
1 1 1 1 1   

n)ايم، با نوشتنب پيشرفتهتا اينجا خو )! (n )!(n )   1 2 nطورو همين 1 (n )(n )   2 1 1   ، داريم: 1
(n ) (n )(n ) n

(n )!(n ) (n )! (n )!(n ) (n )! (n )! (n )! (n )! (n )!
      

                      

1 1 1 1 1 1 1 1 13 32 1 1 2 1 1 2 1 2   ي عموميجمله 1

nيخب تا اينجا تمام جملات غير از جمله
(n )!




1
nي قبلي و به وجـود آوردن قاعده نوشت. پس بايد اين جمله را با همان eتوان بر حسب مي را 2 1   در صـورت

n)كسر به شكل ) 2   بنويسيم: 3
n n n n n

n( n) (n )S
(n )! (n )! (n )! (n )! (n )!

    

    

  
    

        
1 2 1 2 1

3 3 3 2 3 1
1 2 1 2 1   

n n n n n n n

nS
(n )! (n )! (n )!(n ) (n )! (n )! (n )! (n )!

      

      


       

             
2 1 2 2 2 1 3

3 4 2 3 6 4 1
2 1 3 2 2 2 1 3   

e11                             پس داريم: 
n n n

e e e
(n )! (n )! (n )!

  

  
      

    
2 1 3

1 1 16 4 6 42 1   حاصل سري 3
 

 حاصل سري  :(سخت) 66مثال
n n!(n )



 
1

1
  ، كدام است؟ 2

1 (1  2 (1
4   3 (1

2   4 (1
3   

 :لورنري مكرسد اين سري به سبه نظر مي»  3«گزينه   پاسخxe صورت يك فاكتوريل بيان كنيم. اما براي اين كار بايد كل مخرج را به ؛مربوط باشد  
n)صورتمخرج را به بتوانيم براي آن كه )! n)بنويسيم، عامل 2 )1صورت و مخرج را در ، پسرا كم داريم(n )1كنيم:ضرب مي  

  
n n

n
n!(n ) n!(n )(n )

 

 




   
1 1

1 1
2 1 2   
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 :كنيم ضابطهابتدا سعي مي  »4«گزينه  پاسخf  صورتبهرا
u

1
  لورن كمك بگيريم. بنويسيم تا بتوانيم از بسط مك 1

fدقت كنيد (x) صورتبهتوان را ميf (x) ( )
x




3

1 1
3 1 3

|نوشت، از طرفي براي  u |1  داريـمn n

n
( ) u u u u

u




      

  2 31 1 11 
.   بنـابراين در

xينقطه   لورنتوانيم بسط مكميf (x) :را به اين صورت بنويسيم  
n

n n n
n

n n

x ( )f (x) ( ) ( ) x
x

 


 


    


 

3 3
3 1

1 1 1 113 3 3 31 3
 

  

x3و x3ما به ضريب 1 نياز داريم. در اين بسط فقطnx3 وجود دارد، پسx3 1 آيد؛ يعني ضريب آن صفر اسـت به وجود نمي(a )3 1  ي. جملـهx3   بـه

nازاي 1 پس ،آيددست ميبه( ) x x


1 3 3
1 1 1 1
1 1

3 3


 

  را در بسط خواهيم داشت. در نتيجهa 3 1 1
1

3   هـاي مـوردنظر را حسـاب    الا مشـتق اسـت. ح ـ

)  كنيم:مي ) ( )( )!f ( ) ( )! a , f ( ) ( )! a     3 3 1
3 3 11 1

33 3 1
3

 
 

        
 

 ي دهم تابعمشتق مرتبه  :(سخت) 79مثالxf (x)
(x )




3
22

xي، در نقطه   كدام است؟  

  دانشگاه صنعتي شريف) )1رياضي عمومي ( (با كمي تغيير از سؤالات پايان ترم
1(!  79 2  2(( !)  69 2 3(( !)  71 2  4 (( !)  61 2  
 :لورنلورن! ابتدا توجه كنيد، بسط مكيك سؤال نسبتاً سخت، با كاربردي جالب از بسط مك  »4«گزينه   پاسخ( x)   شود:صورت زير نوشته ميبه 12

n
n n

n n
n n n

x x n( ) ( ) x
x xx x ( x)( )

  


 
  

      
   

   1
1 2 1

1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 22 1 12 2

 

´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠ pH  

f، به تابعx3با ضرب طرفين در (x) رسيم:مي  n
n

n

x n( )x
( x)











3 2

2 1
12 2

  

x)ر باتوان آن را برابدقت كنيد؛ چون مخرج كسر سمت چپ داراي توان زوج است مي ) n  نيز نوشت، بنابراين داريم: 22
n

n

x nf (x) ( )x
(x )







 



3

2
2 1

12 2
  

xيخبُ، مشتق دهم در نقطه  لورن تابع فوق ضريب، يعني در بسط مكx1 1!در :ضرب شود  

)x1(ضريب  
( )

( )f ( ) f ( ) ( !)
!

   
1

1 11


  


  x1ضريب 

x1 به ازايn  8شود، بنابراين ضريب آن برابر باحاصل مي 8 1
8

2
    شود، پس داريم:مي 

( !)  61 2( )f ( ) ( !) ( !)   
31

9 9
8 21 1
2 2

     

سري هاي دوگانه   
  

شوند، به حدود بالاي آن دقـت كنيـد   هاي دوگانه نميها منجر به انتگرالكنيم، دقت كنيد اين سريهاي دوگانه را با هم مرور ميدر اين قسمت چند مثال از سري
  ز براي تبديل برقرار نيست!طور شرايط ديگر نينيست! و همين nكه

 حاصل  :80مثال
n k

S
n!k!(n k )

 

 


   1
1 

  كدام است؟ 

1 ((e )21 12  2 ((e )21 14  3 ((e )21 14  4 ((e )21 12  

 :دانيم كهمي»  1«گزينه  پاسخ
n

x

n

xe
n!




 


  توان تساوي مقابل را نوشت:مياست. بنابراين  

n k n k
x x x

n k n k

x x xe e e ( ) ( )
n! k! n!k!

   

   
      2

   
  

آيد. دقت كنيد كهانتگرال بگيريم، سري مورد نظر ما به دست مي 1تا  ياكنون اگر از طرفين تساوي، در بازه
n k

n k xx dx
n k n k

 
  

   
11 1 1
1 1 

  .است 
n k

x n k

n k n k n k

xe dx ( )dx (e ) x dx
n!k! n!k! n!k!(n k )

     


     
    

     
1 1 12 21 1 112 1  
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 حاصل  :81مثالi
i k

S
( k)

 

 
 

2 1

1
2

  كدام است؟ 

1 (1
2  2 (1

4  3 (Ln4  4 (Ln2  

 :تـر اگـر   جـا كـردن متغيرهـا ايـرادي نـدارد، بـه بيـان دقيـق        ي عمومي سري مثبت باشد، جابهشرط آن كه جملههاي دوگانه، به در سري»  4«گزينه  پاسخ
f (i , k)   :باشد، داريم  

i k k i
f (i , k) f (i , k)

   

   
 

2 1 1 2
  

iبه صورترا سري  توانيممي بنابراين
k i

S
( k)

 

 
 

1 2

1
2

ثابـت اسـت، بنـابراين يـك سـري هندسـي بـا قـدر          kداخلـي،  حالا توجه كنيد كـه در سـريِ  بنويسيم.  

)نسبت )
k
1

aS، فرمولqو قدرنسبتaي اولبا جمله نامتناهيبراي يك سري هندسي  كنيم كهيادآوري مياست،  2
q


1 در نتيجه: داريم را  

i
i

( k)
k( k )( k) k k

k




  




2
2

2

1
1 1 12

1 2 2 12 4 21 2

  

  ي كسرها داريم:به روش تجزيه حالا
k( k ) k k


 

 
1 1 1

2 2 1 2 2 1  

«سري داخلي برابر با پس مقدار 
k k




1 1
2 1   است، پس داريم:» 2

k
S ( )

k k




      


1

1 1 1 1 112 1 2 2 3 4   

)Lnلـورن كاز طرفي، توجـه داشـته باشـيد كـه بسـط م ـ      x)1  يدر بـازهx  1 xهمگراسـت پـس قـرار دادن    1 1    .اگـر در بسـط   در ان ايـرادي نـدارد
)Lnلورنمك x)1 مقدارx 1 :را قرار دهيم، خواهيم داشت  

xx x xLn( x) x Ln( ) S Ln             
2 3 4 1 1 1 11 2 1 22 3 4 2 3 4   

 
 حاصل  :82مثالk

i k
S

( i )

 

 



 2

1 1

1
4 1

  كدام است؟ 

1 (Ln1 28  2 (Ln1 216  3 (Ln1 24  4 (Ln1 22  

 :د كه در سري داخلي،اولاً توجه كني»  3«گزينه  پاسخi 4 يك سري هندسي با قدر نسبت ثابت است پس 1
( i ) 2

1
4 1

ي اولو جمله 
( i ) 2

1
4 1

  را داريم: 

k
k

( i )
i( i )( i ) i i

( i )





  
 




2

2 2
1 2

1
1 1 14 1

1 8 2 14 1 16 81
4 1

  

)  ي كسرها خواهيم داشت:حالا با تجزيه )
i( i ) i i i i


   

  

1 1
1 1 1 14 4

8 2 1 2 2 1 4 2 1 2  

)ر سري داخلي برابر بامقدا )
i i




1 1 1
4 2 1   دهيم:است. آن را در سري دوم قرار مي 2

i
S ( ) ( )

i i




      


1

1 1 1 1 1 1 114 2 1 2 4 2 3 4   

)Lnلورناكنون به بسط مك x)1 :توجه كنيدx x xLn( x) x     
2 3 4

1 2 3 4   يدر بازه بسطاينx  1 xازاي معتبر اسـت. بـه   1 1   خـواهيم

)Ln  داشت: )     
1 1 12 1 2 3 4   

Sبنابراين Ln( )
1   است. 24
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