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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  توابع چند متغيرهدامنه، برد، حد و پيوستگي  :1درسنامه 
  

)، مقـدار تـابع   xبـا داشـتن مقـدار متغيـر مسـتقل (معمـولاً       هـا كـه در آن باشد بخش زيادي از حساب ديفرانسيل و انتگرال مربوط به توابع يك متغيره مي
ها در جهان واقعي، به تعداد اغلب كميتباشند. بسياري از توابع در رياضيات و كاربردهاي آن، توابعي از دو يا چند متغير مي اماشود. مي) مشخص y(معمولاً

ر مشـتري،  ي حمل و نقل، تعـداد مشـتريان، مقـدار خريـد ه ـ    براي مثال، ميزان سود فروشگاه به عوامل زيادي مانند هزينه .زيادي از متغيرها وابسته هستند
  ي محل فروشگاه، ... وابسته است. پس سود يك فروشگاه، تابعي چند متغيره است.ي اجارههزينه

  دهيم.اين توابع را مورد بررسي قرار ميو پيوستگي  توابع چند متغيره را معرفي كرده و دامنه، برد، حد درسنامهدر اين 

تعريف توابع چند متغيره   
  

zتابع x y 2 yآورد. تـابع  دسـت بـه را  zتوان مقدار تابع يعنيمي yو xگوييم، زيرا به ازاي دو مقداررا يك تابع دو متغيره مي 2 xu xe z e 2 را  3
  را محاسبه كرد. uتوان مقدار تابع يعنيمي ،معلوم باشند zو x،yتي مقدار متغيرهايگوييم، زيرا وقيك تابع سه متغيره مي

 اگر :1مثالzxf (x,y,z) e
y z

 


2 f، در اين صورت مقدار2 ( , , )2 1  چقدر است؟  

  : ابتدا توجه كنيد كه تابع فوق يك تابع سه متغيره (با متغيرهايپاسخx،y وzاست. براي محاسبه (f ( , , )2 1     بـه ترتيـب مقـدار متغيرهـاي ،x،y 

f  :داريم باشد، بنابراينمي و 1، 2برابر  zو ( , , ) e     


2 222 1 4 1 51



  

 

 اگر  :2مثالyf (x y, ) x y
x

  2 fباشد 2 (x,y) :برابر است با    

1( x( y)
y


1

1   2( x ( y)
y



2 1
1   3( y( x)

y


1

1   4( y ( y)
x



2 1
1   

 :2«گزينه   پاسخ «   

uدهيمقرار ميروش اول:  x y  وyv
x

 ين صورت داريم:در اy x y uv
x x x


    1 uxو 1

v


1داريم ، بنابراين:  

u

y u u ( v) x ( y)f (u,v) (x y)(x y) u.x( ) u. ( v)    f (x, y)
x v v y

 
         

  

2 21 11 11 1 1
   

yfدر رابطهروش دوم:  (x y, ) x y
x

  2 xدر هـر دو طـرف   yو x، به جاي2 1 وy  fدهـيم در ايـن صـورت   قـرار مـي   2 ( , )    2 23 2 1 2 3 .  

  شود.) مي-3قرار دهيم حاصل ( 2و  3به ترتيب  yو x)، وقتي به جاي2ها فقط در گزينه (در بين گزينه
  

 اگر  :3مثالf : 2 3  صـورت بهf (x,y) (x y,x,y)  وg : 3 2   صـورت بـهg(x,y,z) (x y,z x)        تعريـف شـده باشـد. در ايـن
  كدام است؟ fogصورت
1( (y z,x y,x z)    2( (z y,x y,z x)    3( (x y, y z,z x)    4( (y z, x , y)  
 :دانيم منظور ازمي  »2«گزينه   پاسخfog همانf (g(x, y,z)) داريم باشد. بنابراينمي:    

fog f (g(x, y, z)) f (x y, z x) ((x y) (z x), x y, z x) (z y, x y, z x)                 
  

 اگر تابع :4مثالf : 3 2 با ضابطه ،f (x,y,z) (xy,yz) و تابعg : 2 3  با ضابطهx y x y yg(x,y) (e ,e ,e )    تعريف شده باشد، در ايـن
  آوريد. دستبهرا  fogصورت
1( x x(e ,e )2  2( x y x y(e ,e ,e )  3( x y x y(e ,e )   4( x x y(e ,e )  
 :مشابه توابع يك متغيره منظور از»  1«گزينه  پاسخfog اين است كهf (g(x, y))  داريم آوريم، يعني دستبهرا:  

  x y x y y x y x y x y y x xfog f (g(x, y)) f (e ,e ,e ) (e .e ,e .e ) (e ,e )        2  
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دامنه و برد توابع چند متغيره   
  

zرا كه به ازاي آن تابع yو xشود. كليه مقاديردامنه و برد توابع چند متغيره همانند توابع يك متغيره تعريف مي f (x, y)   دامنـه  تعريف شده باشـد را 
  گوييم.مي fتابعبرد شود را هاي مختلف در دامنه حاصل ميyو xكه به ازاي zگوييم. مقاديرمي fابعت

 دامنه تعريف تابع :5مثالf (x,y) xy sin x      كدام است؟ 1

1 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x   1 1  2 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x    

3 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x 
   2 2  4 (y}وx اند وهم علامتD {(x, y) | x   1 1  

 :يعني ،راديكال عبارت زير  »1«گزينه  پاسخxy منفي باشد، بنابراينبايد ناx وy بايد هم علامت باشند. عبارت مقابلsin1  و  -1بايـد بـين   همواره
xباشد يعني 1  1 1.  

 

 برد تابع دو متغيره :6مثالz x y  2   كدام است؟ 29
1 (  2 (  3 ([ , ]3  4 ({ }   

  : از آنجائيكه»  3«گزينه پاسخx y 2    .خواهـد بـود   9مقـدار زيـر راديكـال كـوچكتر يـا مسـاوي        باشـد، پـس  همواره كوچكتر يا مساوي صفر مي 2
  تواند منفي باشد.ي زوج نميجهراديكال با فر چون منفي نيست؛ z، و همچنين واضح است كهتواند بيشتر باشدنمي 3از عدد  zلذا مقدار

 

 برد تابع و دامنه :7المثxyf (x,y)
x y


2 2

     آوريد. دستبهرا  2

 :ريشه مخرج كسر جزء دامنه نيست، در كسر فوق مخرج فقط در مبدأ مختصـات يعنـي   پاسخ( , )     پـس دامنـه   ،شـود برابـر صـفر مـيf  مجموعـه ،
{ , }2   اما براي تعيين برد دو روش داريم: باشد.مي  

x       توجه كنيد كه: fبراي تعيين برد تابع روش اول: 
y( )xy xf (x, y) f (x, y)
yx y ( )
x

  
 

2

2 2 2

22
1

oM´Ãv£UZoh¶ »Rn¼‚   

yuآمده در بالا قرار دهيم دستبهاگر در عبارت 
x

 تابع ،f صورتبهu
u 2

2
1

]بازه fقرار دارد، پس برد تابع  1و 1ن آيد كه بيدر مي , ]11 باشد.مي  

rبه ترتيب yو  xكنيم يعني به جاي را در مختصات قطبي بازنويسي مي fتابع روش دوم:  cos وr sin رت تابع دهيم، در اين صوقرار ميf  صـورت بـه 

r  آيد.در مي مقابل cos .r sinf (r, ) sin cos sin
r cos r sin

 
      

 2 2 2 2
2 2 2  

sinهمواره با توجه به اينكه 2 قرار دارد، پس برد  1و  -1 بينf بازه[ , ]1   است.  1

)}صورتبهرا  fچرا دامنهسؤال دانشجو:  , )}2   صورتبه انشان داديد، مگر نبايد دامنه ر{( , )}   داديد؟نشان مي  
توانند هر مقدار دلخواهي را داشته باشند (البته به مي yو xتابع هر كدام ازاين باشد، و در مي yو xكه تابع داده شده شامل دو متغير يددقت كنجواب: 

)}صورتبه راجز اين كه همزمان صفر باشند)، بنابراين دامنه  , )}2   از در توابـع يـك متغيـره   دهيم. به طور كلـي  نشان مي،  يـره در توابـع دو متغ 
  كنيم.مياستفاده  3در توابع سه متغيره از و 2از

  

 حجم ناحيه محدود به دامنه تابع  :8مثالf (x,y,z) x y z x    2 2 28   چقدر است؟ 2

1 (32
3  2 (64 2

3  3 (36  4 (18 3  

 :داريم عبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد، يعني  »3«گزينه  پاسخ:  
  x y z x x y z x (x ) y z              2 2 2 2 2 2 2 2 28 2 2 8 1 9  

)، كه حجم آنباشدمي 3اي به شعاع كرهو روي ناحيه درون ، fبنابراين دامنه )  34 3     است.  363
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 برد تابع حقيقي به معادله  :9مثالx yQ
x y






2 2
2     كدام بازه است؟ 2

1( [ , )1   2( ( , )    3( ( , )   4( ( , ) 1   

 :تابع اين دامنه»  1«گزينه   پاسخ(x, y)كه هايي هستندx y2 xدانيم كهي برد ميبراي محاسبه باشد. 2 y x y  2 2 2 xپـس  ،2 y
x y






2 2
2 2 1. 

xداريم ،ل كنداز طرف ديگر اگر مخرج به سمت صفر مي y
x y






2 2

2 ]لذا برد تابع 2 , )1  .است  
  

 برد تابع دو متغيره  :10مثالz x y x y    2 212 4 12     كدام بازه است؟ 4
1( [ , ]5   2(  ,4   3(  ,1 5   4( , 

 1 2 3   

 :كنيم.  ميكامل عبارت زير راديكال را مربع »  1«گزينه   پاسخ  

x y x y (x ) (y ) (x ) (y )               2 2 2 2 2 23 312 4 12 4 12 4 2 13 25 4 2 252 2
   

از طرفي عبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد و لذا اين عبارت در بازه ,25  و بنابراينz در بازه ,5 گيرد. قرار مي  

حد توابع دو متغيره   
  

Xفـــرض كنيـــد تعريـــف حـــد: (x , y) وX (x , y )   اي دلخـــواه از دامنـــه تـــابع دو متغيـــرهنقطـــهz f (x, y)  باشـــد، در ايـــن صـــورت
گوييممي

X X
lim f (x, y) L





,  ، هرگاه: : | X X | | f (X) L |               

|در بالا منظور از نمادتوضيح:  X X | 2، فاصله دو نقطه در صفحه از رابطهكه  باشدمي(x x ) (y y )  2 2
  آيدمي دستبه  .  

. هسـتند  تر است، بنابراين همان قضايا و نتايج يك متغيره در اينجا نيز برقـرار ه و در واقع تعميم همان تعريف در حالت كليتعريف فوق شبيه حد توابع يك متغير
ي هـا هـا و روش تكنيـك  از متغيره بيشتر يكها نيازي به تعريف فوق در محاسبه حد توابع چند متغيره نداريم و مانند توابع توجه داشته باشيد كه اغلب در تست

  كنيم.استفاده ميحدگيري 

fتابع دو متغيرهروش محاسبه حد توابع دومتغيره:  (x , y) را در نظر بگيريد، براي وجود حـد
(x , y) (x ,y )
lim f (x , y)

  

بايـد مقـدار ايـن حـد مسـتقل از روش ميـل        

x)كردن , y) به سمت(x , y )  توان نتيجه گرفت كه حـد  مي گاهآن ،آيد دستبهاگر با چند روش مختلف ميل كردن، جوابهاي مختلف  ؛عبارت ديگره باشد، ب
)يبــراي نقطــهگيــريم (مســيرهاي مختلفــي را در نظــر مــي ،متغيــره دو وابــعبــراي بررســي وجــود حــد ت بنــابراينموجــود نيســت.  , )  معمــولاً مســيرهاي 

x  ،y  ،y mx آمده با هم برابر شـوند  دستبهآيد حد وجود ندارد و اگر حدهاي  دستبهشوند) اگر بر روي اين مسيرها، حدهاي مختلفي بررسي مي، 
  حد وجود دارد. كنيمثابت كنيم رت سعي ميو در اين صو قطعي بدهيم توانيم نظردر مورد وجود حد نمي

  منظور از روش ميل كردن چيست؟ پرسش دانشجو:

اگر به ياد داشته باشيد در حد يك متغيره براي وجود حد لازم بود حد چپ و حد راست موجود و با 
هم برابر باشند. در واقع در حد يك متغيره فقط دو روش براي نزديك شـدن بـه يـك نقطـه وجـود      

ولي در حدهاي چند متغيره بيشمار روش براي نزديك شدن به يك نقطه وجود دارد و بـراي   داشت
طور مثال در شـكل مقابـل چنـد    . بهبرابر شوداين مسيرها  هروي هم مقدار حد وجود حد لازم است

)Pمسير براي نزديك شدن به نقطه , )1   اند.رسم شده 1

 حد تابع :11مثالxf (x ,y)
x y




)در نقطه  , )  كدام است؟  
  2) 4  1) 3  ) صفر 2  ) حد ندارد 1
 : روي مسيربراي بررسي وجود حد»  1«گزينه  پاسخ ،y mx در تابعپردازيم، يعني به محاسبه حد ميf به جايyها،mx و آن را  دهـيم قرار مي

                    كنيم.به يك حد يك متغيره تبديل مي
x x x

y mx

x xlim f (x , y) lim lim
x mx x( m) m  



  
  

1
1 1  

  

  )شود.مقدار حد نيز عوض مي mچون با تغيير مقدار(حد وجود ندارد پس است،  mآمده وابسته به دستبه جواب
  



1

1 y 2 x 

y x
2y x

x

y
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)يتوابع دومتغيره در نقطهديگر بررسي حد  روش :1نكته  , )  باشد. با توجـه بـه اينكـه   استفاده از مختصات قطبي ميx r cos وy rsin  
fتوانيممي (x , y)  وقتي و دهيمرا در مختصات قطبي نمايشr      وابسـته بـه   حـد  مقـدار اگـر   ،كنـيم مقدار حـد را محاسـبه  ؛حـد وجـود نـدارد    ،باشـد   

با اطمينان بگوييم كه جواب حد همان عـدد اسـت، مگـر در مـواردي كـه مخـرج كسـر عبـارت همگنـي           توانيمنميد، دست آماما اگر مقدار حد عددي ثابت به
xمانند y2 2،x y4 |يا 4 x | | y | كه دباشد. در ضمن به ياد داشته باشيr   .است  

 مقدار :12ثالم
(x,y) ( , )

xylim
x y 2 2 

  كدام است؟ 

1) 4  ) صفر3  1) 2   .) داراي حد نيست1
2  

  با استفاده از مختصات قطبي داريم:  »3«گزينه : پاسخ   
(x,y) ( , ) r r

xy r sin coslim lim lim rsin cos
rx y  

 
    



2

2 2   
  

 

zي حد تابعبراي محاسبه :2نكته  f (x , y) يدر نقطه( , )   كـه در آنf   اي دو چندجملـه  كـه در صـورت و مخـرج آن   اسـت  كسـري  تـابعي

مبهم وقتي حالت ،وجود دارد yو xبرحسب


  كنيم:عمل مي زير به ترتيب ،دهدرخ مي 

مخرج كسر به غير از مبدأ در نقـاط ديگـري    آيا ،به عبارت ديگر .در همسايگي محذوف مبدأ تعريف شده است يا خير fآيا تابع كه كنيمابتدا بررسي ميـ 1
امـا  در همسايگي محذوف مبدأ تعريف شـده نيسـت)    f(اين يعنير روي يكي از مسيرهاي گذرنده از مبدأ، مخرج كسر صفر شود اگ .شود يا نههم صفر مي

xzصورت صفر نشود، حد وجود نخواهد داشت. مثلاً در تابع
x y




2

2 yروي خطوط 2 x  ؛پس حد اين تابع در مبدأ وجـود نـدارد   ؛شوديمخرج صفر م 

وجـود   fحـد  معمـولاً كنيم عامل صفرشونده را از صورت و مخرج ساده كنيم. در اين صورت سعي مي ،، صورت كسر هم صفر شودهمان مسيراگر روي اما 

xخواهد داشت. براي مثال در تابع yz
x y





2 2
yخط روي  x شوند. بـا سـاده كـردن ايـن كسـر بـه عبـارت       مخرج و صورت هر دو صفر ميz x y  

  رسيم كه حد آن در مبدأ موجود و برابر صفر است.مي
)يي مخرج، نقطهاگر تنها ريشهـ 2 , )   ،تابعيعني باشدf  دهد:در اين صورت دو حالت زير رخ مي باشد،در همسايگي محذوف مبدأ تعريف شده  

xمثـال حـد توابـع    طـور بـه حد تـابع برابـر صـفر اسـت.      ،دتك جملات مخرج داشته باشر از تكي بيشتادرجه ،اگر هريك از جملات صورتالف) 
x y

3

2 2 ،

x y
| x | | y |

3
،x y

x y

3 3

2 xو 4 y
x y





3 5

2 23
)در  , )  در مثال برابر صفر است)x y

x y

3 3

2 xيدرجـه  كـه  دقت كنيـد  4 y3 شـود و لـذا از   در نظـر گرفتـه مـي    6، 3

  .تر است)مخرج بزرگدر  y4درجه

 ـ .تـابع حـد نـدارد    ،دباش ـ تك جملات مخـرج تر يا مساوي تكاگر درجه جملات صورت كوچك ب) xطـور مثـال توابـع   هب y
x y





2 2

2 2،xy
x y2 xو 2 y

x y


2 2   

)در , )  .حد ندارند  

تابعد توابعي مانند بررسي حدودر ـ 3
a b

m n
x y

x y
mمسيربهتر است   nx ky  درجـه كنـد.   يعني مسيري كـه جمـلات مخـرج را هـم     ،بررسي كنيدنيز را

  درجه شدن صورت و مخرج شود نيز در بعضي از سؤالات مناسب است.همچنين انتخاب مسيري كه باعث هم
sinمانند هرگاه از توابعي :3نكته  u،cos u،tgu،ue ي... در ضابطه وf  استفاده شده باشد، به اين شرط كـهu     تـوانيم از  مـي  ،كنـد ميـل

x)وقتي ،ها استفاده كنيم. براي مثالارزيهم , y) ( , ) 1 sin(xyارزيتوانيم از هممي 1 y) xy y  زيرا ؛استفاده كنيمxy y كند.به صفر ميل مي  

 يك از توابع زير در مبدأ مختصات حد دارند؟كدام :13مثال     

1 (x y
x y



   2 (x y
x y





2 2
2 2   3 (x y

x y

2 2
2 2   4 (x y

| x | | y |

2 2
   

 :در مبدأ مختصات حد دارد و حد آن برابر صفر است.4فقط گزينه ( ،فوق توضيحاتطبق   »4«گزينه  پاسخ (  
yروي خط) 1در گزينه ( x  پس حد وجود ندارد ؛) نيز درجه صورت و مخرج با هم برابر است2. در گزينه (بنابراين حد وجود ندارد ؛شودمخرج صفر مي.  
   شـود. زيـرا مخـرج كسـر در نقـاطي بـه جـزء مبـدأ نيـز صـفر مـي           ؛هم حد وجود نـدارد  باز ،) با وجود اينكه درجه صورت از مخرج بيشتر است3در گزينه (
f) اگر طراح سؤال مقدار3ي (در گزينه (x , y) را در نقاطي كهy x  توانست موجود باشد.كرد، حد مياست، به صورت جداگانه تعريف مي  
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 حاصل :14مثال
(x,y) ( , )

yxlim
x y 

2
4 2 

  كدام است؟ 
1( 2(1 3(4  .حد وجود ندارد (  

 : ابتدا حد را روي مسير  »3«گزينه  پاسخy   داريم در اين صورت .آوريممي دستبه:  y

(x,y) ( , ) x

yxlim lim
x y x



 
 



2

4 2 4


  

 oÃv¶    

yمسير يعني ؛درجه كندهم كنيم كه جملات مخرج راحالا مسيري را انتخاب مي x     :داريم در اين صورت .كنيمرا بررسي مي 2
y x

(x,y) ( , ) x

yx xlim lim
x y x x



 
 

 

22 4

4 2 4 4
1
2  

oÃv¶  

  چون حاصل حد روي مسيرهاي مختلف متفاوت است، پس حد وجود ندارد.
تـوان گفـت حـد    باشـد، مـي   استفاده كنيم و جواب وابسته بهاگر از مختصات قطبي درجه نيستند. در اين موارد در اين مثال، جملات مخرج همتوضيح: 

  توانيم به جواب به دست آمده اطمينان كنيم.اما اگر جواب عددي ثابت شد، نمي ؛وجود ندارد
 

 با چه شرطي حد  :51مثال
m n

p(x,y) ( , )

x ylim
(x y ) 2 2 

  اعدادي طبيعي هستند.) nو  p ،m( ؟وجود دارد  

1(m n p  2  2(m n p  2 3(m n p  2 1  4( m n p  2 1  
 :2«گزينه   پاسخ  «  

مبهم صورتبهحد موردنظر روش اول: 


mتر باشـد. درجـه صـورت برابـر    درجه صورت از درجه مخرج بزرگكه زم است است و براي وجود حد لا  n  و
mدبنابراين باي ؛باشدمي p2درجه مخرج برابر n p    باشد. 2

xبا توجه به وجودروش دوم:  y2 xكنيم. با جايگذاريختصات قطبي استفاده ميدر مخرج، از م 2 r cos  وy r sin  :داريم  
m n m n

m n p m n
pr r

r cos sinlim lim r cos sin
r


 

 

 
  2

2 
   

mبا اين شرط كه n p    بستگي نخواهد داشت. شود و بهمقدار حد صفر مي ،باشد 2
 

 ؟كندميكدام حد زير با بقيه فرق  حاصل :16مثال  

1 (
(x,y) ( , )

ylim
x y  

3

2 2  2 (
(x,y) ( , )

sin(xy)lim
x y  2 2  3 (

(x,y) ( , )

x ylim
x y  

2 2

2 2  4((x y)
(x,y) ( , )

lim (x y )e 

  
2 2  

 : 2«گزينه  پاسخ«    

  رج است و مبدأ تنها ريشه مخرج است، حد موجود و برابر صفر است.چون درجه صورت بيشتر از مخ): 1بررسي گزينه (

صورتبهدر اين صورت حد  .كنيمارزي استفاده ميدر صورت از هم): 2بررسي گزينه (
(x,y) ( , )

xylim
x y  2 آيد كه چـون درجـه صـورت و مخـرج     ميدر 2

  حد وجود ندارد. ،برابر است
  باشد، حد موجود و برابر صفر است.شتر از مخرج است و مبدأ تنها ريشه مخرج ميچون درجه صورت بي): 3بررسي گزينه (

xصورتبهحد موردنظر را ): 4بررسي گزينه ( y(x,y) ( , )

x ylim
e   

2 2
حد موجود و پس  ؛كندتر از صورت رشد ميمخرج سريعطبق قانون رشد،  نويسيم.مي 

    برابر صفر است.
 

 مقدار حد :17مثال
(x,y) ( , )

x ylim
y x





3 3
2 

  چقدر است؟ 

1( 2(1 3(2 4.حد وجود ندارد (  
 :بلكه روي مسير ،ي مخرج، مبدأ نيستدر اين مثال تنها ريشه  »4«گزينه  پاسخy x     .نـدارد بنـابراين حـد وجـود     ؛شـود مخرج كسر صـفر مـي   2

yاما اگر بخواهيم با انتخاب مسير، مسأله را حل كنيم روي مسيرهاي معمولي mx،y   ياx   شود. بهتر است مسيري را انتخاب مقدار حد صفر مي
yپس مسير ؛را از مخرج حذف كنيم x2يدن به اين هدف بايدبراي رسدرجه كند. كنيم كه جملات صورت و مخرج را هم x mx  2   ناسب است. م 3

x x x

x ( x mx ) x x ( mx) xlim lim lim
m( x mx ) x mx mx  

     
  

  

3 2 3 3 3 6 3 3

2 3 2 3 3
1 1

  
¾]nj ¸ÄoTμ¨  

  بنابراين حد وجود ندارد.
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  ضرايب لاگرانژروش آوردن ماكزيمم و مينيمم توابع مقيد با استفاده از  دستبه         

  يك تابع را تحت قيود يا شرايط جنبي پيدا كنيم. به طور مثال فرض كنيـد دو نـوع كـالاي    مينيممخواهيم ماكزيمم يا سازي مياز مسائل بهينه ياريدر بس
I وII شوند ودر يك كارخانه توليد ميf (x, y) ز فروش اين دو نوع كالا باشد كهسود حاصل اx تعداد كالاي از نوعI وy   تعداد كـالاي از نـوعII   .باشـد

,g(xهشود يعني مقيديم تحت رابطاما توليد اين دو نوع كالا توسط سرمايه كنترل مي y) c خواهيم تابعكار كنيم. در نتيجه ميz f (x, y)   را در بـين
,x)تمام y)هاي صادق درg(x, y) c .بهينه (ماكزيمم) كنيم  

روش ضرايب لاگرانژ ابتـدا ايـن روش را در مـورد يـك مثـال       براي يادگيريكنيم. ميبراي حل مسائلي به شكل فوق معمولاً از روش ضرايب لاگرانژ استفاده 
  دهيم.بريم، تا اصول كلي روش مشخص شود. سپس روش را در حالت كلي مورد بررسي قرار ميساده به كار مي

 تابع مينيمممقدار   :21مثالf (x,y) x y 2 xرا با شرط 2 y 2 1 آوريد. دستبه  
 :پاسخ    

,g(xصورتبهشرط داده شده در مسأله را روش اول (روش ضرايب لاگرانژ):  y) x y   2 1  نويسيم. (يعني كل معادله را به يك طرف منتقـل  مي
  دهيم.)و مساوي صفر قرار مي

  را حل كنيم:يا ماكزيمم كافي است دستگاه زير  مينيممطبق روش لاگرانژ براي يافتن 

x x

y y

g(x, y) : ( )
f g
f g

 


 
  

¾²Dv¶ Šo{
  

هاي مورد نياز به اين صورت گيرد، و بقيه معادلهدر واقع همواره در روش لاگرانژ همواره شرط داده شده در مسأله به عنوان يك معادله مورد استفاده قرار مي
) قـرار  xبرابر مشتق شرط بر حسب همان متغير (مثلاً گيريم و آن را مساوي) مشتق ميxشوند كه از تابع موردنظر بر حسب يك متغير (مثلاًنوشته مي

  آيد:زير در مي صورتبهد اين مثال دستگاه لاگرانژ گويند) در موررا ضريب لاگرانژ مي كنيم. (دهيم. و اين كار را براي همه متغيرها تكرار ميمي
x y x y ( )
x x ( )
y y ( )

    
      
     

2 1 2 1 1
2 1 2 2
2 2 3

 
  

yشود) نتيجه مي3) و (2از معادله ( x x  ) خواهيم داشت:1، كه با جايگزيني در معادله (2 ( x) x , y    2 2 1 2 4  
xبه ازاي  yو 2  fبرابر fمقدار تابع 4 ( , )   2 22 4 2 4 2 آيد.مي دستبه  

محاسـبه و در تـابع مـوردنظر     هاي متغيرها را برحسب يكي از آنهمهتوان در برخي مسائل به جاي استفاده از روش لاگرانژ، ميروش دوم (روش جايگذاري): 
توانـد يـك جـايگزين هميشـگي بـراي روش لاگرانـژ       آورد، ولي اين روش نمي دستبه وجود آمدهي بهيك متغيرهتابع  مينيممس ماكزيمم يا جايگزين كرد و سپ

xشوداز شرط داده شده نتيجه مي توانيم از اين روش استفاده كنيم.اما در اين مثال مي باشد. y 1 2كه با جايگزيني در تابع ،fخواهيم داشت ،:  
f (y) ( y) y y y     2 2 21 2 1 4 5     

  دهيم.مساوي صفر قرار مي yمشتق آن را بر حسب مينيمماست، براي يافتن مقدار  yآمده در بالا فقط بر حسب متغير دستبهتابع 
f (y) y y      4 1 4     

yبه ازاي  x، از شرط4 y 2 1 مقدارx  )Aمينيممآيد. يعني مانند روش لاگرانژ نقطه مي دستبه 2 , )2   است. 2تابع برابر مينيممو مقدار  4
حل نمود. (فقـط توجـه داشـته     لاگرانژ يعني ضريب توان روش لاگرانژ را بدون دخالت دادندر اغلب مسائل مي(روش ساده شده لاگرانژ): روش سوم 

ولي شرط داده شـده   ،ير باشدتابع اصلي شامل سه متغ در حالتي كهكند ولي تر ميها محاسبات را سادهباشيد كه اين يك روش تستي است و در اكثر تست
  .كند، استفاده از آن مشكلاتي را ايجاد ميدر مسأله شامل دو متغير باشد

گيريم كه ها كسرهايي در نظر ميشود، و براي نوشتن ساير معادلهدر اين روش شرط داده شده در مسأله، مانند روش اصلي به عنوان يك معادله استفاده مي
  دهيم، يعني:باشد و اين كسرها را مساوي هم قرار ميمشتق شرط بر حسب همان متغير ميها آن حسب يك متغير و مخرج مشتق تابع برها آن صورت

yx

x y

g(x, y)
ff

g g



 



  

  آيد:زير در مي صورتبهدر اين مثال دستگاه فوق 
x y ( ) : ( )
x y ( )

   





2 1 1
2 2 21 2
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y)،2از معادله ( x x  شود:) نتيجه مي1كه با جايگزيني در معادله ( آيدمي دستبه2 ( x) x , y z         2 22 2 1 2 4 2 4 2    
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

  خواهيم صورت دقيق آن را نيز بيان كرده و نتايج آن را مرور كنيم.اكنون كه با روش لاگرانژ به صورت عملي آشنا شديد، مي
P(xمرتبـه اول پيوسـته در همسـايگي نقطـه     جزئـي هـاي  داراي مشتق gو fفرض كنيدقضيه (قاعده ضرايب لاگرانژ):  , y ,z )     باشـند، و نقطـهP  

,g(xيك نقطه مرزي سطح Pبه طوري كه نقطه ،باشد fنقطه اكسترمم تابع  y,z) c نباشد و در نقطهP  ،نقطـه  گـاه آنگراديان مساوي صفر نباشدP 

,g(xدر دستگاه y, z) c

f g



  
  كند.صدق مي  

  توضيحات در مورد قضيه:
  گويند.را ضريب لاگرانژ مي در قضيه بالا) 1
fدر قضيه بالا در معادله Pنقطه) 2 (P) g(P) O  

  كند، زيرا طبق معادله دوم دستگاهصدق ميf (P)
وg(P)

 .موازيند  
fبردار) 3 (P)

 بر سطح رويهg(x, y,z) c در نقطهP(x , y ,z )    .عمود است  
  نخواهند بود.  fكنند لزوماً نقطه اكسترمم تابعنقاطي كه در دستگاه فوق صدق مي) 4

  

 ماكزيمم تابع  :22مثالf (x,y,z) Lnx Lny Lnz   x، روي يك هشتم كره3 y z  2 2 2 xبا شرط 25  ،y  ،z  كدام است؟ ،  
1(Ln25 15  2(Ln75 15 3(Ln75 5  4 (Ln125 5  
 :كنيم، در اين صورت داريم:از روش ضرايب لاگرانژ استفاده مي»  2«گزينه  پاسخ  

x y z , x , y , z

z z( x, y, z) ( , , ) x y x y
x y z

      



         


2 2 2

2 22 2 2 2

25
1 1 3 22 2 2 2 2 3 3

  
  

zxاز معادله y 
2

2 2
xو جايگزيني در 3 y z  2 2 2   شود:، نتيجه مي25

x x x x x x , y , z          2 2 2 2 23 25 5 25 5 5 5 15  
Lnبرابر fماكزيممدر اين صورت  Ln Ln Ln  5 5 3 15 75 15   

 

 مقدار ماكزيمم تابع  :23مثالw x y z  2 xبا شرط 2 y z  2 2 2   چقدر است؟ 36
1(12 2(18 3(24 4 (36  

 :كنيم:ثال از روش لاگرانژ ساده شده استفاده ميبراي حل اين م»  2«گزينه   پاسخ  
x y z ( )

( )
x y z

    



 


2 2 2 36 1
2 1 2 22 2 2


  

xشود)، (با طرفين وسطين) نتيجه مي2از معادله ( z y   صورتبه) 1در اين صورت معادله ( .y2دهيمقرار مي zو x)، به جاي1. بنابراين در معادله (2
)  آيد:در مي مقابل y) y ( y) y y        2 2 2 22 2 36 9 36 2   

yبه ازاي  2،x z  )Aآيـد يعنـي بـه نقطـه    مـي  دسـت به 4 , , )4 2 yرسـيم. بـه ازاي  مـي  4  2، x z  4  آيـد يعنـي بـه نقطـه     مـي  دسـت بـه
B( , , )  4 2   آيد.مي دستبه -18برابر  wمقدار Bو در نقطه 18برابر  wمقدار Aرسيم، در نقطهمي 4

  
 كه ارتفاع در هر نقطه دلخواه مانند وجود دارداي كوهستاني منطقه :24مثال(x,y)  از اين ناحيه برابـرf (x,y) x y y 2 اسـت. در ايـن ناحيـه     34

xمنحني xoyراهي وجود دارد كه تصوير آن بر صفحه y 2 22     ترين نقطه واقع در اين مسير كدام است؟ترين و پستاست. مرتفع 6
  )Harvard(از سؤالات رياضي عمومي دانشگاه 

  : ارتفاع نقاط، همان تابعپاسخf خواهيم ماكزيمم و مينيمماست و در واقع ميf را با شرطx y 2 22 آوريـم. از روش ضـرايب لاگرانـژ     دستبه 6
  كنيم:استفاده مي

y 
 يا   2

x y
xy ( x) x( y ) x

x y ( y)

  


      


  

2 2

2 2

2 6
8 4 4 2
4 3 2

   

xاگر   گاهآنy   )Aخواهد بود يعني نقاط 6 , )6 وB( , ) 6 آيند.مي دستبه  

yبا جايگذاري رابطه 
 x  شود:در معادله سوم نتيجه مي 2 yx ( ) ( ) x     

            
2 22 2 22 62 2 24 3 6 42 16 8 4

¾²jI•¶ nj  
به ازاي  )C، نقاط4 , )1 )Dو 2 , )1 و به ازاي 2  4 نقاطE( , )1 )Fو 2 , ) 1 آمـده   دسـت بـه در نقـاط   fآيند. با مقايسه مقـادير مي دستبه 2

,Eترين وبيش Dو Cمشخص است كه نقاط F .كمترين ارتفاع را دارند  
f ( , ) , f ( , ) , f ( , ) , f ( , ) , f ( , ) , f ( , )             6 6 6 6 6 6 1 2 16 1 2 16 1 2 16 1 2 16   
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 متر مكعب بسازيم، ابعاد اين استخر بـراي اينكـه كمتـرين مصـالح      32خواهيم يك استخر روباز به شكل مكعب با حجم ميمطابق شكل  :25مثال
  ن مصرف شود، كدام مقادير بايد باشد؟ساختماني در ساخت آ

1(x , y , z  4 2 4  2(x , y , z  2 16 1  

y x 

z 

 
3 (x , y , z  4 4 2  4 (z , x , y  4 2 4  

  : از طرفي مساحت اين استخر با توجه بـه اينكـه روبـاز     .احت آن مينيمم شودبراي اينكه كمترين مقدار مصالح مصرف شود بايد مس»  3«گزينه پاسخ
Sصورتبهاست  xy yz zx  2 Vلذا با شرط قابل بيان است. 2 xyz                   مينيمم گردد: Sبايد 32

y z (yz) ( )
x z (xz) ( )
y x (xy) ( )

  
   
   

2 1
2 2

2 2 3
  

zx          ، داريم:ضرب كرده و از هم كم كنيم y) را در2و رابطه ( x) را در1اگر رابطه ( zy z(x y) x y      2 2 2   
x) خواهيم داشت3) و (1كيب روابط (به همين ترتيب از تر z Vلذا داريم:، 2 xyz z z z z z z x , y            3 32 2 32 4 8 2 4 4  

 
 كرهتوان داخل نيمحجم بزرگترين مكعب مستطيلي را كه مي :26مثالx y z a  2 2 2 2،z محاط كرد، چقدر است؟ ،  

1 (a3 3
3  2 (a3

2  3 (a34 3
9  4 (a33 3

8  

 :يفرض كنيم نقطه  »3«گزينه  پاسخP(x, y, z) 1رأسي از اين مكعب باشد كه در
كره قرار دارد. در اين صورت طول، عرض و اول و روي سطح نيم 8

zيكرهشد ولي در اين مثال فقط نيممي z2ي كامل را داشتيم، ارتفاع مكعب همخواهد بود. (اگر كره zو  x2،y2ارتفاع مكعب مستطيل به ترتيب    را
Vداريم.) بنابراين حجم مكعب مستطيل ( x)( y)z 2 gباشد كه تحت قيدمي 2 : x y z a  2 2 2   بايستي ماكزيمم شود.  2

Pyx z

x y z

VV V yz xz xy y z x z , z x y x x y z x y z
g g g x y z

             
1

2 2 2 2 2 2 2 84 4 4
2 2 2

SwH −»H nj
  

xيبا توجه به معادله y z a  2 2 2 xداريم 2 a2 axپس 23 y z  
3

aVو  xyz 
34 34 9.  

ي اكسـترمم وقتـي رخ   گاه در قيد داده شده و تابع داده شده، تبديل هر جفت از متغيرها به يكـديگر معادلـه را عـوض نكنـد، نقطـه     طور كلي هربهتوضيح: 
xدهد كهمي y z  .باشد  

 

 هي مماس بر كركمترين حجم محدود به محورهاي مختصات و صفحه  :(سخت) 72مثالx y z  2 2 2 xي، در يك هشتم اول ناحيه1  ،y   
zو   كدام است؟  

1 (3  2 (3
4  3 (3

2  4 (2 3  

   :كنيم كه صفحه مذكور در نقطه به مختصاتفرض مي»  3«گزينه پاسخA(x , y ,z )   بر كرهx y z  2 2 2   مماس باشد. 1
f  بردار عمود بر سطح كره در اين نقطه برابر است با: : x y z   2 2 2 1  

A(x ,y ,z )f ( x, y, z) ( x , y , z )  2 2 2 2 2 2  
  


 

: معادله خط عمود بر سطح x y zf (x x ) f (y y ) f (z z )          
x (x x ) y (y y ) z (z z )     2 2 2        
x x x yy y zz z     2 2 22 2 2 2 2 2        

xبا توجه به اين كه y z  2 2 2 1   باشد، داريم:مي  xx yy zz  1    
)Aنقاط تلاقي اين صفحه، با محورهاي مختصات به ترتيب برابر است با , , )

x
1

  وB( , , )

y
1


  وC( , , )
z
1


  باشد.مي  

V  باشد كه داريم:دست آمده توسط اين نقاط روي محورهاي مختصات ميهدف ما پيدا كردن ماكزيمم حجم هرم به abc
1
  حجم هرم 6

V ( )
x y z


1 1
6   

  

xا توجه به اين كهب y z  2 2 2 1   ها با هم برابر باشـند،  ها وقتي ماكزيمم است كه عاملآن ضربحاصلباشد، پس مجموع متغيرها، مقدار ثابتي است، مي

xيعني: y z    :و داريم  x x x    x    x y z V
( )

              2 2 2 2
3

1 1 1 1 9 31 3 1 6 6 23 3 3
3
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توابع چند متغيره:  سومفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

A

C´B´

M
H

B
C

x y z z
yz xz xy x y , z z x z z z z

x y z

    



               

2 2 2

2 2 2 2 2 2

9 9 4 72 324

8 72 18 8 72 4 72 32418 18 8 72
´ÃÀjÂ¶ nHo¤ kÃ¤ Á¾²jI • ¶ nj

z z (z )(z ) z , z          2 12 27 9 3 9 3 

 كنيم. حجم اين مكعب چقدر است؟، مكعب مستطيلي با بيشترين حجم محاط مي3و شعاع قاعده  9در مخروط قائم با ارتفاع   :(سخت) 28مثال  
1( 12  2(6 2 3(12 2  4 (6  
 :عب مستطيل را به ترتيـب با توجه به شكل مقابل، اگر طول، عرض و ارتفاع مك»  1«گزينه  پاسخx،y وz    بنـاميم، طبـق

BHMقضيه فيثاغورث در مثلث


yبرابر BHكه در آن 
xبرابر MHو 2

xداريم: ،باشدمي 2 yx yBM


  
2 22 2

4 4 2.   

ABCهـاي تشـابه در مثلـث  حـال طبـق    برابر است زيرا هر دو شـعاع يـك دايـره هسـتند.     BMبا BCياندازه


 

ABو C

  توان نوشت:مي                        

x y
x yAB BC z z

AB B C


 

    
  

2 2
2 29 92

9 3 3 2
  

x y ( z) (x y ) ( z)       2 2 2 2 23 2 9 9 4 9  
(x y ) z z x y z z         2 2 2 2 2 29 324 72 4 9 9 4 72 324  

Vخواهيمبنابراين مي xyz :را با قيد فوق بهينه كنيم  
  
  
  

      
zبه ازاي  x:داريم 9 y  ، پسV  ، اما به ازايz  x:داريم 3 y  Vو در نتيجه 2 12 .بيشترين حجم مكعب است  

 

,A(xكنيم، چون فاصله يك نقطه دلخواه مانند (يا ماكزيمم) مينيممهيم فاصله منحني يا رويه را از مبدأ اي بخواهر گاه در مسأله :توجه y) ياA(x, y, z) 
d(در فضا) از مبدأ برابر x y 2 dيـا  2 x y z  2 2 fاز باشـد، بـه جـاي آن بـه ترتيـب     مـي  2 (x, y) x y 2 fو 2 (x, y, z) x y z  2 2 2 

يـا   مينـيمم نيز  dيا ماكزيمم شود، فاصله يا همان مينيمم fباشد و وقتيتر از حالت راديكالي ميكنيم. چون محاسبه مشتق دو تابع اخير سادهاستفاده مي
a)يدر حالت كلي، اگر بخواهيم فاصله از نقطه شود.مم ميماكزي , b ,c) تابعرا مينيمم (يا ماكزيمم) كنيم ،f (x, y, z) (x a) (y b) (z c)     2 2 2   

  گيريم.ميرا در نظر 

 بيشترين و كمترين فاصله منحني  :29مثالx xy y  2 2   مختصات چقدر است؟ از مبدأ 12

1( 2 2و 6 2  2 (2 6
6و 3

2  3 (3 6
2و 2 6

3  4 (3 2و  6 3  

 :دهيمقرار مي»  1«گزينه   پاسخf (x, y) x y 2 ,g(xرا بـا شـرط   fخواهيم مقـادير اكسـترمم تـابع   ، در اين صورت مي2 y) x xy y    2 2 12  

  كنيم:آوريم. از روش لاگرانژ ساده شده استفاده مي دستبه
x xy y ( )

x y x xy xy y x y ( )
x y x y

    



        

2 2

2 2 2 2

12 1
2 2 2 4 4 2 22 2


¸Ã‰w» ¸Ã oŠ  

yشود) نتيجه مي2از معادله ( x ) شود:) نتيجه مي1، كه با جايگزيني در معادله  
y x x x x x , y f (x, y)              2 2 2 12 2 2 4 4 8  
y x x x x x , y f (x, y)               2 2 2 12 2 3 2 3 12 12 24  

8بنابراين كمترين فاصله برابر 2 24و بيشترين فاصله برابر 2 2   خواهد بود. 6
 

 نزديكترين و دورترين نقاط روي كرهفاصله  :30مثالx y z  2 2 2 )Pاز نقطه 9 , , )4 3   چقدر است؟ 12
  16و  6) 4 8و9)3 16و1)2 15و9)1
  : 2«گزينه پاسخ«    
اي دلخواه درون يا بيرون كـره  نقطه Pمركز كره و Oشعاع كره و Rبا توجه به شكل مقابل اگروش اول: ر

OPيــا همــان BPاز كــره برابــر Pباشــد، بيشــترين فاصــله نقطــه R  و كمتــرين فاصــله نقطــه از كــره
AP | OP R |      و 3است. در اين سؤال شـعاع كـره برابـرOP    2 2 24 3 12 اسـت، بنـابراين    13

كمترين فاصله 13 3 1 و بيشترين فاصله 13 3     ست.ا 16
,x)فاصله نقطه دلخواه مانندروش دوم:  y,z) روي سطح كره از نقطه( , , )4 3 x)برابر 12 ) (y ) (z )    2 24 3  خـواهيم عبـارت  باشد، يعنـي مـي  مي 12

(x ) (y ) (z )    2 2 24 3 xرا تحت قيد 12 y z  2 2   .توانيم از روش لاگرانژ استفاده كنيم كه طولاني خواهد بوددر اين صورت ميبهينه كنيم كه  9
 

RR

A

B

  P(x ,y , z )

O
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 هايي روي رويهنقطه :13مثالxy z 2 3   ترند؟پيدا كنيد كه به مبدأ نزديك 2
 :تابع فاصله از مبدأ پاسخf (x , y , z) x y z  2 2 F(xتوانيم تابعسادگي بيشتر مياست. اما براي  2 , y , z) x y z  2 2 را در نظر بگيريم و  2
gي مينيمم آن را با قيدنقطه : xy z 2 3   كنيم:دست آوريم. از روش لاگرانژ به اين صورت استفاده ميبه 2

yx z

x y z

FF F x y z x yz y z , x y z y z
g g g y z xyz xy z

       2 3 3 3 2 2 2 2 4
2 3 3 2 2
2 2 2 4 2 6 2

2 3
    

gيدقت كنيد كه معادله : xy z 2 3   راحت كرده است. پس با ساده كردن عبارات داريم: zو x،yخيال ما را از بابت مخالف صفر بودن 2
x y , x z y x , z x      2 2 2 22 3 2 3  

xy  داريم: gيبا جايگذاري اين نتايج در معادله z x( x )( x ) x x x
 

            
3 1

2 3 2 3 6 6 2 42 2 3 3 2 6 3 2 3 3  

y  آيند:نيز به سادگي از نتايج قبلي به دست مي zو yمقادير x ; z x
 

          
1 1 1 1
4 2 4 42 3 2 3 3 3 3  

gيالبته توجه داشته باشيد كه در معادله : xy z 2 3 بايد هم علامت باشـند يعنـي يـا هـر دو      zو xتواند به دلخواه مثبت يا منفي باشد امامي yمقدار 2

)مثبت باشند يا هر دو منفي باشند. پس نقاط , , )
 


1 1 1
4 4 43 3 2 )و 3 , , )

 
  

1 1 1
4 4 43 3 2   د.جواب مسأله هستن 3

 

gرا تحـت دو قيـد   fتـابع   مينـيمم اگر بخواهيم ماكزيمم يـا   :1نكته  (x, y, z) c1 gو 1 (x, y, z) c2 آوريـم، كـافي اسـت دسـتگاه      دسـت بـه  2
g (x, y, z) c
g (x, y, z) c

f g g

 



      

1 1
2 2

1 1 2 2
  

gهايرويهتوان يرا حل كنيم، ولي معمولاً م  (x , y , z) c1 gو 1 (x , y , z) c2 ها بـه  آن از zبا حذفرا با هم برخورد داد و  2

h(xقيد مانند يك , y) c و مانند روش لاگرانژ با يك قيد عمل كرد. رسيد  
 يصفحه :32مثالx y z  2 zوار، سهمي2 x y 2 تـرين و  هايي روي اين بيضي كـه بـه مبـدأ نزديـك    كند. نقطهرا در يك بيضي قطع مي 2

  دورترين هستند را پيدا كنيد.
1 (( , , ) 1 1 )ترين ونزديك 2 , , )1 1 1

2 2 )) 2  دورترين. 2 , , )1 1 1
2 2 )ترين ونزديك 2 , , ) 1 1   دورترين. 2

3 (( , , )
1 1 1
2 2 )ترين ونزديك 2 , , )1 1 ) )4  دورترين. 2 , , )1 1 )ترين ونزديك 2 , , )

1 1 1
2 2   دورترين.2

 :عفاصله از مبدأ توسط تاب  »2«گزينه  پاسخf (x , y , z) x y z  2 2 اـبع آيد. اما براي سادگي بيشتر ميدست ميبه 2 F(xتوانيم ت , y , z) x y z  2 2 2 
gرا با دو قيد Fهاي مقيدرا در نظر بگيريم. ما اكسترمم : x y z  1 2 gو 2 : x y z  2 2

2  كنيم با حـذف ا سعي ميخواهيم. ابتدميz   از ايـن دو
xداريم g1ياي برسيم كه يك قيد داشته باشد. از معادلهقيد به مسأله yz  


2

  داريم: g2و قيد F، بنابراين با قرار دادن اين تساوي در تابع 2

( x y)F(x , y) x y

x yx y

  
  


    

22 2

2 2

2
4

2
2 

  

  بناميم. با انجام محاسبات داريم: hتوانيماين قيد جديد را مي
F(x , y) ( x y xy x y )

h(x , y) ( x y x y )

      

      


2 2

2 2

1 5 5 2 4 4 44
1 2 2 22 

  

yx  كنيم:اكنون از دستگاه لاگرانژ به اين صورت استفاده مي

x y

( x y ) ( y x )FF
h h ( x ) ( y )

   
  

 

1 11 2 4 1 2 44 4
1 14 1 4 12 2

 
  

yبينيم كهكردن عبارات مي م طرفين وسطين و سادهبا انجا x    ياسـت. (هرگـاه در ضـابطهF(x , y)  و شـرطh(x , y)    تبـديلx  بـهy وy  بـهx 
yي اكسترمم روي خطها را تغيير ندهد معلوم است كه نقطهمعادله x قرار دارد.) حالا با جايگذاريy x ي قيد داريم:در معادله  

[ x x x x ] x x x , x            2 2 21 12 2 2 2 1 12 2   

yحالا به نتايج x وx yz  


2
xدست آورديم توجه كنيد. اگركه قبلاً به 2 

1
yباشـد،  داريـم   2 

1
zو 2  1

x. اگـر 2  1   باشـد، داريـمy  1 

zو  )ي. در نقطه2 , , )1 1 1
2 2 fداريم 2 x y z   2 2 2 3

)يو در نقطه 2 , , ) 1 1 fداريم 2    ) درست است.2ي (. پس گزينه6
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