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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

  انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني :1درسنامه 
  

را با هم ياد بگيريم. (نظر شخصـي  » انتگرال روي منحني«تر و يا به عبارت صحيح» انتگرال روي خط«خواهيم مبحث جديدي تحت عنوان در اين بخش مي
هـا  گيريم تا روي خط! اما چون در كتـاب فصل روي منحني انتگرال مي تر است، چرا كه اصولاً ما اغلب در اينبنده اين است كه انتگرال روي منحني صحيح

  بريم!)شود ما هم در اين كتاب اين عبارت را بيشتر به كار ميبيشتر انتگرال روي خط استفاده مي
دهـم مشـكل شـما را بـراي     هيچ ترديدي نيست اكثر دانشجويان در درك مطالب اين مبحث دچار مشكل هستند، اما اگر كمي به كار دل دهيـد! قـول مـي   

ــوع انتگــرال    ــن ن ــورد اي ــا در م ــريم ســراغ آمــوزش! بحــث م ــا بِ ــه دو بخــش اصــلي  هميشــه حــل كــنم! ام ــ انتگــرال خــط 1هــا ب ــدديـ ــع ع   و تواب
2 كنيم.شوند كه ابتدا انتگرال خط توابع عددي را بررسي ميبندي ميدسته ،توابع برداريـ انتگرال خط  

ـ انتگرال روي منحني براي توابع عددي 1  
  

fمثلاً» تابع عددي«خواهيم انتگرال يك در اين حالت ما مي (x, y) xy اما قبـل از ورود كامـل بـه بحـث، بهتـر       .را روي يك منحني يا خط حساب كنيم
bيم حاصـل انتگـرال  خواسـت ) مي1خاطر شريفتان باشد؛ وقتي در رياضي عمومي ( است ابتدا كمي با مفهوم انتگرال روي خط آشنا شويم. اگر

a
f (x)dx  را

fحساب كنيم، از تابع (x) يدر فاصلهaتاbروي محورxگرفتيم. خبُ اگه محورها انتگرال ميxيك خـط صـاف افقـي نبـود! در واقـع همـين انتگـرال        ها 
b
a

f (x)dx شدرا ميyμwHÔ!گذاشت انتگرال روي منحني  
  )شد!!زشت مي چقدر واقعاً محور اينجوري كه(بود،  مقابل صورتبهها xاگر مثلاً محوريعني 

bنتگرالا ؛شدمياونوقت 
a

I f (x)dx  ، گـذاري كـرد!   نـام  منحنـي انتگرال روي را  

bتوان گفت؛ انتگراليا به عبارت ديگر مي
a

f (x)dx ) ياد 1كه در رياضي عمومي (
  ها (روي يك خط صاف و افقي) بود.xگرفتيم، به نوعي انتگرال خط روي محور

گيري عادي يگانه سر و كـار داريـم.   با يك انتگرال ،) هستيم، اما در حل اكثر سؤالات انتگرال روي منحني2توجه كنيد؛ درست است كه ما در كتاب رياضي (
fجا ما به جايجا ختم نميشه، چون در اينها به هميناما تفاوت (x) باf (x, y, z) با ،تردر حالت كمي ساده ياf (x, y) .سر و كار داريم  

و خبُ تا اينجا سعي كردم شما كمـي وارد بـاغ شـويد و نترسـيد و بدانيـد بحـث خيلـي هـم سـخت نيسـت. بـراي قـدم زدن آرام در بـاغ! ابتـدا بـا تـابع د                
fمتغيره (x, y) ه اگر تابع حتيكنيم و آگاه باشيد كشروع ميf (x, y, z) ها كـه بگِـذريم، شـما بـالاخره     ي اينهم باشه، ماجرا تفاوت چنداني نداره! از همه

  فرمول كه نميشه! پس بِريم سراغ فرمول و چند مثال آموزشي.  عشقِ فرمول هستيد و ما هم اعتقاد داريم بي
fفرض كنيد بخواهيم از تابع (x,y) روي منحنيC ي پارامتريبا ضابطهC(t) x(t)i y(t) j 

   ياز نقطهa ينقطه تاb  به طوري كـهa t b  
  ست:باشد، انتگرال بگيريم، فرمول محاسبه به شكل زير امي

b
t tC a

f (x,y)ds f[x(t),y(t)] x y dt    2 2  

دونـم نيـاز بـه توضـيح     خيال شُو، و به جاي اون، انتگرال سمت راستي رو حساب كنُ، مـي فارسي فرمول بالا يعني چي؟ يعني اين كه انتگرال سمت چپ بي
! براي اين كه از انتگرال سمت چـپ بـه انتگـرال    درصدي كه شايد نَدونن انتگرال سمت راستي داستانش چيه؟ بايد توضيح بِ يهنيست، ولي من براي اون  دم

fيسمت راست برسيم، بايد تو ضابطه (x, y)به جاي تمام ،x،هاx(t) و به جاي تمامy،هاy(t) م و همچنـين از قرار بِديx(t) وy(t)    مشـتق بگيـريم و
قرار بِديم.  dsضرب كنيم و به جاي dtدر ُهر كدوم رو به توان دو برسونيم و با هم جمع كنيم و يك راديكال هم بالا سر اونا بذاريم و در نهايت اين راديكال

  كند:نوشته شدند و ديگه خبري از متغيرهاي ديگر نيست! حل چند مثال موضوع را بهتر روشن مي tي متغيرها بر حسبتوجه داريد كه همه
 حاصل انتگرال  :1مثال

C
xyds كه در آنC ينحني پارامتري با معادلهمC(t) (cost)i (sint) j 

   يباشد، از نقطهميt   تاt 
   كدام است؟ 2

1( 1
2  2( 1  3( 2  4( 3  

 :يبــا توجــه بــه ضــابطه  »1«گزينــه   پاســخC(t)ح اســت؛، واضــx(t) cos t وy(t) sin tبنــابراين ،xy sin t cos t sin t 
1 ، از طرفــي 22

x (t) sin t   وy (t) cos t  :و لذا داريم  ds x (t) y (t) dt ( sin t) (cos t) dt sin t cos tdt dt dt         2 2 2 2 2 2 1 1  

تا ه ازگيري ساده و معمولي يگاني يك انتگرالهمه چي آماده
  شده است، بنابراين داريم: 2

1
2C

xyds ( sin t) dt sin tdt [ cos t] [ cos( ) cos ( )] [ ]
  

               22 21 1 1 1 1 1 1 1 1 12 1 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
    

a


b


y

x
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 اگر  :2مثالC داراي معادلات پارامتريx Ln( t )  yو 21 arctgt t  2 x، باشد، حاصل انتگرال3
C

I ye ds براي ،t  1 كدام است؟  

1( Ln 
 

2 3216 4  2( Ln 
 

2 3216 4  3( Ln 
 

2
24 4  4( Ln 

 
2

24 4  

 :در اين سؤال»  2«گزينه   پاسخx(t)،y(t) ي تغييراتو بازهtداده شده و بنابراين كافيستx (t) وy (t) را حساب كنيم و در فرمول قرار دهيم:  

t
t tx(t) Ln( t ) x (t) (x ) ، y(t) arctgt t y (t)
t ( t ) t

             
  

2
2 2

2 2 2 2
2 4 21 2 3 1

1 1 1
  

t t t
t t ( t ) t t t ( t )(y ) ( ) (x ) (y )
t ( t ) ( t ) ( t ) ( t )

               
    

2 2 2 2 4 2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 4 1 1 2 4 1 1
1 1 1 1 1

  

  بنابراين داريم:
Lnue uLn( t ) arctgt t dtI ( arctgt t )e dt I ( arctgt t ) dt dt dt

t t t t
           

       
21 1 1 1 11

2 2 2 2
12 3 2 3 2 3

1 1 1 1    
  

Ln 
 

2 3216 4I [(arctgt) ] [Ln( t )] [arctgt] (arctg ) Ln arctg ( ) Ln 
            

1
2 1 2 1 1 2 2 21 11 3 1 2 3 1 2 32 2 4 4    

  

 هرگاه  :3مثالC يخطي از نقطهپارهA( , )  تاB( , )1 حاصل گاهآنباشد،  1
C

(x y )ds   است؟ 2، چند برابر2

1( 2
3  2( 5

8  3( 5
6  4( 1

3  

 :يتر از حالت قبل شد، چون سؤال ضابطهخبُ ماجرا كمي سخت  »3«گزينه   پاسخC(t)   آوردن دسـت بـه را به وضوح اعلام نكرده اسـت. امـاC(t) 
yصورتبه Cي خطبراي اين سؤال چندان سخت نيست. واضح است؛ معادله x ي پارامتريتوان معادلهن يعني مياست و ايC   را بـا فـرضx t  و در

yنتيجه t :به شكل زير نوشت  
C(t) x(t) i y(t) j t i tj   

     
ds  بنابراين داريم: x (t) y (t) dt dt dt     2 2 2 21 1 2    

tصورتبه tبازه و تغييراتاز طرفي  1 ،ما فرض كرديم:چرا؟ چون كه  استx tبنابراين تغييرات ،t  مانند تغييـراتx   اسـت و چـونx از   1تـا 

5  بنابراين داريم:است،  1تا  ي تغييراتش ازهم بازه tتغيير كرده، 26C
t t(x y )ds (t t ) dt [ ] [ ]        

12 312 2 1 12 2 22 3 2 3
  

پارامتري كردن منحني ها   
  

تـر تعيـين   و از آن مهـم  Cي منحني پارامتريالخط، پيدا كردن ضابطههاي منحنييد حل سؤالات انتگرالرسد؛ كلهاي ذكر شده به نظر ميبا توجه به مثال
ي بحث، با هم چند تمرين در اين خصـوص  قبل از ادامه شود) به همين دليلبه وضوح داده مي Cباشد (البته در خيلي از سؤالات، منحني tحدود تغييرات

  دهيم.انجام مي

1 (C منحني از قسمتيy x )Aياز نقطه ،3 , )1 )Bيتا نقطه1 , )2     است. 8
yهايي به شكل كليدن منحنيترين و شايد بهترين نوع پارامتري كرراحت f (x)در نظر گرفتن ،x t و در نتيجهy f (t) باشـد، يعنـي  ميx t  و

yبنابراين t   زير است: صورتبه Cو لذا منحني پارامتري 3
C(t) t i t j  3   

xو چون 1 tصورتبهنيز  t، لذا حدود تغييرات2 1   باشد.مي 2

2( C منحنيy x

z x

 




2

xياز نقطه 3  xتا 1    باشد.مي 2

xبا فرض t ،گاهآنy t zو 2 t C(t)صورتبه C(t)و لذا 3 t i t j t k  2 3  باشد و چـون ، ميx 1  صـورت بـه نيـز   t، لـذا حـدود تغييـرات   2
t 1   است. 2

3(C ينقطهخطي است كه پارهA( , )2  ينقطه را بهB( , )2
  رساند.  مي 2

xكنـد، بـا فـرض ايـن كـه     تغييـر مـي  هـا  آن عـرض  چون طول دو نقطه ثابـت و فقـط    2 ،گـاه آنy t     اسـت و لـذا معادلـه پـارامتريC  صـورت بـه 

C(t) i tj  2  
yباشد و چونمي  

  2  داريموy tلذا ،t 
    خواهد بود. 2
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C(t)كلياستفاده از فرمول  ،ABخطروش ديگر براي پارامتري كردن پاره A (B A)t  
  .با جايگذاري مختصات نقاطاستA وB فرمـول بـه    در اين

C(t)يرابطه (x(t) , y(t))
 ي پارامتريمعادله منظور همانرسيم كه ميC(t) x(t) i y(t) j 

  در اين روش همـواره . استt 1    خواهـد بـود. در

)Aاين مثال با جايگذاري , )2  وB( , )2
C(t)  هيم داشت:خوا 2 A (B A)t ( , ) ( , )t ( , t) i tj , t  

            2 2 2 12 2 2
 

    

tتوجه داشته باشيد كه در اين روش كلي، همواره 1 است اما در روش اول با توجه به تغييراتy حدودt .را مشخص كرديم  

4 (Cينقطه كه طي استخپارهA( , , )1 1 ينقطه را بهB( , , )1 2     كند.وصل مي 1
C(t)نويسـيم كنيم. در ايـن روش مـي  ها استفاده ميخطابتدا از روش كلي پارامتري كردن پاره A (B A)t  

  و حـدودt   صـورت همـواره بـهt 1 
C(t)  هستند. پس داريم: ( , , ) ( , , )t (t , t , t) t i ( t) j ( t)k ; t                 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1

  
    

  را بنويسيم و سپس آن را پارامتري كنيم: ABي خطديگر آن است كه ابتدا معادله يك راه
A A A

B A B A B A

x x y y z z x y z zx y
x x y y z z ( )
      

        
      

1 1 111 2 1 1 1 2



  

xبا فرض  t ،گاهآنy t 1 وz t 2 xبه شكل زير است، دقت كنيد چون Cي پارامتريو لذا معادله 1 1و ،x t لذاt 1 باشدمي.  
C(t) t i (t ) j ( t )k , t
   

      1 2 1 1  
tصورتهر دو روش به از tين مثال خاص، تغييراتدر ا 1 اسـتفاده از   در روشطـور كـه گفتـيم؛    هماندست آمد. اين موضوع كاملاً تصادفي است. به

C(t)فرمول A (B A)t  
 هميشهt 1 ها، حدودروش اما در ساير ،استt شود.ي تغيير متغيرها مشخص ميبا توجه به محدوده  

5(C قسمتي از منحنيy | x |  1 )ياست كه نقطه 1 , )  ينقطه را به( , )2  كند.وصل مي  
  توجه به وجود قدرمطلق، بايد مسير را به دو بخش تقسيم كنيم:با 

C(t) C (t) C (t)x t C (t) t i tj ; tx ; x y t ; t
y

x ; x y t ; t C (t) t i ( t ) j ; t
                                

1 2 1

2

11 1
2 1 2 2 1 2 2 1 2

    
 

   

6 (C منحنيx y 2 2  است. 1

xهاي پارامترييكي از منحني y 2 2 x(t)صورتبه 1 cos t وy(t) sin t توان نوشت:است، چون ميcos t sin t 2 2 ، t، اما حـدود تغييـرات  1
tصورتبه  2 است. يادتان باشد به طور كلي دايرهx y r 2 2 C(t)صورتبهتوان را مي 2 (r cos t) i (r sin t) j

 
  امتري كرد.پار  

7 (C بيضيx y
a b

 
2 2
2 2   باشد كه مركز بيضي، مبدأ مختصات است.  مي 1

xكنيم؛براي اين بيضي فرض مي cos t
a
    و بـه عبـارت ديگـرx(t) a cos t همچنـين ،y sin t

b
   ديگـر  و بـه عبـارتy(t) bsin t   ي و لـذا معادلـه

C(t)به شكل Cپارامتري (a cos t) i (bsin t) j 
  باشد، حدود تغييراتميt  نيز براي بيضـيt  2         اسـت. يادتـان باشـد بـه طـور كلـي بيضـي

x y r
a b

 
2 2 2
2 C(t)صورتبهتوان را مي 2 (ra cos t)i (rbsin t) j 

 
  پارامتري كرد. 

8(C منحني تقاطع مخروطz x y 2 zيو صفحه 2    است.   2
xم و بنابراينرا قرار دهي 2، عدد zواضح است بايد به جاي y 2 2 xو بـه عبـارت ديگـر    2 y 2 2 ي پـارامتري ايـن دايـره    دانـيم معادلـه  و مـي  4

xصورتبه cos t yو 2 sin t   :زير است صورتبه Cيباشد و بنابراين معادلهمي 2
C(t) cos t i sin tj k  2 2 2

    
cosو با توجه به تغييرات t وsin tدر بازه صفر تا ،2لذا ،t   2 .خواهد بود  

9 (C محل برخورد صفحهy x و كرهx y z  2 2 2  در يك هشتم اول صفحه است. 4

y x رسيم:ي مقابل ميدهيم و به معادلهي دوم قرار ميرا در معادله  x x z x z     2 2 2 2 24 2 4  
كنم؛ حتماً بايد دو عبارت بر حسب سينوس و كسينوس باشند، براي جلوگيري از شود، راهنمايي مي 4چي قرار دهيم كه حاصل  zو xبه نظر شما به جاي

xدهم! فرض كنيد؛رسد بايد خودم جواب اتلاف وقت به نظر مي cos t zو 2 sin t   شود:، چون به شكل زير تساوي برقرار مي2

  ( cos t) ( sin t) cos t sin t , t 
     2 2 2 22 2 2 4 4 4 2  

tچون در يك هشتم اول صفحه است لذا 
  2 شود.در نظر گرفته مي  
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10(C منحني فصل مشترك كرهx y z  2 2 2 xيگون به معادلهو سهمي 3 y z 2 2   است. 2

x  قي دادن دو منحني داريم:با تلا y z
z z z z (z )(z ) z , z

x y z

                  
 

2 2 2
2 2

2 2
3 2 3 2 3 3 1 1 3

2
   

zاما  3      صـورت بـه ي سـهمي  قابـل قبـول نيسـت، چـون معادلـهx y z 2 2 xاسـت و چگونـه ممكـن اسـت     2 y2 برابـر بـا يـك عـددي منفـي       2
( z ( ) )   2 2 3 zبنابراين فقط شود!؟ 6 1 يمورد قبول است و به ازاي آن معادلهx y 2 2 ي را داريم و اين يعني يك دايـره داريـم كـه معادلـه     2
xپارامتري آن با فرض cos t yو 2 sin t C(t)  مقابل است: صورتبه 2 ( cos t) i ( sin t) j k  2 2 1

    
  اي به مركز مبدأ داريم.)است (چون دايره 2تا نيز از tو حدود تغييرات

  

  

روش حل انتگرال روي منحني (يا انتگرال روي خط)  
  

fراي تابعتوان مراحل حل انتگرال روي خط را ببا توجه به توضيحات داده شده مي (x, y, z) بندي نمود:به شكل زير دسته  
 zيـا  x،yرهـاي كنيم و با توجه بـه حـدود داده شـده بـراي متغي    پارامتري مي tرا بر حسب Cبه وضوح داده نشده باشد، ابتدا منحني C) اگر منحني1

  كنيم.  را براي انتگرال جديد تعيين مي tحدود
fي، درضابطهtبر حسب Cي) پس از تعيين ضابطه2 (x, y, z)   تمام متغيرهـا را بـر حسـب ،t  ي نويسـيم، در ايـن جايگـذاري بـا توجـه بـه ضـابطه       مـي

C(t) x(t) i y(t) j z(t)k  
  

 دهيم.قرار مي z(t)ها،zو به جاي تمام y(t)ها،y، به جاي تمامx(t)ها،xبه جاي تمام 

tيباشد كه همواره از ضابطهمي tبر حسب dsي بعدي نوشتن) مرحله3 t tds (x ) (y ) (z ) dt    2 2   شود.تعيين مي 2
 شود:داريم كه به راحتي با استفاده از فرمول زير محاسبه مي t) در اين مرحله يك انتگرال معين معمولي برحسب يك متغير4

b
t t tC a

f (x,y,z)ds f (x(t) ,y(t) ,z(t)) x y z dt      2 2 2  
 

 هـا تمـام خـواص    شود، بنابراين اين نوع انتگـرال با يك متغير تبديل ميبا توجه به اين كه انتگرال روي مسير در نهايت به يك انتگرال معين   :1تذكر
 C1،C2،C3از سـه قسـمت   Cرا به چند قسمت تقسيم كرد. مـثلاً اگـر   Cتوان انتگرال روي منحنيهاي معين را دارند و از آن جمله اين كه ميانتگرال

  ي مقابل را داريم:تشكيل شده باشد، رابطه
C C C C

f (x, y,z)ds f (x, y,z)ds f (x, y,z)ds f (x, y,z)ds     
1 2 3

   

 حاصل  :4مثال
C

x ds x، در امتداد فصل مشترك دو صفحه2 y z   وx y z  2ي، از مبدأ تا نقطه( , , )3 1   كدام است؟ 2

1( 9 2  2( 3 2  3( 9 14  4( 3 14  
 :فصل مشترك دو صفحه با تلاقي دادن دو صفحه  »4«گزينه   پاسخx y z    وx y z  2 ي شود كـه يـك خـط بـه معادلـه     ، حاصل مي

x z 2 3  است، با فرضx t ،گاهآنz t 
2
yو لذا 3 t

1
  زير است: صورتبه Cي پارامتريو بنابراين معادله 3

C(t) (t) i ( t) j ( t)k | C (t) | ( ) ( ) ds dt              2 21 2 1 2 1 4 14 14 141 13 3 3 3 9 9 9 3 3
     

3  بنابراين داريم: 14
C

tx ds t ( )dt [ ] ( )    
332 2 314 14 14 27

3 3 3 3 3
  

 

 اگر خم :5مثالC را قسمتي از هذلوليx y 2 2 )Aياز نقطه 1 , )1    يتـا نقطـهB(cosh ,sinh )2 حاصـل انتگـرال    گـاه آن، در نظـر بگيـريم،   2

C
x y ds 2 23   )Oxford) دانشگاه 2سؤالات رياضي عمومي (از (  كدام است؟ 3

1( sinh( )3 42  2 (cosh( )3 44  3 (sinh( )3 22  4 (cosh( )3 24  

 :شود، بايد 1ي هذلولي براي اين كه عبارت سمت چپ برابر با خبُ با توجه به معادله»  1«گزينه  پاسخx cosh t وy sinh t  و قسمت مهم حل
yنيز چندان سخت نيست، چون tاست، اما تعيين حدودtسؤال تعيين حدود sinh   sinhبنابراين 2 t sinh   tو لذا 2   باشد، حالا به مي 2

t  راحتي داريم: tC(t) (cosh t) i (sinh t) j ds (x ) (y ) dt sinh t cosh tdt       2 2 2 2   
  بنابراين داريم:

C
x y ds (cosh t sinh t) cosh t sinh t dt (cosh t sinh t)dt cosh( t)dt

  
         

2 2 22 2 2 2 2 2 2 23 3 3 3 3 2  

sinh3 42[sinh t] 23 22  
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 حاصل انتگرال  :6مثال
C

(x y)ds كه در آنC مثلثي با رئوس (محيط) دورگردO( , ) ،B ( , ) 1وA( , )1  ؟باشد، كدام استمي  

1( 2  2( 2 1  3(   4( 
12 4  

 :براي درك بهتر مسير  »2«گزينه   پاسخCكنيم:رسيم ميرا ت  
  است: AOو OB،BAشامل سه مسير متفاوت Cطور كه مشخص است مسيرهمان

C OB BA AO
(x y)ds (x y)ds (x y)ds (x y)ds           

  بنويسيم.معادلات پارامتري را پس براي هر سه مسير بايد جداگانه 

xداريم، OBدر مسير
y t


 

بنابراين ،OB i tj tj  
  
كهt 1 و در مسير استBA :داريم  

BA B (A B)t ( , ) ( , )t (t , t) t i ( t) j ; t             1 1 1 1 1 1
  

     
xداريم AOو بالاخره روي مسير t 1 وy   كهt 1:حالا با جايگذاري معادلات پارامتري داريم .  

C
(x y)ds ( t) dt (t t) ( ) dt ( t ) ( ) dt                

1 1 12 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1
  
     

t t[ ] [ t] [t ]        
2 2

1 1 1 1 12 2 2 12 2 2 2    
كه به صورت Cدر انتگرال توابع حقيقي روي مسير: توضيح

C
fds هستند، جهت حركت روي منحنيC كه همـواره   تأثيري بر جواب ندارد، به اين شرط

aحركت كنيد. وقتي روي يك مسير tدر جهت افزايش t b  ا را به صورتهاست، بايد كرانb
a .يوقتي از نقطهدر همين مثال،  بنويسيدA  به سمت

xاز xمقدار ،رويممي Oينقطه 1 تاx   ها را در جهت كاهشاهش است، اما ما نبايد انتگرالدر حال كt    ي حساب كنيم. به همـين دليـل از معادلـه
x t 1 كنيم كه با افزايشاستفاده ميt ازt   تاt 1 قدارمx به 1از ها شما را به خطرسد. در واقع استفاده از فرمول كلي پارامتري كردن پارهمي

xيمعادله t 1 رساند:مي  A (O A)t ( , ) ( , )t ( t , )       1 1 1      
  

 اگر  :7مثالC مسيري متشكل از خط صافC1 و منحنيC2 گاه حاصلمطابق شكل زير باشد، آن
C

( x y z)ds  3   ، كدام است؟2

1( 5/7  
2( 5/6  
3( 5/5  
4( 5/8  

2C

1C
1

2 2y z 1 

y

z

x

O

3

1

 

 
 :مسير داده شده براي اين انتگرال از دو بخش»  2«گزينه   پاسخC1 وC2     هـا را مشـخص   تشكيل شده است، ابتدا منحنـي پـارامتري هـر يـك از آن
)يخط صافي است كه نقطه C1كنيم؛مي , , )3 1  را به( , , )1  دو نقطه ثابـت  » عرض«كند، ارتفاع هر دو نقطه ثابت و برابر صفر است. همچنين وصل مي

xها به شكلي پارامتري خط واصل آنكند، بنابراين معادلهها تغيير ميآن» طول«است و فقط  1و برابر با  t , y , z  1  ود و لذا داريم:شنوشته مي    
C (t) t i j , t   1 3

 
  

zبخشي از دايره C2اما y 2 2 z  است كه در ربع اول قرار دارد، يعني داريم: 1 sin t , y cos t C(t) (cos t) j (sin t)k    
   

tرتصو، بهtاما از روي شكل واضح است حدود تغييرات 
  2طور صورت جبري اينتوانيم بهاست، اما اگر اين موضوع را از روي شكل متوجه نشويم! مي

yاستدلال كنيم؛ كه چون 1 وy cos tلذا ،cos t 1 اي كه كسينوس بيندانيم بازهو مي  كند، از صفر تـا تغيير مي 1تا
اسـت، بنـابراين    2

tگيريمنتيجه مي 
  2:پس داريم ،  

CC C
( x y z)ds ( x y z)ds ( x y z)ds         1 2
3 2 3 2 3 2  

( t ) dt ( cos t sin t) ( sin t) cos t dt ( t )dt ( cos t sin t)dt
 

                      
3 32 2 2 2 2 22 23 2 1 1 3 2 3 2 2
   

      

13
2

t[ t] [ sin t cos t] [ sin cos sin( ) cos( )]


  
                

32 2
23 3 3 272 2 2 3 2 2 6 12 2 2 2 2 

   

)Aي ابتـدا هـا هـم اسـتفاده كنـيم. نقطـه     خـط توانسـتيم از روش كلـي پـارامتري كـردن پـاره     مي C1در اين مثال براي پارامتري كردن , , )3 1   ي و نقطـه
)Bانتها , , )1  است. پس داريمC (t) A (B A)t ( t , , )    1 3 3 1


  روش هميشهو در اينt 1 .است  

  

  

  

x

y

A

B

O
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بررسي ميدان هايي كه كرل آن ها صفر است، اما پايستار نيستند  
  

curlFتيم؛ شرطگف قبلاًطور كه همان 

براي پايستار بودن ميدان ،F

 نيست. حالا به ذكر چند نمونه تـابع بـا ايـن     كافياست، اما شرط  لازم، يك شرط
Fكرلها آن پردازيم كه درشرايط معروف مي

 صفر است، اما ميدانF
 .پايستار نيست  

y  ترين توابع برداري به شكل مقابل است:در اين حالت يكي از معروف xF(x,y) i j
x y x y

  
 2 2 2 2

   

xيبه معادله Cبراي مثال كار انجام شده توسط ميدان فوق روي دايره y a 2 2   كنيم.ي پيموده شده است را حساب ميدر جهت مثلثات يكبار، كه 2
در واقع دنبال

C
F.dr
  هستيم. براي اين منظور ابتدا پايستار بودنF

كنيم:را بررسي مي  

y P (x y ) y( y) y xP
yx y (x y ) (x y )
     

    
  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2  

x Q (x y ) x(x) y xQ
xx y (x y ) (x y )

   
   

  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2  

Pبينيد تساويطور كه ميهمان Q
y x
 


 

F، برقرار است. اما نبايد ناشيانه حكم دهيم ميدان
 مبـدأ مختصـات   صفر شـدن مخـرج در   پايستار است! چرا كه، 

Fباعث ناپيوستگي تابع
 اي درون مرز؛ پس نقطهشده استC وجود دارد كهF

 هاي توانيم از روش گفته شده در مورد ميدانو لذا نمي در آن ناپيوسته است
  سازي است.رسيم و چاره كار استفاده از روش پارامتريبه حاصل اين انتگرال بپايستار 

C(t)با فرض اين كه (a cos t) i (a sin t) j
 

  وt   C  خواهيم داشت:، 2 (t) ( a sin t) i (a cos t) j   
   

a sin t a cos t sin t cos tF(x(t) , y(t)) i j i j
a a(a cos t) (a sin t) (a cos t) (a sin t)

     
 2 2 2 2

     

    بنابراين داريم:

2b
C a

sin t cos tF.dr F[C(t)].C (t)dt ( i j).[( a sin t) i (a cos t) j] (sin t cos t)dt dt [t]
a a

                 
2 2 22 2 2

  

       
Fشد، يعني عددي مخالف صفر، پس 2طور كه ديديد حاصل انتگرالهمان

  ،با وجود اين كه كرل آن صفر شده بود.پايستار نيست   
F(چون
 داراي حفره درونC يباشد و ناپيوستگي در نقطهمي( , )  (.دارد  

  
  
  
  
  
  
  
  
  را به خاطر بسپاريد:ها آن شود و بهتر استگونه سؤالات استفاده ميندو تابع برداري داريم كه زياد در اي :مهم نكته   

yاگر )1 xF i j
x y x y


 
 2 2 2 2

  ،توان ديد كه تابع پتانسيل آنبه سادگي مي گاهآنyf Arctg
x

 است كه همان باشد.در مختصات قطبي مي  

حاصل انتگرال گاهآنباشد،  نداشتهروي مبدأ قرار  Bيتا نقطه Aياز نقطه Cاگر خم باز الف)
C

I F.dr 
    برابـر بـاB A     اسـت كـهB  ي زاويـه

  است. Cي ابتدايي خمي قطبي در نقطهزاويه Aي انتهايي ودر نقطهقطبي 

حاصل انتگرال گاهآنكه مبدأ را دور نزند،  Cيبراي هر خم بسته )ب
C

F.dr
 .برابر با صفر است ،  

بار در جهت مثلثاتي طي شده است، حاصل انتگرال nي محصور توسط خم قرار داشته باشد وكه مبدأ در ناحيه Cيهر خم بسته برايج)  
C

F.dr
   برابر

  شود.)مي 2انتگرال برابر باحاصل با شرايط فوق يكبار در جهت مثلثاتي طي شود،  Cاست. (واضح است وقتي خم n2با

xميدان برداري) 2 yF i j
x y x y

 
 2 2 2 2

  توان ديد تابع پتانسيلرا در نظر بگيريد، به سادگي ميF
  صـورت بـهf Ln(x y ) 2 21

 اسـت كـه همـان    2

Lnr باشد.در مختصات قطبي مي  

حاصل انتگرال گاهآنطي شود،  Bيتا نقطه Aياز نقطه مبدأ روي آن قرار نداردكه  Cبازاگر خم الف) 
C

F.dr
  برابر باB ALnr Lnr است كهAr 

  باشد.مي Bيي شعاعي نقطهفاصله Brو Aيي شعاعي نقطهفاصله

، حاصلCيخم بستهبراي هر ب) 
C

F.dr
  برابر با صفر است. (در مورد اين ميدان مهم نيست خمC زنـد، در هـر دو صـورت    زند يا نميمبدأ را دور مي

  حاصل برابر با صفر است.)
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 ميدان گفته شده دچار مشكل شوند. اين دوستان بايد توجه كننـد مخـرج كسـرها در     ممكن است برخي داوطلبان در حفظ كردن نتايج دو  :3تذكر
تواند اين باشد كه؛ داوطلبان به ياد داشـته باشـند آن ميـداني كـه هـر دو      اين دو ميدان، يكسان است و تفاوت در صورت اين كسرها است. يك پيشنهاد مي

iدارد، و پشت مثبتي آن علامت مؤلفه


،x و پشتj


،y      قرار دارد (مطابق آنچه معمولاً در ذهن ما است، همه چي سـرجايش اسـت!)، حاصـل انتگـرالش
و همه چي سرجايش، حرف گوش كن) و آن ميداني كه سـر   مثبتبچه  شود (چه پسر خوبي!براي هر خم بسته كه مبدأ درون آن باشد و يا نباشد، صفر مي

iاست و تازه بر خلاف تصور معمول ذهـن مـا، پشـت    منفيهاي آن ناسازگاري دارد! يعني يكي از علامت
،y  و پشـتj

،x    !قـرار دارد، اَدا و اصـول دارد  
  كنـد!  گذارد و صفر توليد ميدهد و صرفاً اگر مبدأ درون آن نباشد، خيلي سر به سر ما نميتحويل مي 2يعني اگر مبدأ درونش باشد، لج بازي كرده و به ما

  (البته دوستان هر جوري كه راحت هستند، حفظ كنند!)

yArctgاز تابع رگاههتوجه: 
x

  كنيم، لازم است به علامتاستفاده ميx دقت كنيم تا مقدار را به درستي تشخيص دهيم. اگر مقدارx    ،منفـي باشـد

)Arctgدانيم كهرا اضافه كنيد. براي مثال همه مي دست آمده،ي بهبايد به زاويه ) 
1 )Aاست. حـالا فـرض كنيـد نقـاط     4 , )2 )Bو 2 , ) 2 ابتـدا و   2

yداريم Aيانتهاي مسير باشند. در نقطه
x
 

2 yهـم  Bينقطهدر ، 12
x


 


2 )Arctg دقتـي كنـيم در هـر دو نقطـه    پـس اگـر بـي    12 ) 
  1 را  4

A،xيكنيم: در نقطهطور عمل مياين xآوريم. اما با دقت به علامتدست ميبه   است پسArctg( ) 
  

2
2 B،x ي. در نقطـه 4     اسـت پـس 

Arctg( )  
     


2 5
2 4   طور محاسبه كنيم:اينرا  يدر واقع اگر بخواهيم دقت رياضي به خرج دهيم بايد زاويه 4

yArctg ; x
x

yArctg ; x
x

   
 





  

x)يكه نقطهاما با كمي دقت به اين , y) .در كدام ناحيه قرار دارد، نيازي به پيچيده كردن موضوع نداريم  

 مقدار  :20مثال
C

(x y)dx (x y)dy
x y

  

 2 2كه در آن ،C يدايرهx y a 2 2     ؟طي شده است، چقدر است مثلثاتياست كه يكبار در جهت 2

1( 2(2 3( 2 4 (4  
 :دايره»  3«گزينه  پاسخx y a 2 2 x              نويسيم:مي پارامتري صورتبهرا  2 a cos t , y a sin t , t    2  

  بنابراين: 2
C

(x y)dx (x y)dy (a cos t a sin t)( a sin t) (a cos t a sin t)(a cos t) adt dt dt
x y a cos t a sin t a

         
    

    
2 22 2

2 2 2 2 2 2 2     

توان به دو قسـمت  ؤال را ميي قبل نيز پاسخ داد، دقت كنيد كه انتگرال اين ستوان با توجه به نتايج دو تابع برداري گفته شده در نكتهالبته سؤال بالا را مي

  به شكل مقابل تفكيك كرد:
C C

y x x yI dx dy dx dy
x y x y x y x y


    
    2 2 2 2 2 2 2 2   

ماند انتگرال اول، گفتـيم حاصـل ايـن انتگـرال وقتـي در جهـت مثلثـاتي طـي         گفتيم انتگرال دوم روي هر مسير بسته برابر با صفر است، پس فقط مي خبُ
ت، اما چون يك علامت منفي پشت آن قرار دارد، حاصلاس 2شود، برابر بامي 2 شود.مي  

  

 اگر خم  :21مثالC قوسي از دايرهx y 2 2 )Aي، از نقطه4 , )2 )Bتا 2 , )2  در جهت مثلثاتي باشد، مقدار
C

ydx xdy
x y

 

 2   ؟برابر با كدام گزينه است 2

1 (


3
4  2 (3

4  3 (2  4 (  

 :نظر به اين كه »  2«گزينه  پاسخcurlF 

 وF

 انتهايي ي ناحيه داده شده پيوسته است، با توجه به مطالب متن كتاب، حاصل انتگرال اختلاف زاويه
)Aي ابتداييي نقاط ابتدايي و انتهايي را حساب كنيم. نقطهو ابتدايي است، بنابراين كافيست زاويه , )2 )Bي انتهايينقطه و 2 , )2  است، لذا داريم:    

3
4Arctg( ) Arctg , Arctg( ) I 

              


2 1 4 2 42


ÂÄHkTMH ÂÄI¿TºH ÂÄI¿TºH ÂÄHkTMH  

  

 فرض كنيد  :22مثالC يخطي متشكل از خط واصل نقطهپاره( , )1 )به 1 , )3   يخـط واصـل از نقطـه   و سپس پـاره( , )3   بـه( , ) 1    .باشـد  3
xاگر yF i j

x y x y
 

 
1 2 2 2 2

 وy xF i j
x y x y


 
 

2 2 2 2 2
  در اين صورت حاصل

C C
I F .dr F dr  1 2

   كدام است؟  

1 ((Ln )
1 1322 6  2 ((Ln )

1 1322 6  3 ((Ln )1 22 6  4 (Ln 
2 6  

    (ربع اول و چهارم)
  

 ربع دوم و سوم)(
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )2رياضي عمومي (

 :بـا توجـه بـه ايـن كـه منحنـي        »2«گزينـه    پاسخC    تـوان گفـت؛ تـابع پتانسـيل    كنـد، طبـق مطالـب مـتن كتـاب مـي      از مبـدأ عبـور نمـيF1
    برابـر بـا

f Ln(x y ) 2 2
1

1
F2و تابع پتانسيل 2

 برابر باyf Arctg
x

2  .در واقعاستf Lnr1 وf  2  .ي ابتداييدقت كنيد در اين سؤال نقطهاست( , )1  و نقطه 1

)انتهايي , ) 1     :است. پس داريم 3

C
F .dr Lnr Lnr Ln[( ) ( ) ] Ln( ) Ln Ln Ln Ln            2 2 2 2
1

1 1 1 1 1 4 11 3 1 1 4 2 22 2 2 2 2 2 2
 

ÂÄI¿TºH ÂÄHkTMH    

C
F .dr Arctg( ) Arctg( )   

        
 2

3 1 4 13
1 1 3 4 12

 
ÂÄI¿TºH ÂÄHkTMH  

I  پس داريم: Ln (Ln ) 
   

1 13 1 132 22 12 2 6
  

  

 اگر  :23مثالf (x,y) Ln(x y ) 2 xدايره Cو 2 y a 2 2 حاصل گاهآنباشد،  2
C

I f .nds 
  برابر با كدام گزينه است؟  

1( 2(2 3(4 4(  2  

 :ابتدا  »3«گزينه   پاسخf
 كنيم (توجه كنيد كهرا حساب ميf

 همانF
 باشد.)مي  x yF f Ln(x y ) i j

x y x y
      

 
2 2

2 2 2 2
2 2       

  
C

y xF.nds Pdy Qdx dx dy
x y x y


   
    2 2 2 22

    

  است. 4شود، جواب سؤالدر پشت انتگرال ضرب مي 2است و چون عدد  2با توجه به مطالب گفته شده حاصل انتگرال فوق برابر با
  

 حاصل انتگرال  :24مثال
C

y xI dx dy
x y x y
  

 
  2 2 2 2

2 2در صورتي كه ،C يمنحني بستهx y 8 8 د، كه دو بار در جهت مثلثـاتي طـي   باش 1

  كدام است؟ است، مقدار 22شده برابر با

1 (
8  2 (

4  3 (
2  4 (2  

 :با توجه به اين كه  »2«ه گزين پاسخC بار پيموده شده است، بنابراين داريم: 2ي محصور اين خم قرار دارد و اي است كه مبدأ در ناحيهمنحني بسته  


     28 2 4      ،y xI dx dy ( )
x y x y


        
  2 2 2 22 2 2 2 8  

  

 كنيد فرض  :25مثال( x xy y)i ( y x y x) jF(x,y)
x y

    




3 2 3 2
2 2

2 2 2 2 2 2
 

 وC منحني شكل زير باشد، مقدارF.dr
 كدام است؟ ،    

1 (  
2( 6   
3( 2   
4( 4   

y

x

C

 

 
 :؛ منحنيكنيدطور كه ملاحظه ميهمان » 4«گزينه  پاسخC چـون عبـارت   از طرفيگيرد، مبدأ را در بر ميx y2 در مخـرج وجـود دارد و باعـث     2
Fشده
  ي رسد حجم محاسبات كمي كـار را سـخت كنـد! بـا نگـاهي بـه ضـابطه       بايد سراغ روش پارامتري برويم. اما به نظر ميپس  ،شوددر مبدأ ناپيوسته
Fميدان
 توان دريافت كهميF

 هايقابل تفكيك به دو قسمت است كه حاصل يكي از انتگرالF
 :را از قبل بلديم    

F
F

x xy y x y y x y xF(x, y) i j ( i j) x i yj ( i j)
x y x y x y x y x y x y
  

        
     

1
2

3 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2




       



  

  بنابراين داريم:
C C C

F.dr F .dr F .dr   1 22
        

دانيم حاصلاما مي
C

F .dr 2
 برابر با ،2  در پشت آن، حاصل قسمت دوم برابر با 2است و با توجه به ضريب   2 2 شود، پـس كافيسـت حاصـل    مي 4

C
F .dr 1
   آورده و با دستبهرا4 جمع كنيم، اما

C
F .dr 1
  مقابل است: صورتبه  

C C
F .dr xdx ydy  1 2 2
    

Pكنيد؛اگر دقت كنيد، ملاحظه مي Q
y x
 


 

  شود.مي 4عني حاصل انتگرال فوق صفر است و لذا حاصل كل انتگرال همان، و اين ي
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خط يا انتگرال روي منحني روي انتگرال: پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 اگر  :26مثالC دايرهx y 2 2   م است؟حاصل انتگرال زير كدا گاهآنباشد كه در جهت مثلثاتي طي شده است،  1
cosx siny

C
xy y x x yI [ (tgx)e ]dx [ (tgy)e ]dy

x y x y x y x y
     

   
2 2

4 4 2 2 2 2 4 4
2 3 3 2   

1 (  2 (2  3 (8  4 (6  
 :شويم سؤال سـخت نيسـت!   نيم، متوجه ميرسد! اما اگر خوب به عبارات زير انتگرال دقت كظاهر سؤال كمي وحشتناك به نظر مي  »4«گزينه  پاسخ

  نويسيم:زير مي صورتبهابتدا انتگرال را به سه انتگرال مجزا 
cos x sin y

C C C
xy x y y xI dx dy (tgx)e dx (tgy)e dy dx dy

x y x y x y x y


     
     

2 2

4 4 4 4 2 2 2 2
2 2 3    

  كنيم:ها را جداگانه حساب ميخبُ حالا هر يك از انتگرال
xارتدر انتگرال اول ميدان پايستار نيست، چون در مخرج ميدان داده شده در زير انتگرال عب y4 داريم، كه در مبدأ پيوسته نيست، بنابراين با اسـتفاده   4

  كنيم:از روش پارامتري حاصل انتگرال را محاسبه مي

C
xy x y ( cos t)(sin t) ( sin t) (cos t) (sin t)cos tI dx dy [ ]dt

x y x y cos t sin t

   
  

   
2 2 2 22

1 4 4 4 4 4 4
2 2 2 2


  

sin«كسر از عبارت  در صورت t cos t2 «فاكتور گرفته و در مخرج كسر از اتحادcos t sin t sin t cos t  4 4 2 21   كنيم:استفاده مي 2
sin t cos t(sin t cos t) sin tdt ( sin t)dt ( sin t) dtI dt [Arctg(cos t)]

sin t cos t cos t( sin t) ( cos t)

        
     

   
   

2 22 2 2 2 2
1 2 2 22 2

2 2 2 2 2 21 11 2 1 21 2 2 1 1 22 2
   

  

توان شرط پايستار بـودن را بررسـي   كند، ميگونه ناپيوستگي براي ميدان داده شده ايجاد نميرويم، در اين انتگرال چون مبدأ هيچمي I2حالا سراغ انتگرال
cos  كرد: x sin y cos x sin y

C
(tgx)e dx (tgy)e dy P (tgx)e ,Q (tgy)e     

Pچون Q
y x
 

 
 

باشد و چون منحني، لذا ميدان پايستار ميC جـا مجمـوع دو انتگـرال اول صـفر     بسته است، پس حاصل اين انتگرال صفر است. تا اين

ي گفتـه شـده نيـاز بـه محاسـبه نـدارد، چـون        وم است و حاصل انتگرال سوم با دانستن نكتـه برابر با حاصل انتگرال س Iشده است، بنابراين حاصل انتگرال
6Iدر اين انتگرال ضرب شده است، پس 3است و چون عدد  2دانيم حاصل اين انتگرال برابر بامي    3   .شودمي 2

نكاتي در مورد تعداد دفعات و جهت پيموده شدن منحني هاي بسته   
  

بيـان   گاهي اوقات ممكن است با سؤالاتي برخورد كنيم كه تعداد دفعات پيموده شدن و جهت حركت بر روي منحني به طور واضح و آشكار در صورت سؤال
كنـيم يـك بيضـي بـا     ، فرض مـي ي پارامتري منحني مشخص شده باشد. براي اين كه مطلب را خوب متوجه شويدنشده باشد و البته اين موضوع در معادله

tي پارامتريو مركز مبدأ با معادله bو عمودي aهاي افقيشعاع  2،C(t) (a cos t) i (bsin t) j 
  ي پارامتري ايـن  مشخص شده باشد. ضابطه

tاول اين كه منحني فقط يك دور كامل از گويد؛منحني دو مطلب را به ما مي   تاt  2       طي شده است و دوم اين كـه در جهـت مثلثـاتي طـي شـده
  است. طي شده است. براي درك بهتر به شكل و توضيحات زير توجه كنيد:

tبـــه ازاي  يعنـــيي شـــروع، ، در نقطـــه(a , ) هســـتيم، درt 
 )يبـــه نقطـــه 2 , b)در ،t    بـــه

)ينقطه a , ) در  ،t 


3
)يبه نقطه 2 , b) و درt  2 يدوباره به نقطهA(a , ) رسيم كه ابتـداي  مي

tي زمانيمنحني است. پس در بازه  2 ايـم. حـالا اگـر همـين     يك دور كامل در جهت مثلثاتي طي كرده
C(t) صورتبهمنحني  (a cos t) i (bsin t) j , t    2 2 2

 
   تـوانيم بگـوييم در   پارامتري شده باشـد، مـي

شـود) چـرا   برابر طي مـي  2شود (منحني با سرعت بيشتري، يعني با سرعت ، دو بار طي مي2تا ي زمانيبازه

tكه به ازاي   يدر نقطه(a , )به ازاي ،t 
 )يدر نقطه 2 a , )  و به ازايt   يدر نقطه(a , )  يعني

tي زماني اول منحني هستيم. پس در بازه   ي ايم و بنـابراين در بـازه  يك دور كامل منحني را طي كرده
tمانيز  2 ايم.دو بار منحني را طي كرده  

C(t)ي پارامتري: براي معادله1نتيجه  (acoskt)i (bsinkt) j 
  توان گفت؛ منحني مي»k كنـد،  منحني را در جهت مثلثـاتي طـي مـي   » دور  

كه هر دور در مدت زمان 
k
2از ،t   تاt

k



2( t )

k


 
2

شود.، طي مي  

t 

b

t 2


a
b

3t 2


t  
x

y

a
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C(t)باشد. دقت كنيـد بـراي  موضوع بعد، فهميدن جهت طي شدن منحني با توجه به منحني پارامتري داده شده مي (a cos t) i (bsin t) j 
    چـون بـا ،

C(t)كنيم. ولـي اگـر مـثلاً   كنيم، پس يعني در جهت مثلثاتي حركت ميهاي مثبت حركت ميy، به سمتtافزايش (a cos t) i (bsin t) j 
    را داشـته

هاي ساعت) در حركت هستيم و يـا  س يعني در جهت خلاف مثلثاتي (جهت حركت عقربهكنيم، پهاي منفي حركت ميyبه سمت tباشيم چون با افزايش
C(t)حتي اگر مثلاً (a sin t)i (bcos t) j 

  را داشته باشيم، چون با افزايشt از نقطه شروع( , b)    يدر حال حركت بـه سـمت نقطـه(a , )   ،هسـتيم
  كنيم.  هاي ساعت و يا همان جهت خلاف مثلثاتي حركت ميپس در جهت عقربه

C(t)ي پـارامتري براي مثال، فرض كنيد منحني با ضـابطه  ( sin t)i ( cos t) j   2 2
        داده شـده اسـت، بـا توجـه بـه

kتوضيحات داده شده، در اين   باشد، پس براي ميt از صفر تا


)2تا  و به عبارت ديگر از 2 t )  2 يك دور ،

tشود. اگر به نقاط مختلف مسير حركت دقت كنيد، دركامل دايره پيموده مي   يدر نقطه( , )2   ي ، يـا همـان نقطـه

tشروع هستيم، در  1
)يبـه نقطـه   2 , )2 در ،t 1   يبـه نقطـه( , )2در ،t  3

)يبـه نقطـه   2 , )2  هايـت  و در ن

tدر  )يدوباره به نقطه 2 , )2 طور كه ديديد به دليل تعويض جايرسيم هماني شروع مييا همان نقطهsin باcos ،
  جهت حركت تغيير كرد. بنابراين نتيجه زير را داريم:

را  cosktو يـا  sinktكند و اگر علامـت يكـي از جمـلات   جهت حركت تغيير مي گاهآنرا با هم عوض كنيم،  cosktو sinkt: اگر جاي2نتيجه
  كند.عوض كنيم، باز هم جهت حركت تغيير مي

  

 پارامتري نيمنح  :27مثالC(t) ( cos t ,sin t) 3 4 4
 وt  2 را در نظر بگيريد. حاصل انتگرال

C
y xdx dy

x y x y



  2 2 2   ، چقدر است؟2

1 (  2 (2  3 (4  4 (8  
 :ي محدود به مرزاگر مبدأ درون ناحيه  »4«گزينه  پاسخC  ،حاصل انتگرال صفر است اما با تبديل منحني از پارامتري به دكارتي داريم: گاهآننباشد  

xC(t) cos t i sin t j x cos t , y sin t y       
2

23 4 4 3 4 4 19
   

يكبـار در  زماني اسـت كـه مسـير     2) را انتخاب نماييد، چـون 2د نبايد سريع گزينه (پس مسير يك بيضي است كه مبدأ درون آن قرار دارد، اما دقت كني
sin، اما در ايـن سـؤال  مثلثاتي طي شده باشدجهت  t4 وcos t4    داريـم و ايـن يعنـيk  tدر بـراي ايـن منحنـي   و بـه عبـارت ديگـر     4  

  
2
4 2،   

tبازه داده شده در صورت سؤالچون شود و يكبار منحني طي مي  2  4بار در جهت مثلثاتي طي شده است و اين يعني حاصل انتگرال  4است، پس بيضي 

t. دقت كنيد اگر در صورت سؤالاست 8، يعني2برابر 
  2 شد، جواب به سؤالقيد مي2) بود، چون در اين مـدت منحنـي فقـط    2، يعني گزينه (

  شود.يكبار طي مي
  

 اگر :28مثال  
C (t) ( cos t)i ( sin t) j   1 26 2 1 و 2  

C (t) ( cos t)i sin tj   2 8 2 17 t، براي2  1و ،  y xF i j
x y x y

 
 2 2 2  گاهآن، 2

از تساوي  Aمقدار  
C C

F.dr F.dr A   1 2
3 4   ، كدام است؟  2

1( 1  2( 7  3( 1  4( 7  
 كنيد يك ميدان آشنا به ما داده شده است كه اتفاقاً مبدأ درون منحنيطور كه مشاهده ميهمان»  2«گزينه  خ:پاسC دانيم بـراي ايـن   قرار دارد. مي

حاصل اين انتگرال برابر گاهآناي داشته باشيم كه مبدأ درون آن قرار داشته باشد و در جهت مثلثاتي طي شده باشد، ميدان اگر مسير بسته 2  اگر است و

حاصل برابر با گاهآندر همين مسير در جهت غير مثلثاتي حركت كرده باشيم،  2 اـ قـبلاً گفتـه بـوديم بـراي ميـدان      مي ydxشود (دقت كنيد م xdyF
x y x y


 
 2 2 2 2

   

حاصل گاهآنلثاتي طي شود، اگر مسير در جهت مث 2     است، در اين سؤال ميدان ما در يك علامت منفي با آن فرق دارد، بنابراين حاصـلش هـم در يـك
(دانشجو نبايد هميشه منتظر باشد، جهت لثاتي طي شده است، در جهت مث C2در خلاف جهت مثلثاتي و C1كند!) از طرفي دقت كنيدمنفي فرق مي

sinضريب C1در اين سؤال براي بيان شود!در سؤال به طور مستقيم  t2منفي است و اين يعني با افزايش ،t  بـه سـمت  ،yـ  اي منفـي در  ه
پـس حاصـل انتگـرال    )ر خلاف جهت مثلثاتي در حال حركت هستيم!حركت هستيم و به عبارت ديگر د

C
I F.dr  11

     برابـر بـا 2   و حاصـل

انتگرال
C

I F.dr  22
  برابر با 2 شود، پس داريم:مي  I I I ( ) ( )          1 23 4 3 2 4 2 14  

Aاست، پس A2و چون گفته شده اين حاصل برابر با    است. 7

2

2

2

2

ي شروعنقطه

x

y
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 ميدان برداري  :5مثالF (y, x tg(tgy)) 2 يرا در صفحهxy  و خمدر نظر بگيريدC ي محدود را مرز ناحيه  
(x ) (y ) }   2 22 2 Dو 1 { x , y    2 2 گذاري شده است، در نظر بگيريد. حاصل،كه در جهت مثلثاتي جهت

C
F.dr
  كدام است؟  

  )Harvardدانشگاه  2سؤالات رياضي عمومي از (

1( 
2 2  2 (

4 2  3 (
4 4  4 (

2 2  

 :با توجه به ناحيه  »3«گزينه  پاسخD  با توجه به اين كـه مسـير بسـته    مقابل است،  صورتبهداده شده شكل
  گيريم:ي گرين كمك مياست، لذا از قضيه

مساحت ناحيه  
D D D

Q PI ( )dA ( )dA dA D
x y

 
     

   2 1  
  برابر با مقدار زير است: Dاما مساحت ناحيه


4 4    

12 2 ) 1اي به شعاع (مساحت دايره14 
1
  Dمساحت ناحيه ) 2ع (مساحت مربعي به ضل 4

وانـد ارزش قضـيه گـرين را    تهايي اسـت كـه مـي   از آن مثال هم سازي به محاسبات طولاني منجر خواهد شد و اين مثالياستفاده از روش پارامترتوضيح: 
  مشخص كند!

 

 بردار شچرخ  :6مثالx yV i j
x y x y

 
   2 2 2 21 1

  در طول منحنيC يبه معادلهx y x  2 2 2   كدام است؟ 1

1( 2( 3(2 4 (4  
 :با تعريف » 1«گزينه  پاسخV Pi Qj

 
  داريم:  x P yx y Q xyP , Q

y xx y ( x y ) x y ( x y )
   

     
        2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1

  

دانيم چرخش برابر بامي
C

V.dr
  است كه چون منحنيC يدايره(x ) y  2 21   است، لذا از قضيه گرين داريم: 2

C D
Q PV.dr ( )dx dy
x y

 
  

  
    

Vدقت كنيد
  ي گرين استفاده كنيم.توانيم از قضيهميبنابراين در تمام نقاط پيوسته است و  

  

 حاصل انتگرال خط  :7مثال
C

y[(arctg )dy dx]
x

كه در آن ،C از تقاطع منحني بسته حاصلy x yو 2 x ؟كدام است باشد،مي  

1( 
14  2( 

4  3( 
14  4( 

2  

 :ي درونناحيه كنيم.گرين استفاده مي چون مسير بسته است از قضيه»  3«گزينه   پاسخCرا باD دهيم:نشان مي  
y

y Q yxQ Arctg
x x y x y Q P y

x yx x y
PP
y


  

   
    

   
  

 
    

2
2 2 2
2 2 21

1 

  

x
D D x

Q P y y( )dA dA ( )dydx
x y x y x y

   
   

       2
1

2 2 2 2
  حاصل انتگرال

x

x
[ Ln(x y )] dx [Ln( x ) Ln(x x )]dx 

     2
1 12 2 2 2 41 1 22 2 

   

)xLnشود:تر ميتابع زير انتگرال به اين صورت ساده x ) Ln(x x ) Ln( ) Ln( ) Ln Ln( x )
x x x

      
 

22 2 4 2
2 4 2
2 22 2 1

1
  پس داريم: 


 14[Ln Ln( x )]dx [xLn xLn( x ) x Arctgx] 

        
1 2 2 11 12 1 2 1 2 22 2 

  حاصل انتگرال

)Lnبراي حل انتگرالتوضيح:  x )dx uكـرديم، بـه ايـن شـكل كـه     از روش جزء به جزء اسـتفاده   21 Ln( x )  dvو 21 dx  پـسxdu
x


 2
2

1
 

vو x .است  
x xLn( x )dx xLn( x ) dx xLn( x ) dx
x x

 
      

   
2 22 2 2
2 2

2 1 11 1 1 2
1 1

  

xLn( x ) ( )dx xLn( x ) x Arctgx
x

       
2 2

2
11 2 1 1 2 2

1
  

  

2y x
y x

D
x

y

y

x
1 2

1

2

D

1
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انتگرال روي خط يا انتگرال روي منحني: پنجمفصل  كارشناسي ارشد يكرسان شريف رتبه مد

 اگر  :8مثالC هايي محدود به سهميبسته مرز منحنيy x yو 2 x( x) 2     ،حاصـل   گـاه آنباشد كه در جهت مثلثاتي پيمـوده شـده اسـت

C
I x y dx ( x y)dy    2 2 1 كدام است؟  

1( 
7

6   2 (
7

13  3 (
7

15  4 (
7

3   

 :كنيم:دا نقاط تلاقي دو سهمي را حساب ميابت  »3«گزينه  پاسخ  
y x x x( x) x x x x x x , x
y x( x)

             
 

2 2 2 2 22 2 2 2 1
2

     

  كنيم:ي گرين حساب ميخط را با استفاده از قضيه در واقع نمودار زير را داريم و چون منحني بسته است، حاصل انتگرال
x x

x

y x x
D y x

I [( ) ( x y)]dA ( x y )dydx [x y y] dx
 


           

22 2
2 2

1 2 12 2 2 21 2 2 1
 

  

[(x ( x x ) x x ) (x x x )]dx       
1 2 2 2 2 2 4 22 2


  

[x ( x x x ) x x x x ]dx ( x x x x )dx             
1 12 2 4 3 2 6 2 4 5 24 4 2 4 4 2 2
 

  


7
15

x x x[ x ] [ ] ( )  
            

15 6 3
24 4 2 4 2 2 12 1 15 115 6 3 5 3 3 15

   
 

 حاصل انتگرال  :9مثالy y
C

( y xe )dx ( x ye )dy 
2 22 23 2 2در صورتي كه ،C الاضلاعي به رئوسمرز متوازي( , ) ،( , )2 ،( , )3 )و 1 , )1 باشـد   1

  هاي ساعت پيموده شده است، كدام است؟كه در خلاف جهت حركت عقربه
1(6- 2(6 3(12 4 (12-  
 :مرز  »1«گزينه  پاسخCالاضلاع شكل مقابل است:، مرز متوازي  

ي گرين استفاده كنيم. اگر دقت كنيد ناحيه نسـبت  توانيم از قضيهكه مسير بسته است، بنابراين مي با توجه به اين
  تعيين شوند: ABو OHي خطوطها نامنظم است و براي رفع اين مشكل ابتدا لازم است معادلهyبه محور

y (x ) y x x y
       


1
1
 


  OHي خطمعادله 

y (x ) y x x y 
         


1 2 2 23   ABي خطمعادله 2

  م:بنابراين داريكنند، تغيير مي 1تا  هم از yهايو با توجه به اين كه كران
   6y x y y

yD y x y
Q PI ( )dxdy ( y)dxdy [ xy] dy ydy [ y ]
x y

   
 

 
          

     
1 2 1 12 2 16 6 12 6   

  
 

 الخطانتگرال منحني  :10مثال
C

xy dx x ydy  2 2 را كه در آنC مرز ناحيه قطاعيD د، چقدر است؟باش(مرز ناحيه هاشورخورده) مي  
1(   
2( 1

2  

3( 1
8  

4( 1
4  

A

x

y

O

B

2 2x y 1 
 

6


6


D

 
 :با توجه به بسته بودن منحني  »4«گزينه   پاسخCروش حل استفاده از قضيه گرين است: لذا با فرض ، واضح است بهترينP xy  Qو 2 x y  گاهآن 2

P xy
y


 


Qو 2 xy
x





  و بنابراين داريم: 2

C D D
Q P[( xy dx x ydy)] ( )dxdy [ xy ( xy)]dxdy ( xy)dxdy
x y

 
       

    2 2 2 2 4  
ي منحني رال دوگانه بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنيم. توجه كنيد مطابق شكل داده شده معادلهي انتگبا توجه به منحني داده شده، براي محاسبه

xصورتبهاصلي  y 2 2 x  توان به شكل مقابل نوشت:است، ناحيه فوق را مي 1 y r r ,  
         2 2 21 1 1 6 3  

  شود:زير بازنويسي مي صورتبهو لذا انتگرال 

D
rxydxdy (r cos )(r sin )rdrd (r sin cos )drd (sin cos )d [ ] ( sin )d ( )

   

                       
41 1 133 3 3 3

6 6 6 6

1 14 4 4 4 4 24 2 4 
    

1
4( sin )d sin d [ cos ] cos( ) cos( ) ( ) ( )

  

  
 

                     3 3 3

6 6 6

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 22 2 2 2 4 3 4 6 4 2 4 2 8 8  

  

y

x
2

2y x

2y 2x x D

0 1

1

y

x
1 2 3

1
D

A

BH

O
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 فرض كنيد  :(سخت) 11مثالC اجتماع نمودار تابعr  ،( )   2 خط ازو پاره( , )  تا( , )2  يدر صفحهxoy     اسـت. انتگـرال ميـدان
Fبرداري y i x j  3 3 در صورتي كه ،C در جهت مثلثاتي طي شده باشد، كدام است؟  

1 (412
5  2 (524

5  3 (412  4 (524  

 :كنيم:يابي ترسيم ميابتدا منحني قطبي را با روش نقطه  »2«گزينه  پاسخ  
  

r

 
  

 
 

3 22 2
3 22 2




    

r(دقت كنيد     (است  
  

rصورتبه Dبنابراين ناحيه   وD :    2 خط ازباشد. (توجه داشته باشيد كه پارهمي( , )  تا( , )2  جزء منحني قطبيr     نيسـت و
rخط با نمودار منحني قطبيشكل بالا از اجتماع اين پاره        ي انتگـرال خـط   حاصل شده است.) از طرفي چون منحني بسـته اسـت، لـذا بـراي محاسـبه

  توانيم از قضيه گرين كمك بگيريم:مي
C C D D

(x ) ( y )I F.dr y dx x dy ( )dxdy (x y )dxdy
x y

  
       

    
3 3

3 3 2 23
    

524
5

r ( )I r .rdrd [ ] d d [ ]
      

          
   

4 5 52 2 2 22 43 3 3 23 3 4 4 4 5 4 5    
  

  
 اگر  :(سخت) 12مثالC  ،منحني شكل زير در جهت مثبت باشد  
F ي نيرويكار انجام شده به وسيله گاهآن (y cosy ysinx)i ( x cosx xsiny) j     2

  ؟كدام است  

1 (


17
4 3  

2 (


17
4 6  

3 (


17
2 6  

4 (


17
2 3  

1

O 11

2

(1,1)2 2x y 1 

2y x 3x 2   

x

y  


 
   

 :شكل مقابل  احيه داده شده را به چهار قسمت بهابتدا ن  »2«گزينه  پاسخ
 دسـت بـه كنيم كه هر چهار منحني بسـته هسـتند و بنـابراين بـراي     تقسيم مي

  توانيم از قضيه گرين كمك بگيريم:آوردن انتگرال خط مي

C C C C C
I F.dr F.dr F.dr F.dr F.dr        1 2 3 4

         

Qاما قبل از استفاده از قضيه گرين بهتر است P
x y

 


 
  را محاسبه كنيم: 

Q P ( sin x sin y) ( sin y sin x)
x y

 
       

 
2 1 1 

11

2

(1,1)2 2x y 1 

2y x 3x 2   

x

y  
1

O



1D2D

3D
4D

  
  شود:مقابل بازنويسي مي صورتبهبنابراين حاصل انتگرال 

C D D D D
I F.dr dxdy dxdy dxdy dxdy            1 2 3 4

1 1 1 1
   

دانيم حاصل انتگرالمي
D

dxdyبرابر با مساحت ناحيه ،D معلوم اسـت، بنـابراين لازم   ها آن هايي هستند كه مساحتاست، و چون سه انتگرال اول شكل
كنيم، اما در مورد انتگرال چهـارم بايـد حاصـل انتگـرال بـه      رد ميها واهاي مربوطه را به جاي اين انتگرالگيري نيست و همان عدد مساحت شكلبه انتگرال

  گيري حساب شود:روش انتگرال

x x
) dydx ( ) ( ) (x x )dx

  
           2

1 12 2
3 2

1 11 1 1 1 2 3 24 2


 
(مساحت ناحيه (D (مساحت ناحيه3 (D D1Iمساحت ناحيه2 (  




17
4 6

x xI [ ( ) x] 
            

3 2 1 1 31 1 3 2 2 24 3 2 4 3 2
  

  

2


2

3
2




x

y

D
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